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1. UVOD

Mgjme za tikol nalézt feSeni 0 rovnice M(x) = 0, kde M je realnd funkce redlné pro-
ménné. Z numerickych metod se obydejné na prvanim mist€ uvddi metoda New-
tonova, popsana vztahem

Xee1 = X, — M{x,)[M'(x,)
ta v§ak méa dobré vlastnosti jen mame-li k dispozici dobré poc&atedni piibliZeni a je
samozfejmé nepouZitelnd tehdy, jsme-li schopni numericky pogitat jen funk&ni

hodnoty M(x) ale nikoli hodnoty derivace M’(x). V takovém p¥ipad§ se nabizi
jednoduchd iteraéni metoda

L.y Xeer =%, —aM(x,),
kde a je konstanta.

Pfedpokladame-li, Ze graf funkce M lezi mezi dvéma pfimkami o kladnych smérni-
cich, prochdzejicimi bodem (6, 0), tj. je-li

(1.2) M(x)Z0 pro xZ6,
(1.3) Ki|x — 0] < |M(x)| £ Ky|x — 6]

pro n&jakd 0 < K, £ K, < +00 a viechna x € R, potom aproximace x, ziskané
dle (1.1) konverguji k FeSeni 6 pro kazdé potateéni pfiblizeni x,, pokud 0 < a < 2/K,.
Rychlost konvergence je aspoii geometrickd s kvocientem

(14) q = max (1 — aK,, aK, — 1).

Tvrzeni se dokaZe snadno: dle (1.1) je
Xer1 —0=x,—9—aM(x,)=(x,—0)<1 - aM),
x, — 0
dle (1.2), (1.3} je

1—aK2§1—aM§1—-aKl, tj.

x =0
M(x) «
l—a . < max (1l — aKy,aK, — 1) proviechna x + 6,
x —

odtud |x,,, — 0] £ g|x, — 0], kde g < L.

UvaZujme nyni situaci, kdy funkéni hodnoty M(x) zji§fujeme jen s n&jakou pozo-
rovaci (nebo experimentdlni) chybou e(x), tj. kdy vysledkem pozorovéni (experimen-
tu) v bod& x neni M(x) nybrz Y(x) = M(x) + e(x). O chyb¥ e(x) pfedpokladame,
Ze je ndhodna bez systematické slozky, tj. Ze ma nulovou stfedni hodnotu.

Zkusme v této situaci opét hledat 0 pomoci iteraci (1.1), s Y, = M(X,) +
+ e(t + 1, X,) na mistd M(X,). (Velkymi pismeny zna&ime nihodné veli¢iny; u chyb
jsme vyznaili, Ze jde o rozné veli¢iny pro riizna t.) Snadno zjistime, Ze nyni nelze
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volit a jako jedinou konstantu, ale Zs je tfeba volit posloupnost kladnych konstant
o @
a,, kterd konverguje k 0 a to tak, = fada ) a, = + oo zatimeo Y. 67 < +c0.
t=1 t=1
Kdyby totiz a bylo konstantni nezavisle na ¢, pak by diky ndhodnym chybim
rozdily X,,; — X, = a¥, nekonvergovaly k 0 a tedy ani posloupnost X, by nebyla
konvergentni. Musi tedy byt a, — 0; kdyby viak konvergence k 0 byla tak rychla, ze
0
> a, =A< +o, pak by aproximace X, nemusely dosp&t k 0, mohly by sc ne-
t=1
omezend blizit k jiné hodnotd neZ 6. Jako piiklad miize slouZit situace, kdy Y(x)
nabyvd pro vizchna x jen hodunot +1 a kdy podateéni p¥ibliZeni X, je od YeSeni 0
vzdileno o vice ne? A. Konetnd pozadavek Y ai < +oo se uplatni v pribshu
=1
dtikazu konvergence X, k 0 s pravdépodobnosti 1.

Plati: Jsou-li ndhodné chyby v jednotlivych krocich nezavislé a jejich rozptyly
omezzné, splituje-li funkce M piedpoklady (1.2), (1.3) a konstanty a, poZadavek
C? «©
a>0, Ya=+w, Ya <+ow,
1

pak aproximace definované predpisem X, libovolné, EX} < + o0, X,4y = X, —
~aY,12t<+w, kde Y, = M(X,) + e(t + 1, X,), konverguji k 0 s pravdé-
podobnosti 1 i podle kvadratického stiedu.

Popsand stochastickad aproximaéni metoda se nazyvd Robbinsova-Monroova;
poprvé byla studovéna v praci jmenovanych autort [26].

Vysetfeni jeji konvergence neni obtiZné (ani za podstatn® obecngjSich predpokladii),
vyuZijeme-li konvergenéni véty pro supermartingaly. Konvergenci stochastickych
aproximaci dokéZeme hned pro pfipad vicerozmérny, tedy pro tlohu Fesit soustavu
rovnic, nebot mezi jednorozmérnym a vicerozmérnym piipadem zde neni zdsadni
rozdil.

Nejprve si pfipravime potfebné prostfedky. Podrobngjsi vyklad latky obsaZené
v odst. 2,3,4 lze nalézt v monografii Nevel’sona a Has’minského [22].

2. POUZIVANE POJMY A VYSLEDKY

Na pravdépodobnostnim prostoru (£2, 4, P) m&jme posloupnost o-algeber {#,}32 ¢
takovych, ¢ #, = &, < ... « &, a posloupnost {X,}2., nahodnych veli€in s ko-
neénymi stfednimi hodnotami takovych, Ze X, je méfitelna vzhledem k &,. Posloup-
nost {X,, &}, tvoH martingal, jestlize E(X, ., ] F,) = X, s pravdépodobnosti 1,
resp. supermartingal, jestlize E(X; 4, ]?,) < X, s pravdépodobnosti 1, pro1 £t <
< +o0.Je-li F, = F¥, coZ je nejmensi o-algebra vzhledem ke které jsou X, X5, ...
.., X, m&fitelné, pak s misto {X,, &,} pi¥e jen {X,} a misto E(X,, [ #,) se uZiva
zépisu E(X, .y | X, Xy .. X,).
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Vyznamné vita — napt. [3], VIL, § 4 — fikd, Zs kaZdy nezdporny supermartingal

{X,, #.} md s pravdépodobnosti 1 konecnou limiwu, lim X, = X. Zde X je obecnd
10
nahodna veli¢ina, v naSich uvahach vSak bude X vét§inou konstanta.

Pro viechna cela kladnd s, ¢, s < 1, vizchna x € R' a viechna A € &' (= borelovské
mnoZiny v R') necht je definovana funkee P(s, t, x, A), ktera jakoZto funkce x je
AB'-méfitelnd a jakoZto funkce A je pravdépodobnostni mira na #'. Takové funkce
se nazyva pirechodovd funkce.

Necht P(s, t, x, A) je n&jaka pfechodovi funkce. Posloupnost {X}2¢ lrozmér-
nych ndhodnych vektorl se nazyvd markovskd s touto prechodovou funkci, jestlize
pro vizchna 1 £ s < t a viachna A € 4' plati

(2.1) P(X,ed|X, X5 .., X,) = P(s, X, 1, 4)

s pravd&podobnosti 1. Podmingna pravd€podobnost na levé strand (2.1) je pak také
rovna podminéné pravdépodobnosti P(X, e 4 ’Xs); odtud plyne ndzorny vyznam
pfechodové funkce:

P(X,ed| X, =x) = P(s,x, 1, 4),

resp. obecnéji
22) E(g(X))| X, = ) = j 90) P, 1,

Méjme markovskou posloupnost {X,}72; s pfechodovou funkei P(s, x, 1, 4).
Vytvofujici operdtor L této posloupnosti se definuje vztahem

2.3) LVt x) = j [V( + 1y) = Vit x)] Pt %, £ + 1 dy) ;
R?
jeho defini¢nim oborem jsou funkce V(r, x), 1 £t < 400, x € R}, pronéZ je integral
v (2.3) koneény. Dle (2.2) Ize také psat
(24) LV(t,x) = E(V(t + 1, X,11) = V(t,X,) | X, = x);

LV(t, x) je tedy olekdvany piiristek za 1 krok funkce V(¢, x) podél trajektorie
markovské posloupnosti {X,} vychazejici v Cace 1 z bodu x. VSimnéme si jests, Ze
z (2.4) plyne platnost vztahu

(29 E(V(t + 1,X,4)| X)) = V(t, X)) + LV(1, X))

s pravdépodobnosti 1.

Je-li funkce V takova, Ze V(1,x) 2 0 a L¥(t,x) < 0 pro viechna 1 £ t < +0,
xeR'aje-li EV(L,X,) < 400, pak je {V(t,X,), FX} nezdporny supermartingal.
Dle markovské vlastnosti je totiz

E(V(t + I’X!H) ]_g«”"") = E(V(t + 1:X1+1)IX1)



az(2.5)azLV < 0dale plyne
E(V(t + L X.00) | X)) S V(LX)

s pravdépodobnosti 1. Pozadavek kone¢nych stfednich hodnot E V(t, X,) je zde
splnén vzhledem k predpokladu E V(1, X,) < + oo a vzhledem k tomu, Ze posloup-
nost E V(t, X,) je nerostouci. Predpoklad E V(1,X) < +o0 je trividlné splngn,
volime-li X; = x; konstantni.

Pro zjednodusSeni dalSich zapisii zavedeme oznacCeni

V.(x) = :nf+ Vi, x), V7(x) = i\g V(1 x).
St<+ow = @

Véta 2.1. Necht {X,}72, je markovskd posloupnost s vytvofujicim operdtorem L.
Necit funkee V(t, x) a @(t, x) jsou nezdporné pro viechna 1 <t < +0, xe R}
a takové, zz

(2.6) V(x) >+ pro [x|—> +o0,
(2.7 existuyje OeR' tak,Ze ¢@~(0)=0 a

inf  @.(x) <0 prokazdé ¢>0,
e<jx—0]<1/e
(2.8) LV(t,x) £ — %, ¢(t,x) proviechna ¢, x a pro n&jakou posloupnost

®
kladnych &isel o, takovou, Ze " o, = + 0 .
t=1

Potom
(i)  existuje ndhodna veli¢ina R < + <o tak, Ze !X,| < Rproviechnal £t < + o
s pravdépodobnosti 1,

(i) Y e ok, X,) < 4+ s pravdépodobnosti 1,
k=1

(iif) 0 je hromadny bod posloupnosti {X,} s pravdépodobnosti 1.

Dtikaz. ProtoZe v tvrzeni véty nevystupuji stfedni hodnoty, nybrZ jen vyroky
platici s pravdépodobnosti 1, postadi, dokaZzme-li vétu pro libovolné pzvné X | = x,.

(i) Dle ptedchozibo textu je {V(t, X,), #T} nezéporny supermartingal, existuje
tedy kone¢nd lim V(t, X,). Kdyby posloupnost {X,} byla neomezeni na n&jaké
10

mnoZiné kladné pravdgpodobnostni miry, pak by pro kaZdé w z této mnoZiny existo-
vala posloupnost indexti {7,(w)} tak, %= [X, | - + o0 a dle (2.6) také V(X ) - + 0
a tedy i V(z,, X,,) = + 00, coZ je spor s existenci konetné lim V(t, X,).
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(if) UtvoFime-li stfedni hodnoty na levé i pravé strand rovnosti (2.5), se€teme tyto
rovnosti od 1 do t a zmé&nime znaménka, dostaneme

t
— Y ELV(k X)) = —EV(t + 1,X,,,) + V(Lx,)) £ V(1,x,);
k=1
na druhé strang dle (2.8) je

E(3 % o(k. X)) < — Y ELV(k X)),

t o
tedy E(Y o o(k, X)) < V(1, %)), Viccio atedyi E(kzlotk ok, X)) £ V{1, xy),
k=1 i =

podle pravidla o monoténni konvergenci. Je tedy nutnd ) o ¢(k, X}) < + 0
k=1
s pravdépodobnosti 1.
(iti) Kdyby existovala mnoZina kladné pravdépodobnostni miry tak, Ze v kazdém

jejim bod& by bylo ¢(t, X,) = § = (w) > 0 pro viechna ¢, pak by platilo i )’ o, .
=1

~o(t, X)) Z 8 a, = +o0, coi je spor s dokdzanym jiZ tvrzenim (ii). Existuje tedy
=1

pro P-skoro vizchna w posloupnost indexti {r,(w)} tak, Ze ¢(r,, X, ) ~ 0; vzhledem
k (2.7) to viak znamen4, Ze {X, ] miZe mit jen dva hromadné body: ¢ a nevlastni
bod 0. Pfipad o ov§em nemiZe nastat vzhledem k tvrzeni (i). O

Misto vlastnosti (2.8) miZeme na funkci V klast snadn&ji ovafitelny poZadavek

(2.9) LV(t,x) £ gl + V(1, x)) — o (1, x)
pro n&akou posloupnost kladnych &isel g, takovou, Ze ) g, < +c0 (v8e ostatni
=1

«©
beze zm&ny). PoloZime-li totiz W(t, x) = (1 + V(1, x)) [[ (1 + g,), pak po upravéach
k=t

dostaneme LW(1, x) = (LV(t, x) — g1 + V(t, %)) (I + 90 £ —w 0t x), tj. W
t+1

k= -
ma vlastnost (2.8). ProtoZe W ma zfejmé i ostatni vlastnosti poZadované ve v&tg 2.1,
plati i v§echna tvrzeni véty 2.1.

Pfipojime-li je$t& dalsi pfedpoklady o funkci V, dostaneme jiz konvergenéni vétu.

Véta 2.2. Necht {X,};2, je markovskd posloupnost s vytvofujicim operatorem L.
Necht funkee V(1, x) a o(t, x) jsou nezaporné a takové, Ze pro n&jaké 6 e R' plati
(2.10) V(0 =0, limy(x)=0, inf Vo(x)>0, Yo,

x=0 {x=0]>¢

lim V.(x) = +w,

|x| =



4 el
adale (2.7)a (2.9), kdea, > 0,9, > 0, Y o, = +00, Y g, < -+00. Potom lim X, =
=1 t=1

1=

= ¢ s pravdépodobnosti 1.

Pozndmka. Viimngte si, Ze podminka (2.7) pripousti i funkce ¢(z, x) pro které je
lim o(t, x) = 0. '
1x|= o0
Diikaz. Opét staéi uvaZovat X, = x; konstantni. PoloZime-li W(t, x) =
«©
= (1 4+ V(t, x)) [T(t + g.), pak podle ptedchozi ivahy je LW(t, x) £ —«, (t, x) <
k=t
<0, tedy {W(, X,), #7} je nczdporny supermartingal a existuje kone&nd
lim W(t, X,) a vzhledem k tomu jak je W(t, x) definovano, také koneénd lim V(1, X,).
[ ind-+] = -
Podle tvrzeni (iii) véty 2.1 je @ s pravd&podobnosti 1 hromadnym bodem posloup-
nosti {X,} a protoZe pfedpoklidame ¥~ (x) - 0 pro x - 6, je také 0 hromadnym
bodem posloupnosti {V(t, X,)}. To viak znamena, Ze lim V(1,X,) = 0, tedy i

t-+ o0

lim V. (X ,) = 0, a protoZe pfedpokladdme inf V. (x) > 0, znamend to koneéné,

1~ [x—0]>¢

Ze limX, = 6. [}
PR

Pozndmka. Z diikazu vty vyplyva, Ze stfedni hodnoty E W(t, X,) a tedy i E V(t, X,)
jsou omezené.

3. KONVERGENCNI VETY PRO ROBBINSOVU-MONROOVU METODU

Mgjme funkci M : R! — R/, mé&fitelnou vzhledem k #'. Na pravdépodobnostnim
prostoru méjme posloupnost s-algeber &, <« F, < ... = & a posloupnost l-roz-
mérnych nahodnych funkei {e(t, x), x € R'}2, méfitelnych vzhledem k %' x #,,
takovych, Ze ¢(t, x), x € R, je nezavislé na #,_, a Ee(t,x) = 0, Y, ..

Funkci M nazyvame regresni funkci. Pfedpokladame, Zz v Sase 7 ji miizeme v libo-
voln& zvoleném bodg& x nevychylen& odhadnout pozorovanim Y.

Robbinsova-Monroova (dé.le jen RM) stochastickd aproximacni metoda je
popsdna predpisem: Zvolme libovolnd X, (#,-mé&fitelné); dile definujeme re-
kurentné
(3.1) X=X, +aY, 15t< 4w, kd:

Y, = M(X,) + et + 1, X,)

a a, jsou kladné konstanty.
Je intuitivn ziejmé (a lze formdln¥ dokazat), Ze takto definovana posloupnost
{X,} je markovskaé; jeji vytvotujici operétor je

(&) LV(t,x) =EV({t + 1,x + a(M(x) + et + 1,x))) = V(1,x).
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Viude v daldim znadi K s indexem ¢&i bez indexu kladné konstanty; pfitom tentyz
symbol miiZe mit v riznych vétich riiznou hodnotu. Symbol V znadi gradient.

Véta 3.1. Nechf existuje funkece V:R'— R, dvakrat spojit¢ diferencovatelnd,
s omezenymi druhymi derivacemi, takova, ¢ pro néjaké 0 € R' je

(3.3) V() =0, V(x)>0 Vs sup  (M(x), VV(x)) <0 Voo,

e<|x—0]<1/e

lim V(x) = 4w,

x]= 50

a déle

(34) [M(x)]? + Ele(r, x)|* £ K(1 + V(x) + [(M(x), VV(x))]),
(3.5) ia, = 400, }iaf < +w.

Potom plati lim X, = 0 s pravdépodobnosti 1.

o
Dikaz. S uZitim Taylorova vzorce dostavame
LV(x) = EV(x + a(M(x) + e(t + 1,x))) — V(x) £
< a(M(x), VV(%)) + K a2 ((M(x)]* + Ele(t + 1, x)]?) <
< KsaX(1 + V(%) — a1 — Kya,) |[(M(x), VV(x))] .
Tvrzeni plyne nyni z véty 2.2, kde poloZime
g, = Kyal, o, = a(l - K,a,), o(t, x) = |(M(x), VV(x))| . [m}
Zvolime-li specialng V(x) = (C(x — 6), (x — ), kde C je kladng definitni matice,
miZeme vétu formulovat takto.
Véta 3.2. Nechf existuje kladng definitni matice C takova, Ze
(3.6) sup  (M(x), C(x — 0)) <0 Veup,

e<|x—~0]<1/e
dale necht

() M)
a necht je spin&no (3.5).
Potom lim X, = 0 s pravd&podobnosti 1.

tom

Diikaz je tyZ jako u pfedchozi véty; pro LV nyni dostdvame
(3.8) LV(x) £ Kyal(1 + (V(x)) — 2a,/(M(x), C(x ~ 0))| .
V (3.7) je oviem mo#no psat 1 + |x — 6|2 misto 1 + |x|*. O

P4 Ele(n )] S Ki(1+ |12,



Nahradime-li poZadavek (3.6) ptisngj$im, potom dostaneme i konvergenci X, k ¢
podle kvadratického stfedu. Pfitom (jde-li jen o konvergenci podle kvadratického

stfedu) Ize vynechat pfedpoklad 3 al < +oo.
t=1

Véta 3.3. Nechf existuje kladné definitni matice C takova, Ze
(3.9) (M(x), C(x — 0)) £ —K(C(x — 0), x — 0) Vyegs
dale necht je splnéno (3.7) a

(3.10) ) a-0, >a=+4w.
t=1

2 = 0, pokud EiX,|2 < +w.

Potom lim E[X, — 0

=

Dikaz. Nerovnost (3.8) nabude nyni tvaru
(3.11) LV(x) £ Kya} — Kia, V(x),
kde K5 = 2K — ¢ s libovolnym & > 0 a (3.11) plati pro 1 = 1,(¢). Ze vztahu (2.5)
plyne

(3.12) ELV(X) =EV(X, ) - EV(X);

spojenim (3.11) a (3.12) pak dostavime

(3.13) EV(X,4s) £ (1 = Ksa,) EV(X,) + Kya} .

Odtud ‘

(.14 EVX) S TI(L = Ksa) EV(X,) + sz'g'a: 1f (- Ka).

Chovéni vyrazi typu pravé strany (3.14) je zndmo z diferen¢nich rovnic; v naSem
pfipadé jde pravd strana (3.14) k 0. Je tedy E V(X,) — 0 a odtud i E}X, — 0,2 - 0. O
4. RYCHLOST KONVERGENCE RM METODY

Konstanty a, v RM metodé se zpravidla voli ve tvaru

(4.1) a,:a/t“, a>0, 0O<agl

o«
(resp. 3 < a < 1, 7adé-li se korivergence fady Y a7). Vydetfime pro tuto volbu q,
=1

rychlost konvergence X, k 0 s pravd&podobnosti-1 i podle kvadratického stiedu.
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Véta 4.1. Za piedpokladd véty 3.3 a pfi volb& konstant (4.1) plati pro t — oo
(i) Elx, — 0> = 0(t™®), je-li budto 0 < & < 1 nebo & = 1 a 2Ka > 1,
(i) X, — 0= 0(t™****°) s pravd&podobnosti 1 pro libovolné § > 0, je-li budto
+<a<lneboa=1a2Ka>1.

Dukaz. (i) Klademe opét V(x) = (C(x — 0), x — 0). Dle (3.13) je
42 EV(X,,) = (1 - M) EVX) + 5 pro 1210
t t

Opét se lze odvolat na zndmé vlastnosti feseni diferenénich nerovnic. Tzv. Chungova
lemma [13] ¥ika: Necht {b,} je posloupnost nezédpornych &isel takova, Ze

€
s (1o 2

pro viechna t = to, kde ¢ >0, ¢, >0, f>0abudto 0 <o < 1 neboa=1a
¢ > B. Potom b, = O(17").
Uzitim této lemmy na (4.2) dostdvame E V(X,) = O(t™%) atedyi E[X, — 0]
=0(17").
(if) Nyni polozme Vi(t,x) =1 V(x) + 7", kde V(x)=(C(x — 6),x —0),
0<y<20—1,0<py<20— 1~y SuZitim (3.11) dostavime
LV{t,x)=(t+ Y LVx)+((t+ 1) =)V +(t+1)"—1"
S —(2K — &) at " V(x) + Kst ™27 4yt x) — dpe” ' <
—Ket™ "7 V(x), Jjedli 0<a<1l nebo a=1 a 2Ka>1,

IA

nebof soudet &lenit neobsahujicich V(x) je zaporny (je totiz —2o + y < —1 — 7).
Je tedy V(t,X,) supzrmartingal a existuje konena llm (i, X,) = llm 7 V(X.);
odtud £]X, — 02 = 0(1), neboli |X, — 6] = O(t™""). Vy]adrune 1i yjako -1 -
— 28, & > 0, dostdvame tvrzeni véty. [}

Ptipad “a = 1 a soudasné 2Ka £ 17 jsme z véty vyjmuli, protoZe je z praktického
hlediska nepfiznivy. Nicmén® podrobn&j§im vySetfenim (4.2) bychom zjistili, Ze za
predpokladii véty je

ElX, — 0] = Ot 'logt) pro a=1, 2Ka=1,
ot~ pro a=1, 2Ka<1;

pro konvergenci s pravdépodobnosti 1 pak plati
X, —0=0(t"%*) pro a=1, 2Kas1l,
aviak tentokrat jen za dodatetnych pfedpokladi (o omezenosti vySich momentd

e(t, x), [22], nebo o existenci druhé derivace funkce M, [20]).
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O rychlosti konvergence X, — 0 vypovida i nasledujici véta, obsahujici ve srovnani
s pfedchozimi vétami pfedpoklad o stejnomérné omezenosti nahodnych sloZek
e(t, x).
Véta 4.2, Pfedpokladejme, Ze
(M(x),x — 0) < AK[x - 0&2 s

x 0

(/ =K

[e(n x)| €K, V.s a,=aft, a>0.

Potom pro kazdé ¢ > 0 existuje K; = K;(e) tak, Ze P(|X, — 6] 2 &) < exp (—K;1),
v,
Diikaz (obecngjsiho tvrzeni) je poddn v praci [25].

5. KONVERGENCNI VETY PRO MODIFIKACE RM METODY

Konvergenéni véty, o nichZ byla feé v predchozich dvou odstavcich, obsahovaly
predpoklady typu |[M(x)] < K(1 + |x|), Ele(t, x)|* < K,(1 + |x|?), omezujici riist
regresni funkce resp. rozptyll ndhodnych sloZek pro |x| — o0. Spln&ni t&chto pfed-
pokladi jen v n&jaké omezené oblasti je mnohem slabsi poZadavek (totiz poZadavek
omezenosti funkei M a E'e(t, )’2 v té oblasti). Pfitom v redlnjch situacich jsme
zpravidla schopni udat omezenou oblast U, v které uz nezndmé 6 s jistotou lezi,
a modifikovat aproximadni metodu tak, aby tuto oblast neopustila. Formalizace
této myslenky je obsaZena v nasledujici vét¥, dokdzané v [22].

Nechf @ : R' » R! je #'-méfitelna funkce takova, e
(5.0 &(x)=x pro xeU a P(x)eU pro xeR'.
Zmin&na modifikace RM posloupnosti, oznaéme ji {X,}, se pak definuje pfedpisem
(52) X1 =X, + a(M(&) +e(t +1, %)),

kde M(x), e(t, x), a, maji stejny vyznam jako d¥ive. Procedura mitZe byt i znabodn&na,
tj. v roli @ lze prlpustlt i nahodnou funkei ®(x, w), x € R, nezavislou na {e(t, x),
x € R'}2,. Oznaéme L vytvofujici operdtor markovské posloupnosti {X,}.

Véta 5.1. Nacht kofen 6 rovnice M(x) = 0 leZi v omezené oblasti U; necht existuje

funkee V(x):R'— R, dvakrat spojité diferencovatelnd, s omezenymi druhymi
derivacemi takova, Ze

V() =0, V(x)>0, Yoo sup (M(x) VW(x)) <0, Vo
[x-8|>¢
xell
kde U zna¢i uzavér U. Necht funkce M(x) a E]e(t, x)|Z jsou stejnomérné omezené

12




pro 2 £t < +w, xeU; nechi a, >0, ia, = +00, ia,z < +o0. Koneén
necht - o

(5.3) LV(x) s LV(x), Vv -

Potom pro posloupnost {X,} definovanou ptedpisem (5.2) plati

lim X, = 0 s pravdépodobnosti 1.
t=m
Pozndmka. Podminka (5.3) je splnéna zejména tehdy, plati-li V(¥(x)) < V(x)
pro vischna x e R', (ptipadn& s pravd&podobnosti 1, je-li &(x) ndhodnd funkce).
V jednorozmérném piipadg se véta velmi zjednodusi.

Véta 5.2, Necht kofen 6 rovnice M(x) = 0lezi v omezeném intervalu U = (uy, u,);
necht sup M(x)(x — 0) <0, V,5o. Necht funkce M(x) a E €(t, x) jsou stejno-

|x—8|>¢
xedur,uzd

o
mérn& omezené pro 2 £t < +w, xelu;,u,y; uecht a,> 0, a, = +oo,
t=1

®
> al < +o0. Potom

=1

lim X, = 0 s pravddpodobnosti 1.

t=w

Dukaz. Véta je disledkem pfedchozi véty, kde volime funkei ¥ (s omezenou V")
klesajici pro x < 0, rovnou 0 pro x = 0, rostouci pro x > 6 a spliujici ¥(u,) =
= V(uy). Potom je V(x') < V(x), Y,y wu, 2 tedy V(P(x)) £ V(X), Veer- m]

Piedpokladu ‘M(x)[ <K+ !xl) omezujiciho rist regresni funkce se Ize zbavit
i tehdy, neni-li zndm interval (ul, uz) obsahujici 0. Stai omezit shora veliCiny
(aft) Y,, o které opravujeme aproximace X; v jednotlivych krocich. Pro pfipad
omezenych rozptylii pozorovani Y, plati nésledujici véta, dokdzand v préci [14].
Je v ni pouZito symboliky

[¥]¢ = max (c, min (y,d)), pro c<d.

Véta 5.3. Necht M je omezend v kaZzdém omezeném intervalu, nechf

sup M(x)(x — 0) <0, V.o; E(t,x) K, V,,.

[x—8]>¢
Posloupnost {X,} necht je dsfinovdna piedpisem
X=X + [“rYt]—: s
kde Y, = M(X)) + e(t + 1,X,), a, = aft, a > 0. Potom limX, =0 s pravdé-

t—= w0
podobnosti 1. Je-li navic |M(x)| > Ki|x - 6| v n&jakém okoli bodu  a je-li EX} <
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< +o0, pak také X,— 6 pode kvadratického stfedu; pro 20K, > 1 plati
E(X, — 0)* = O(t™ ).

Nésledujici modifikace RM metody rovnéZ nevyZaduje predpoklad |M(x)| <
< K(1 + [x]). Zd4 se byt vyhodnd tam, kde experimentator mé divod se domnivat,

Ze neznamé 0 lezi v intervalu (u,, u,), ale chee byt zabezpe€en i proti moZnosti, Ze

0 ¢(u1! uZ)'

Véta 5.4. Necht M je omezend v kazdém omezeném intervalu, nechf
sup ‘M(X) (x - 0) <0, V,5o; E 92(15 X) = K1(1 + xl)» Vixs
e<|x-0]<1/e

0O @
a>0, Ya=+4ow, al < + .
t=1 t=1

Posloupnost {X,} necht je definovana predpisem
uy, jeli X,>u, asoutasné X, + aq,Y, <u,,

Xivq =9quy, je-li X, <u; asouasné X, + aY, > u,,
X, + a,Y, ve vicch ostatnich pfipadech,

kde Y, = M(X,) + e(t + 1, X,). Potom lim X, = 6 s pravdépodobnosti 1.

-0

Pozndmka. Véta 5.4 je uvedena v [27] jako jeden z ptiklad na tam dokdzanou
konvergencni vétu pro nezdporné ‘‘skoro-supermartingaly”:

(i) Jsou-li Z,, B, U, V,, 1 £t < +00, nezdporné ndhodné velidiny, méfitelné
vzhledem k &, (kde #, = &, < ... je neklesajici posloupnost o-algeber) a takové.
Ze

E(Zt+1 iyt) = (1 + ﬂt)Zr + U, - Vt:

potom lim Z, existuje a je konednd a Y. ¥, konverguje skoro jisté na mnoZind
o t=1

[YB < +w, YU <+0ow].
t=1 =1
(i) Zavedeme-li pro b > 0 B(b) = Bliz,<p3. Udb) = Uldiz,pp Vilb) = Viliz, <1y,

potom za tychZ predpokladii plati, Ze lim Z, existuje skoro jisté na

B=0[3A(b) <+, Y U(b) < +]
b =1 t=1

ay V< +owskorojistt na B [limZ, < + ]
t=1

5]
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Dukaz véty 5.4 probihd nyni takto: Snadno se ovefi nerovnost

E(Xehr — 0) | £#1) = (X, — 6) + 20, M(X,) (X, — 6) +

2 2
+ @ (M) + (e + 1, X)) (1 + T
(“z - “1)2

Ze skoro-supsrmartingalové véty (ii) pro Z, = (X, — 6)* pak vyplyva, Ze lim X, = 0
o

I

skoro jisté na mno%ing [liminf|X,| < +00]. Zbyvd dokézat, ze P(lim inf |X|
t= o0 1=

= +o0)=0. K tomu cili se polozi Z, = [(X, — max (0, u,))"]* a vypolte, Z

4]

E(Zr+ 1

F) = (1 +2Ka})Z, + Kya? .

Z vty (i) pak plyne P(limZ, = +o0) = P(limX, = + o) = 0. Symetrickou
t—~a 1=

uvahou dostaneme, Ze P(lim X, = —o0) = 0. Posledni moZnost je, Ze lim sup X, =
=0 =+
= +w a liminf X, = —o0, v takovém pfipad® je viak X, e (u,, u,)> nekoneind
T+ 0
mnohokrat a tedy lim inf ‘X,[ < +ow. O
band:e]

6. ADAPTIVNI RM METODA

Modifikaci jiného druhu je tzv. adaptivni RM metoda, studovana poprvé Venterem
v préci [29]. Je motivovana vysledkem, ktery uvedeme teprve pozdgji a ktery fikd,
Ze RM posloupnost {X,} s konstantami a, = ajt je za jistych pfedpokladt asympto-
ticky normalni, pti¢em? asymptoticky rozptyl se minimalizuje volbou a = I/IM’(9)|.
Derivaci M'(6) sice zpravidla nezndme, ale mtiZeme ji odhadovat v priibdhu aproxi-
maéniho postupu:

V t-tém kroku provedeme dv& pozorovani Y, a Yy funkce M v bodech X, + ¢, a
X, — ¢, utvofime podil (Y; — Y7)/2¢, a odhadneme M'(f) primgrem t&chto podild,

R R 4
W = i i
! t—‘lizl 2¢;

i

pramér W, lze popsat také rekurentng,

vy
61) W, =0, W=W+(‘2—Y —W,), 1<t< +m.
{ ¢
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Predpokladame, Ze jsou znama &isla 0 < r; < r, < + o0 takova, Ze
(6.2) reSM@O) .

Této apriorni informaci pfizpisobime odhad W, derivace M'(6), totiZz nahradime jej
odhadem

(6.3) [w,] = (W) (= max (r,, min (W, r,)))

a dosadime do aproximaéniho schématu:

1
(6.4) X=X, - ij Y, .

Protoze pozorovani funkce M v bods X, neprovadime, nahrazujeme je primérem
pozorovani v bodech X, * ¢, tj. Y, v (6.4) znadi Y, = 4(¥; + Y/).

Poznamenejme jesté, Ze u Venterovy metody je zvykem uvaZovat funkci M rostouci
v bodé ¢ (nikoli klesajici, jak tomu bylo dosud); proto je v (6.4) znaménko minus,
nikoli plus.

Véta 6.1, Nechf pro vechna xe Ra 2 £1 < 400 je M(x) £E0prox £ 0,

(6.5) M*x) + E€’(r, x) £ K,(1 + x%)

(6.6) existuje M"(x) spojitd a omezend,

6.7 = 5/ pro néjaké 0 <y < 3%.
t

Potom pro posloupnosti {X,} a {W,} definované vztahy (6.1), (6.3), (6.4) plati

limX, =0, limW, = M'(6) s pravdépodobnosti 1.
= =
Dukaz. Necht L je vytvofujici operator posloupnosti {X,, W,}; aplikujme jej
na funkei V(x, w) = (x — 6)*
1 M(x +c,) + M(x ~ c,)+

1ifw] 2

e,(t + 1, x)\? 2
) -0

LV(x,w) = E<x -6 -

kde
(6.8) eft +1,x) =3e(t + Lx + ¢} + et + 1,x — ¢)).
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Z pFedpokladu (6.6) plyne

M(x + c,) + M(x,:,f!) -
| 2 1?7

odtud a z ostatnich pfedpokladi dostivame

LV(x,w) £ — 2 M(x) (x — 0) + 2Ky |x— 6 +

1[w] IESD
A2 2y 4 K ! 2 . 2
P (M (x) + ,sz) + T ES(i+ 1, x) £ = — M(x) (x ~ 0) +

1 1
+ K;(;i:z‘; + ;)(1 + V(W)

Podle (mal¢ obmény) véty 2.2 mame lim X, = 0 s pravdépodobnosti 1. Dile,
1@
) 1'MX+C~1'VIX~L ! 1',,
(6'9) Wi =~ Z ( ( Z ‘ Z i
ti= 2¢; i=1 ti=
kde

po it L Xite) i+ 1L X~ )
2, '

i ’ i
i “ti

2c

7 dokazaného jiz tvrzeni X, — § s pravd&podobnosti | snadno plyne (M(X, + ¢,) —
- M(X, - ¢,))/2¢, » M'(6) a tedy také prvni &len na pravé strané (6.9) konverguje
k M'(8) (vie s pravdépodobnosti 1). Konvergence druhého a tfetiho €lenu k nule
vyplyva ze zadkona velkych &isel, nebot E(e;,, | &1, €15 ..., &, 8 ) = 0, stejné tak
kel 2 ) I[2
pro &/, 4 a fady ) —Ei—i ZE ‘. konverguji; podle pozndmky na konci odst. 2 je
1P

=1 t=

totiz posloupnost E(X, — 6)* omezend, tedy vzhledem k (6.5) i posloupnost
Ee*t + 1, X, % c,) je omezena, tj. ob& posloupnosti Ee;* i Ee;” jsou fadu O(t*). [

7. ASYMPTOTICKA NORMALITA

Pivodng byla asymptotickd normalita RM posloupnosti dokazoviana metodou
momentit (Chung [13]), tj. ov&fenim, Ze momenty vSech Fadl vhodn& normovanych
veli€¢in X, konverguji k odpovidajicim momentim normovanéhc normélniho roz-
déleni. Tento pfistup viak predpoklida existenci a omezenost momentt viech fadii
veligin e(t, x), coZ nenf pro samotnou asymptotickou normalitu nutnou podminkou.

Uvedeme proto nov&jsi vysledek Fabiantv [8], ktery je dostatedny obecny, takZe
z néj plyne asymptotickd normalita RM metody, adaptivni RM metody i n&kterych
dalsich aproximaénich metod, o nichZ bude fe¢ pozdéji.
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Véta 7.1. Necht 7 « F, < ... (€ /) je posloupnost s-algeber, necht U,, V,, T,
jsou l-rozmérné ndhodné vektory, I';, @, I x [-rozm&rné ndhodné matice; necht
r,®, V,_ jsou & ~méfitelné, Z, I', &, P e R**! I kladn& definitni, P ortogondlni,
P'I'P = A diagondni. Déle nechf

ry-r, & —-«&, T,- Tspravdépodobnosti 1,
V| 7) =0, [EVV|7)| <K,
lim E(V, V1 I Z,) = X s pravdépodobnosti 1,
[2nd 2]
lim E(EVrIZ Tgvgezry) = 05 Veso
tandee]

Je-li
(7.1) Uppy = (I ~ 7' T YU, + 704Dy, 4~ 1702,
proviechnal £ t < 400 angaké0 < f < 24, kde X = min A", potom asympto-
<i<1
tické rozdgleni veliSiny #/2U, je normdlni se stfedni hodnotou (I' — (8/2)[)~* T a ko-
varianéni matici PQPT, kde
(P @zeTP)D

Qi = 2R
AtD + AGD B

Diikaz viz [8].

Véta 7.2. Necht RM posloupnost {X,} definovand pfedpisem (3.1) s a, = aft
konverguje k 8 s pravdépodobnosti 1. Ddle necht

(7.2) M(x) = B(x —0) + 3(x), kde &(x)= 0(|x - 0|) pro x— 0

a matice B je zdporné definitni,

(7.3) |Ee(t, x) (1, x))| < K proviechna 2 <t < +oo
a viechna x z n&jakého okoli 8,
(7.4 lim  E(e(t, x) e'(t, x)) = X,
10, x—+0
(7.9 ' lime(|E(” ) Tgemirzen) = 05 Veso -

Necht P je ortogondlni matice takova. e — PTBP = A, je diagondlni; necht 2al, >
> 1, kde A, = min A$D.

i
Potom asymptotické rozdéleni velitiny */%(X, — 6) je normdlni se stfedni hodno-
tou 0 a kovarianéni matici aPQP”, kde

(76) Q(UJ — ML .
ad$? + ad{? — 1
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Dukaz. Zbytek &(x) v (7.2) lze psdt ve tvaru §(x) = D(x) (x — ), kde matice
D(x) — 0 pro x — 6. Diikaz pak plyne z véty 7.1, poloZime-li v ni U, = X, — 6,
V,=e(t + 1,X), T,=0, =T, = a(B+ D(X)), &, =1, § = 1. O

Piipojme k v&té 7.2 ndsledujici dvé pozndmky:

(i) Pfedpoklad, Ze B je zdporn§ definitni a soudasn& 2ak, > 1 (neboli Ze B je
zdporn definitni a vSechna charakteristickd &isla B jsou < —1/(2a)) lze nahradit
slabsim predpokladem — viz [22] —, Ze vSechna charakteristickd &isla matice B
maji redlné &sti < —1/(2a). Kovarianéni matice asymptotického rozdgleni md pak
tvar
(7.7) a.[ etrzed™ o,

o
kde A = B + (1/2a)1. (V ptipadé zdporn& definitni B lze integrdl (7.7) vypo&itat
a uvést na tvar (7.6).)

(ii) Jestlize ndhodné velitiny e(t, x) = e(f) nezdvisi na x a jsou stejné rozdélené
(pro viechna f), pak je (7.3)—(7.5) spinéno, jakmile E|e(2)* < +o0 (a je Z =

= Ee(2) '),

Vyslovme je§t& vitu 7.2 pro piipad jednorozmérny (jeji znéni je pak jednodusi).

Véta 7.3. Nech jednorozmérnd RM posloupnost {X,} definovand predpisem (3.1)
s a, = a/t konverguje k 0 s pravdépodobnosti 1. Necht funkce M md v bodé ¢
zépornou vlastni derivaci, necht 2a|M'(0)] > 1. Déle necht Ee*(t, x) < K pro viech-
na t a viechna x z n&jakého okoli 0, lim Ee*(t,x) = 6% < + oo,

t=00,x—+0

lim E(ez(t, x) I[Z.ny)z,,]) =0, VY.so-

(00,50

Potom ¢'/*(X, - 0) je asymptoticky normaln{ s parametry

2,2
(7.8) (0, L) .
2a|M(6)] ~ 1

Véta 7.2, resp. 7.3 o asymptotické normalité zdstane v platnosti, nahradime-li
pfedpis (3.1) kterymkoli z modifikovanych RM pfedpisii, které jsme uvaZovali
v odst. 5. Jestlize totiz n&kterd modifikovand metoda {X,} konverguje k 8 s pravds-
podobnosti 1, pak pristu$nou modifikaci je nutno provést jen konené mnohokrit,
a tedy od n&jakého T = T(&) je uZ s pravdépodobnosti >1 — & posloupnost {X,}
shodnd s nemodifikovanou RM posloupnosti {X,} s pogdte¢ni hodnotou X .

Ze vzorce (7.8) vidime, Zc asymptoticky rozptyl je minimalizovdn volbou a =
= 1/|M'(6)| a jeho minimdlni hodnota je ¢2[(M'(9))*. UkdZeme si nyni, Ze téhoZ
minimdlniho asymptotického rozptylu lze dosdhnout adaptivai RM metodou,
zavedenou v odst. 6. '
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Vita 7.4. Necht jsou splnény predpoklady véty 6.1, pFicemz v (6.7) nechf } < y <
< 4. Déle necht
lim EeXt,x) = 6%, lim E(e(t, x) L nyzrn) = 0
t-00,x0 1= 00,x0
E(e(t, X,) e(t, \2)) =0, Yig#e-
Posloupnosti {X,} a {W,} necht jsou definovény vztahy (6.1), (6.3), (6.4). Potom
asymptotické rozdéleni velitiny 1*/*(X, — 0) je normalni s parametry (0, ¢2/2(M’(0))?).

Pozndmka. Zdénlivé je asymptoticky rozptyl dvakrdt men3i neZ jeho minimdlni
moznd hodnota. To je viak vysvétleno tim, Ze adaptivni metoda potfebuje dvojndsob-
ny podet pozorovdni neZ obydejnd RM metoda. Je tedy tfeba srovndvat pfesnost
t-té aproximace adaptivni metody s pfesnosti (2t)—té aproximace obyCejné RM meto-
dy; oba srovndvané asymptotické rozptyly se pak skuteéné shoduji.

Dikaz véty 7.4. Dle (6.4) a (6.9) je
X =0=X,—0— L (MEre) M o) oy y)),
A 2
dile 4(M(X, + ¢,) + M(X, — ¢)) = m(X, — 0) + O(c}), kde m, = M'(0 +
+ (X, — 0)) > M'(0); celkem dostdvdme

2
(7.9) X1 — 0= (l _ m,") (X, — U) _M + 0(‘1)
1[w] w] !
Vevéte 7.1 polozme U, = X, — 0, V, = e,(t + 1, X)), I, = m/[[W], &, = —1/[W];
T, = O(1'%¢}), B = 1. Vztah (7.9) se pak piepie jako

Uy =1 = t7'T) U, + 1719,V + 7371,

piidem? I', > T =1, &, & = —1/M'(6), T, > T = 0. Polo¥ime-li jest& P = 1,
% = 16% A = 1, dostdvdme dle véty 7.1, Ze t'/*(X, — 0) je asymptoticky normalni
s parametry (0, o”[2(M'(6))?). 0

V préci [8] je ukdzdno, 7e konvergenéni véta i véta o asymptotické normalit& pro
adaptivni metodu zdstdvaji v platnosti i tehdy, nezndme-li dolni a horni odhad ry, r,
pro M’(6) a nahrazujeme je viude posloupnostmi

re=Kit7*, ry=Kylog(t+1), K, <K,, 0<a<i}.

8. ZAKON ITEROVANEHO LOGARITMU

Hledejme pro jednorozmérnou RM metodu {X,} takovou nendhodnou posloup-
nost {(p,}, @, + oo, pro kterou s pravdépodobnosti 1 plati:

|X, = 6] > (1 + &) @, jen pro konetn& mnoho 1, ale

|X; — 6] > (1 — &)@, pro nekonetn& mnoho ¢, V..
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Za jistych predpokladil je touto posloupnosti
2log log r\'/?
o= 1 (FERE)T

Véta 8.1. Necht jsou splnény predpoklady vty 7.3 s tim, Ze predpoklad Ee*(t, x) <
< K je zesilen na

(8.1) Ele(t, x)|*** < K pro n&jaké o> 0,

pro viechna ¢ a véechna x z né&jakého okoli 0; ddle necht EX] < +co. Potom s prav-
d&podobnosti 1 plati -

8.2) B L ad
. msup { ————— -0 =
{ it (2 log log z> e =0l (a|M ()] - 1)72

Diikaz je poddn v préci [10]; zde jej jen naznadime: Lze psit (podobn& jako
v ditkaze véty 7.2)

(83) X!+1—9=(1—3>(x,—9)+3e(t+1,X,),
t t
kde —y, = a(M'(8) + D(X,)), D(x) - 0 pro x — 0. Iterovdnim vztahu (8.3) dostd-
vdme
t
(8.4) Xppg — 0= BofX; — 0) + ¥ ]fﬂme(k +1,X),
k=1 K
kde

b= T[ (uyf"), 0Sk=si~1; Bu=1
1

J=k+ J

Ziejm& 1 — (y,/j) > 0 pro j = jo(w) s pravdépodobnosti 1; poloZime-li

Bi= Iﬁ <1 - &):
i=Jo J

lze psét i = BB pPro t = k = j,. Vyietfenim logaritmu f, zjistime, 7e f§, =
= 1~ @g kde 1, = 1(w) je posloupnost s pomalou variaci (tj. 7,7, 17N
Y& > 0, 2 t,(0)). Prepiseme tedy (8.4) ve tvaru

t
(8.5) Xepg = 0= 17O (504 Y Se(k + 1, X))
k=1

kde  jsou Fy-méfitelné a 5, = ak®™ =117 pro k - +oo. Nyni se vyuzje (i)
faktu, Ze 6,e(k + 1, X;) v (8.5) jsou martingalové diference, (ii) vzorce

Zr+l

T, pro t— o,
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ktery plati pro kaZdou polsoupnost {1:,,} s pomalou variaci a pro r > —1, Tento
vzorec umoZiinje vypoditat

a*g? (2414 @] -1

2aM@ -1 7

t
st = LE@ReH(k + 1,%) |[7) =

a uzit zdkona iterovaného logaritmu pro martingaly, [28], z n&hoZ plyne
t
Iim sup (257 log log 1)"*? %" Sie(k + 1, X,) = 1,
1= k=1

a po dosazeni do (8.5) i tvrzeni véty. 0

Ptedpoklad (8.1) lze nahradit slab§im, aviak mén& prehlednym pozadavkem exis-
tence F,-méfitelnych k, takovych, Ze k, — 0 s pravdépodobnosti 1 a
0

loglogt
Zz gﬁg - E(ez(f + 17X¢) Tiere s 1,%0) > the/ log Tog ] lf//_':) < +00.
= 1

9. ZTRATY PRI RM METODE A PRI ADAPTIVNI METODE

Pii uziti stochastické aproximace asto sledujeme dvoji cil: pfibliZit se co nejrychle-
ji hledané hodnotg 0, ale tak, Ze i jednotlivé experimenty se provad&ji na arovni co
nejbliz§f hodnoté 6. Je-li napf. 6 optimdlni ddvka n&akého 1éku, jde nejen o to ji
nalézt, ale i o to, co nejlépe 16¢it pacienty uz v pritbéhu hleddni.

Predpoklddejme, Ze provedeni pokusu na Yrovni x znamend ztrdtu (Umérnou)
(x — 8)*. Jde pak tedy pfi stochastické aproximaci také o to, aby celkové ztrdta za ¢
krokit metody,

1
(6.1 C, =Y (X, = 0)*,
k=1
byla minimélini.
VySetfujeme jen jednorozmérny piipad RM metody (3.1) a pfedpokldddme, Ze

sup M(x)(x — 0) <0, Vo,

e<[x—g|<1/e
[M(x)| < K(1 + |x]), v,

existuje viastni derivace M'(6) < 0 (oznaéme |M'(0)] = m), (1, x) = e(t) nezdvisi

na x a jsou stejné rozdélené pro viechna t, E et) = 0, E &*(f) = 0® < +0; a, = alt,

2am > 1. Jak vyplyvd z vét v predchozich odstavcich, plati pak lim X, = 0 s pravdé-

podobnosti 1, veliiny #/*(X, — 6) jsou asymptoticky normélni s parametry

(0, a%6*/(2am — 1)) a lim sup (¢/2 log log 1)/ |X, — 6] = ac/(2am — 1)!/*; navic
100

plati:

Véta 9.1. C, = (a®c*/(2am — 1)) log t pro t - oo, s pravdépodobnosti 1.
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Dikaz plyne podobné jako zdkon iterovaného logaritmu z reprezentace (8.5),
X1 — 0217, i 5ke(k + 1). Véta 9.1 i dalsi vysledky v tomto odstavci jsou pie-
vzaty z préce Lai—I:t;t;bins [18]. O

Pii adaptivni metod®, kterou jsme zavedli v odst. 6, se v i-tém kroku provadé&ji

dv& pozorovdni Y; a Y/ na trovnich X; = X; + ¢; a X] = X; — ¢;; pro ¢ = 25 je
pak celkovd ztrdta

(9.2) Co=3 (X, — 07 + Y (X] - 0.
i=1 i=1

Uditime tytéZ pfedpoklady jako ve vété 6.1, s + < y < 4. Ddle necht e(t + 1, X,) =
=¢(t+ 1) a et + 1,X/) = €'(t + 1) nezdvisi na x a €(2), ¢'(2), ¢(3), &’(3), ...,
jsou nez4vislé, stejné rozdélené se stfedni hodnotou 0 a rozptylem ¢ < +o0.

Véta 9.2. Pro C, definované vztahem (9.2) plati s pravd&podobnosti 1

7,2
C, = A (7% pro - w.
-2
Nahradime-li v (6.7) ¢, = ¢/s’ volbou ¢, = ¢/(slogs)"/* a definici W, nahradime
definici
t
Z e{Yi = Y7
m - '5114, ,
2y ¢
i=t
potom s pravdépodobnosti 1
z

C, = 6—10gt,
ml

(Ptitom konvergence X, — ¢, W, » m s pravd&podobnosti 1 ziistdvaji v platnosti,
rovnéZ asymptotickd normalita t'/*(X, — 0) s minimaInim rozptylem.)

V [18] je také ukdzdno, Ze neni tfeba dvou experimentil na kazdém kroku k odha-
du derivace M'(0); stadi jeji odhad metodou nejmensich &tvercht z prvjch t pozoro-
véni:

Véta 9.3. Necht M je borelovsky méfitelnd,

inf  M(x)(x —0)>0, V,.,,

s<|x—0{<1/z
[ME)| < K(1 + [x]), Veer,
M je spojité diferencovatelnd v néjakém okoli 8, M'(0) = m > 0.

Definujme adaptivni RM metodu predpisem: X, libovolné, X,,, = X, —

23



— (W] Y, 1 St < +oo, kde ¥, = M(X,) + et +1); X1, ¢(2), ¢(3), ... nezdvislé
ndhodné veli€iny, e(z), t = 2, stejn& rozdglens, E e(t) = 0, E e*(r) = ¢* > 0,

Y (X -B)(%-T)
AT = A —

i

~ | =

o

R T
X, Y==Y7V,
ti=1

1

1l

, X=
(x: - X)? '

[W,]=[W]* prongjaki 0<r <m<r,< +00.

™M=~

<l

Potom plati
lmX, =0, lim[W,]=m spravdépodobnosti 1 ;

t~ o t—wo

1'*(X, — 0) je asymptoticky normdlni s parametry (0, 6%/m?) ;

. t 12
lim sup { — |x, - 0] = 2 s pravdépodobnosti 1 ;
2 log log ¢ m

o
t 0.2
C, =i;(X,. - 0)? =~ v logt pro t— oo, s pravddpodobnostil .
Je-li navic splnéno
M(x) = m(x ~ 0) + 0(!): - 0!””) pro x— 0 andaké n >0,
potom také

(log £)/* ([W,] — m) je asymptoticky normdlni s parametry (0, m?) .

10. ASYMPTOTICKA VYDATNOST. ROBUSTNOST

Uvazujme jednorozmérnou RM posloupnost {X,} definovanou v (3.1); pfedpokld-
dejme, Ze

(10.1) M(x)Z0 pro x=0,
(10.2) K|x — 6] < |[M(x)| S Ky|x = 0], Vi,
(10.3) existuje vlastni M'(0) <0 (oznatme |M'(0)| = m);
(10.4) Ee*{1,x) <K, Yix,
(10.5) lim Ee(t,x) = o,
P
(10.6) i‘i‘:o i'j‘; IXE‘SIPQE(eZ(” Mijecroi>m) = 05
(10.7) a,=aft, 2aK>1.

Vime jiZ, ¥ za t¥chto pfedpoklad (které jsou o nco siln&j§i neZ je tieba) je
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1"3(X, — 0) asymptoticky normélni, volba a = 1/m vede k minimélnimu asymptotic-
kému rozptylu ¢?/m?, a i kdyZ m nezndme, lze t€hoZ vysledku dosdhnout adaptivni
metodou.

Vysettime, zda lze asymptoticky rozptyl je§té zmensit vhodnou transformaci
pozorovanych veliCiny, tj. zavedenim g(Y) misto Y v aproximacnim schématu.

Budeme uvazovat jen takové transformace g, pro které jak transformovand re-
gresni funkce

M,(x) = Eg(M(x) + (s, )
tak i ndhodné odchylky od ni
et x) = g(M(x) + e(t, x)) = My(x)

spliiuji opét predpoklady (10.1)—(10.6), obecné s jinymi konstantami K, Kyq, K5,
m, = \M;(O)l, a;, aviak s timtéZ 0. Potom tedy RM metoda aplikovand na transfor-
movany problém,

(10.8) Xoor =X, + tfg(Y,), kde Y, = M(X,) + e(t + 1, X)),

s 2aK, > 1, ma opgt vlastnost lim X, = 0 s pravdépodobnosti 1 a t/*(X, — 6) je
=0
asymptoticky normdlni s parametry (0, a’s}/(2am, — 1)); volba a = 1/m, vede na
minimdlni asymptoticky rozptyl o;/m; (pti daném g); oznadme jej S7.
Omezime se na piipad, kdy (ptivodni) e(t, x) = e(t) nezdvisi na x a jsou stejn&
rozd&lené pro viechna ¢, s hustotou f, kterd nechf md kladnou kone¢nou Fisherovu
informaci,

0 < I(f) =J‘jw<%>zf(y)dy < 4.

Uéinime-li formdlni pfedpoklady

(10.9) d%f:_g(y)f(y + x)dy z=o = J:g(y)f’(y) dy,
(10.10) f’mg(y) () dy <0,
(10.11) jo‘o g*(v + x)f(y)dy Jje spojity v bode x =0

(ttidu funkci g, které spliiuji tyto i v§Se uvedené piedpoklady, oznatme %), potom
dostdvdme

m, = —m f(ng(y)f'(}‘) dy,
= J:gz(y)f () dy

25



a minimdlni asymptoticky rozptyl lze psdt jako
[ g*fdy
S? = el

] e TN
m? (j gf’dy)

Nyni jde o to volit g tak, aby realizovalo min S;, oznaéme je g,. Dle Schwarzovy
nerovnosti je <8

o 2 © o "N 2
(J: gf’dy) éfv ngdyjm <f7) fdy,

tj S7 = 1/m*I(f) a rovnost nastane pravé pro go = c. (f'[f), pokud c.(/'[f) e 4.
Z (10.10) vyplyvd, Ze ¢ < 0; bez tjmy na obecnosti necht ¢ = —1.

Véta 10.1. Za piedpokladu, 7e g, = —f'[f € 9, je asymptoticky rozptyl velicin
t'2(X, — 6), kontruovanych dle (10.8) s g = g,, roven 1/m* I(f).

Tento vysledek, ktery dokdzali nezdvisle Anbar a Abdelhamid, viz [1], lze nazvat
asymptotickou vydatnosti transformované RM metody, v tomto smyslu: Je-li
regrese linedrni, M(x) = —m(x — 6), pak 1/m?I(f) je prdvé Cramérova-Raova
dolni hranice pro rozptyly reguldrnich nevychylenych odbadi 6.

Piiklady.

(i) Je-li f hustota normovaného normalniho rozdéleni, f(y) = [1//(2n)]e™"?,
pak I(f) =1, go(y) = —f'(Wf(») = ¥, go € ¥ trividIng. Tedy v ptipadé normdl-
niho rozdéleni je RM metoda bez transformace optimdlni; S}, = 1/m?, (resp. =
= ¢?/m?, je-li f normdlni s rozptylem ¢ # 1).

(ii) Je-li f hustota dvojné exponencidlniho rozdgleni, f(y) = se ™", pak I(f) = 1,
go(y) = = SO (¥) = sign y, (10.9)—(10.11) je splnéno nebot =, |go(») (¥ +
+x)|dy =1V, [%,9(0)f()dy =1, [2, g5y + x)f()dy =1, Yz Je
tedy go€ % a go(y) = sign y je optimalni transformace v aproximaénim schématu
(10.8).

(iii) Je-li f hustota Huberova rozdéleni,

e pro |yl £K,
f(}) = {Ccfkgyw—xx,‘z pro I—Vl > K,
potom
(10.12) aolp) = - L0 {y pro |y <X
iE)) Ksigny pro |y > K,
a go € 9, jak se snadno zjisti.
Nechf nyni o hustoté zdkladniho rozd&leni f vime jen, Ze je tvaru

JO) = (U= &) o(y) + ¢ h(y)
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kde 0 < ¢ < 1 je pevné, ¢ je hustota normdlniho rozdéleni a h hustota n&akého
symetrického rozdéleni; pfitom necht I(f) < + oo. Ttidu takovychto hustot f (nor-
malnich s e-pfimési) oznadme &. Oznatme f, hustotu Huberova rozdéleni, jehoZ
parametr K je feSenim rovnice

(10.13) (1 —o = 20(K) - 1 + 2 o(K)K,
kde ® je normdlni distribuéni funkce; oznaéme go(y) = — fo(¥)/fo(¥) k nému ptislug-
nou transformaci (10.12). Snadno se ovéfi, Ze f, € #.

Oznaéime-li

J g¥fdy
2 —o

Sgp=— w \z
mz(J gf’dy)

minimdlni asymptoticky rozptyl RM posloupnosti pfi transformaci ge % a pii
zékladnim rozdéleni f € #, pak zjistime, Ze dvojice f,, g, md povahu sedlového bodu,
tj. Ze

S;o,f = Syzo,fo = S:Jo Vfc—ﬁ > 9 €Y.

Pravd vétev této nerovnosti je vlastn& tvrzeni véty 10.1, o platnosti levé vétve se lze
presvédeit dosazenim do S}, ; za f = (1 — &) ¢ + &h, za g dle (10.12) a tipravami.

Je tedy g, dané vztahem (10.12) a (10.13) minimaxové optimdlni transformaci
vzhledem ke tfidé & normdlnich rozdglen{ s e-pfimési. Transformovand RM metoda
je v tomto smyslu robustni.

11. RM METODA V PRIPADE, ZE I NEZAVISLE PROMENNA
JE ZATIZENA CHYBOU

Dosud jsme pfedpoklddali, Ze pouze funk&ni hodnota M(x) je pozorovana s experi-
mentdlni chybou, zatimco urovefi x experimentu Ize nastavit pfesn&. Nyni se¢ budeme
zabyvat situaci, kdy ani to neni moZné a kdy tedy i hodnota nezdvisle proménné x
je zatizena chybou. Omezime se na jednorozmérny p¥ipad.

RM posloupnost {X,} je pak popsdna vztahem
(11.1) X, libovolné, X, =X, + a(M(X, +d(t+ 1,X)) +
+et+L,X, +dt+ LX), 1<t <+

kde ndhodnd velifina X, a méfitelné ndhodné funkce d(2, x), e(2, x) d(3, x),
(3, x), ... jsou vesmés nezvislé, s Ed(z, x) = 0, Ee(t, x) = 0, V, ..

UvaZujme nejprve situaci, kdy experimentdtor nemtize ovlivnit (zmensit) chybu
v nastaveni hodnoty x; vyjddfeme to pfedpokladem, Ze

(11.2) rozd&leni d(t, x) nezdvisi na ¢.
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Jak lze olekdvat, plati konvergence X, — 0 jen za znaéng specidlnich pfedpokladii:

Véta 11.1. Necht funkce M je antisymetrickd vzhiedem k 0, klesajici a takovd, Ze

[M(xz) — M(x))| £ K + Kyxz = x4,

anxz .

Posloupnosl {X,} nechf je definovdna pomoci (11.1), (11.2), kde ddle Z a, = +w,
Za, < + o0, pro kaZdé x je rozdgleni velitiny d(2, x) symetrické, EX2 < 400,
l

d*(2, x) £K,, Ee¥(t, x) £ Ks, Y, .
Potom lim (X, — 6,) = 0's pravdépodobnosti 1i podle kvadratického stfedu.

t= o0

r

Dikaz je snadny: RM procedura {X,} fe§i nyni ve skutenosti tlohu M*(x)=
= 0, kde M*(x) = EM (x + d (2, x)). Hofej$i podminky pak zarucuji, Ze obé
ilohy, M(x) = 0 a M*(x) = 0, maji totéZ feSeni 6 a aproximace se k nému bli-
Zi. O

Diéle uvazujme odli$nou situaci, kdy pfesnost v nastaveni hodnot x Ize v prib&hu
aproximaci zvyScvat avak pouze za cenu nepfimo imérnou dosaZzenému rozptylu
Ed*(t, x). VySetifme asymptotické chovéni stfedni kvadratické chyby E(X, — )7,
a to nikoli jako funkce poctu pozorovdni ¢, nybrz jako funkce celkového ndkladu T
na prvnich ¢ experimenti.

Véta 11.2. Necht pro funkei M plati M(6) = 0,

-K, < M(x;) — M(x,) < -K, V¥
' X2 — Xy

X1,%2 2

posloupnost {X,} necht je definovdna pomoci (11.1), kde ddle a, = a/t, 2aK > 1,
EX] < o, Ed(t, x) £ K,/, V,,, B> 0 je volitelné, Ee*(t, x) <Kj, Y,
t

Necht T'=K, Y j® (celkovy ndklad na ¢ experimentit), nechi By = E(X, — 0)?
j=t
(stfedni kvadratickd chyba jako funkce celkového na’.k]adu).
Potom X, — 0 podle kvadratického stfedu,

B — o(T #C*h) pro 0<B=1,
TTo(T 1Ay pro Bz,

a volba f§ =1 (kterd zaruduje, ¢ By = O(T"1/?)) je optimdlni v tomto smyslu:
je-li B = 1, pak existuji M(x), d(t, x) a e{t, x), vyhovujici viem predpokladiim véty
a takové, Ze By = KT ™42z,

Dikazy vét 11.1 a 11.2 viz Dupad-Krél [7].

Vysledek obsazeny ve vét& 11.2 potvrzuje nasi intuitivni pfedstavu, Ze je zbytetné
platit za vysokou piesnost v nastaveni x v po&dtedni fdzi aproximagniho procesu;
vysledek navic ukazuje, jak optimdln& rozvrhnout néklady.
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12. DYNAMICKA RM APROXIMACNI METODA

V nékterych situacich je neredlné predpoklddat, Ze regresni funkce M ziistdvd
neménnd v ¢ase; naopak, musime pripustit, Ze se i v pribéhu aproxima&niho procesu
méni. Omezime se na piipad, kdy touto zménou je pouze posunuti.

Véta 12.1. Nechf v &ase ¢ plati regresni funkce M(t,x) = M°(x — 6,), 1 St <
< + o0, pozorovatelnd jen s experimentdIni chybou, M(1, x) + e(t, x), kde

(121) M°x)Z0 pro x=0, Kx|<[M(»x)|<Kx|, Ve,
(12.2) 8, = b + ct (aviak s nezndmymi koeficienty b, c) ,
{e(t, x), x € R};2; jsou nezdvislé méfitelné ndhodné funkee s Ee(t, x) = 0, Ee(t, x) <
S Ky Vi
Modifikujme RM posloupnost takto:
(12.3) X, libovolné, EX} < +w; X, =X/ +aY¥*, 12t<+w,

kde Xi = (1+1/)X, Y* =M+ L,X})+ e(t + 1,X]) a posloupnost klad-
nych konstant a, spliiuje
limta, = +o0, al < +o.
1

1~ t=

Potom lim (X, — 6,) = 0 s pravdépodobnosti 1 i podle kvadratického stfedu.
t> 0

Tvrzeni zfistdvd v platnosti, nahradime-li (12.2) obecn&j¥im predpokladem
1
(12.4) 0., — (1 + ;) 0, = ofay).

Diikaz je podén v praci [4]. Zde dokdZeme jen pongkud specidlngjsi vétu 12.2.

Poznamka. Modifikace (12.3) se nazyvd dynamickd RM aproximalni metoda.
M4 ndsledujici smysl: V &ase t + 1 chceme urtit piiblizeni X,,; k 6,+; vyjdeme
z predchoziho pfibliZeni X, k 0,, provedeme korekci na trend, X7 = (1 + 1/8) X,,
potom odhadneme hodnotu okamzité regresni funkce M(f + 1,.) v bodé X}
pomoci pozorovéni ¥;* a kone&n& provedeme dalii korekei, ptictenim a,Y*.

Véta 12.2. Za predpokladt véty 12.1, kde volime specidln a, = aft*, a > 0,
4 < o < 1, a pfedpoklad (12.4) zesilime na

1 .
(12.5) 0,01 — (1 + —) 0, = 0(1~°) pronéjaké > a,
t
plati v O pro o < o,
E(X, 0.) = {O(t—l(m—a)) pro o> %fﬂ )

29



Predpoklad (12.5) je splnén zejména v p¥ipadé linedrniho trendu (12.2) a to s w = 1.

Diutkaz. Dle(12.1) je M(x) = xu, kde p je funkce x takovd, Ze K < — < K,,V,;
odtud M(r, x) = (x — 0,) i a dle (12.5)

M+ 1L,X) =0+ t")X, —0)u+ 01t ),
kde O(t™“) je nendhodnd veliina. Dile je E(Y;** | F) £ K; + KX, - 0)%
S pomoci téchto vztahl zjistime, Ze

Ks

21 g K K
B(Xews = 0 [ )5 (1-72) 00— 0+ T 0] 4 B2

2 tzj ’
uZitim nerovnosti E|Z} < & + ¢™'EZ?, kde poloZime ¢ = 1/(5:°”%) pro né&jaké malé
6 > 0, dostaneme pak

2

K
(1 - Iﬁ)E(X,»(),)2 +;£ pro 2 < 3m,
(12.6)  E(X .y —0,41)* S

- K
(‘ - jv'i)E(Xr ~0) + "I;<‘° pro > %o
~ (2o-a
Tvrzeni véty pak plyne z Chungovy lemmy (citované v ditkazu vty 4.1). O

Vysledky o dynamické aproximaéni metodé lze v mnoha smérech zobecnit — na
vicerozmérny piipad, pii slabsich poZadavcich na funkci M, pro obecn&jii trend.
Nésledujici véta je malou obm&nou vity z prdce [6].

Véta 12.3. Necht funkce M°:R' — R' a ndhodné funkee {e°(1,x), xe R'}{Z,,
splituji vicobeené pfedpoklady vyslovené v ivodu odst. 3 a ddle (3.6), (3.7), (7.2),
(7.4) a (7.6), vie s 0 = 0. Okamzitd regresni funkce a jeji pozorovaci chyby necht
jsou definovdny jako

M(t,x) = M°(x — 0, e(t,x)=e(t,x—0,),
kde 6, spliiuji rekurentni vztah
O =(I+0Q)0, +q, 1Zt<+m,
v némZ Q, je zndmd matice a g, obecné neznamy vektor, pfi¢emz

limQ, =0, lim**?q, =q, prongaké 3 <a<1 a g,eR'.

1=+ t=>m
Definujme dynamickou RM posloupnost takto:
X, libovolné, X, =X*+2v*,
~
kde
Xi=(1+0)X,, V=Mt+1,X)+elt+1,X5), a>0.
Potom lim (X, — 0,) = 0 s pravdépodobnosti 1 a asymptotické rozdéleni

1=+ o0 .
#%(X, ~ 0,) je l-rozmémné normdlni s parametry (a”'B7'q,, a [ ™ 2¥™ dv).
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13. RM METODA VE SPOJITEM CASE

Na rekurentni vzorec (3.]) popisujici metodu RM Ize pohliZet také jako na stochas-
tickou diferenéni rovnici. Predstavme si nyni, Ze jednotlivé kroky aproximaéni
metody ndsleduji za sebou v ¢asovych intervalech délky h a Ze také rozptyly ndhod-
nych chyb jsou umérné h. BliZi-li se pak / k nule, je intuitivné zfejmé, Ze stochastickd
diferenéni rovnice prejde ve stochastickou diferencidlni rovnici. Oby&ejné se voli
Itbova stochastickd diferencidlni rovnice, nebot jeji matematickd teorie je primo-
ard (viz napt. [21]).

RM metodé v diskrétnim ase

Xipy =X, + a(M(X) + et + 1,X,))
bude tedy ve spojitém Case odpovidat stochastickd diferencidlni rovnice
(13.1) dX(2) = a(t) (M(X(0)) dt + o(t, X(1)) dW(1)) ,

kde W(), t z 0, je Wienerlv proces (tj. proces s nezdvislymi pfirlstky, se spojitymi
trajektoriemi, takovy, ze W(0) = Oa pro t > 0 md W(f) normalni rozd&leni s E W(t) =
=0, EW(t) = 1);

M(x), xeR, je lipschitzovsky spojitd a takovd, Ze M(x) Z 0 pro x £ 0 (pro
ngjaké 0);

a(t, x), t 2 0, x € R, je spojitd funkce dvou proménnych splitujici

ia(r, x) — oft, y)| < K’x -y

, o%(t,x) £ K,(1 + x*) pro viechna t, x, y;

a(t), t = 0, je spojitd funkce takovd, Ze

a(t)> 0, Jh({) dit = + o, j a*(1)di < +o0.
o o

Plati, 7e za téchto piedpokladi md stochastickd diferencidlni rovnice (13.1)
jediné spojité feSeni vyhovujici poddtedni podmince X(0) = x, a Ze toto Feleni
konverguje s pravdépodobnosti 1 k 0 pro t — oo, pro kazdé x, €R.

I ve vicerozm&rném piipadé plati pro RM metodu se spojitym asem konvergenéni
véty obdobné vétdm pro RM metodu s diskrétnim Sasem, viz [22].

Vsimnéme si jesté dalsich asymptotickych vlastnosti feSeni X(r), viz Pflug [23].

Necht nejprve v (13.1) je regresni funkce M linedrni,

M(x)=—m.(x—0), kde m>0,
a necht ¢ nezdvisi na x, tj.

a(t, x) = o(1).

Reseni rovnice (13.1) s poédteéni podminkou X(0) = x, Ize pak nalézt explicitng,
X(r) = (1) (1 + V(1)),
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kde

(13.2) A8(t) = —m a()) B(1) dt, H(0) = xo,
(13.3) () = %ﬁ aw(y), v(0)=0.

Odtud je patrné, e X(1), t = 0, je proces s nezdvislymi p¥iristky, a Ze rozdéleni X(1)
je normdlni s E X(1) = &(r), var X(r) = &*(r) 8(t), kde

t 2 2
(13.9) s = [ W g,
o 9u)
Je-li
0 < liminf 6?(u) < lim sup o*(u) < + o0,

u= oo U=

pak plati i zdkon iterovaného logaritmu,

(13.5) lim sup - __x@

o0 ¢{;)7(2S(t) log k)gi.il))v2 B

s pravdépodobnosti 1.
Je-li v (13.1) stdle M(x) = —m . (x — 0), aviak pfipustime obecné o(t, x), pak se
hotejsi vysledky zachovdvaji asymptoticky; diikaz je vSak jiz netrividlni — [23].

Véta 13.1. Necht X(1) je feSeni rovnice
dX(1) = a(t) (—m(X(r) — 0) dt + ofz, X(r)) dW (1))
s potdtetni podminkou X(0) = x,. Pfedpokléddme m >0, 0 < K; < oz, x) £
2 K, < + o, pifeme o(r) misto o(t, 6); (1) a S(t) definujeme opét vztahy (13.2) a
(13.4); necht je splnéno
4 2

L(t)'rfz@du—»o pro t— 0.

a*(t) Jo o*u)
Potom
var X(1)
2(1) S(1)
X(t) je asymptoticky normélni s parametry ®(r) a ®*(1) S(r) nezdvisle na po&dtetni
hodnots x, a plati zdkon iterovaného logaritmu (13.5).

Konefnd ndsledujici v8ta umoZiiuje pfenést asymptotické vlastnosti z pripadu
linedrn{ regrese M na obecny piipad (sta&i v ni poloZit za funkci M,(x) = M'(0).
(x —0).

Véta 13.2. Mé&jme rovnice

dX(1) = a(r) (M(X(1)) dt + o(r, X(1)) dW (1))
4Y() = a()) (VYD) dr + ot ¥(0) AW().

EX(1) = (1), ¥,, -1 pro t—- o,
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Necht
M(x)(x — 0) £ =K(x — 0)*, M,(x)(x — 0) £ —K(x — 0)*
pro viechna x a n&jaké K > 0;
0<K Zo(t,x)SK, <+, V,,.
Funkce ®(f), t 20, 0 £ j < + oo, definujme rekurentné:
)1 =1,
dd (1) = —2jKa(r) (1) dt + a*(r) &, (1) dz.

Jestlize pro né&jaké pfirozené k plati

o
J (1) dt < + 00 a soudasnd
0

M(x) — My(x) = O(x = 0f) pro x—0,

potom ndhodné procesy X(¢) a ¥(1), t 2 0, maji totéZ asymptotické rozdéleni.

14. KIEFEROVA - WOLFOWITZOVA APROXIMACNI METODA

Necht M je redlnd funkee I redlnych proménnych nabyvajici své maximdln{ hodnoty
v jediném bodg 6. Opét predpokldddme, Ze v Case ¢t miZeme funkci M v libovolng
zvoleném bod€ x nevychylend odhadnout pozorovanim Y. Je-li M hladkd a je-li 0
jejl jediny staciondrni bod, pak nalézt jej znamend nalézt FeSeni soustavy rovnic
VM(x) = 0; tuto soustavu pak miiZeme — jak se na prvni pohled zdd — Fe3it RM
aproximadni metodou.

V této uvaze je viak chyba, nebof ve skute¢nosti mdme mozZnost nevychylend
odhadovat jen funkci M, nikoli jeji gradient VM. Nahrazuje se proto gradient VM
piibliznym gradientem VM, coZ je I-rozmérny vektor, jehoZ i-t4 soufadnice je ddna
podilem pFirtistkit

M(x + ce;) — M(x — cz;)

2¢ ’

kde ¢; je i-ty jednotkovy vektor v R, tj. vektor o soufadnicich §;; = {1 pro j =1,
i ’ Y 0 pro j=+i

1 £ j < I. Piitom se ¢ = ¢, se voli jako posloupnost kladnych &isel konvergujici k 0
pro t - co. Vektor ndhodnych chyb s nimiz v &ase t + 1 pozorujeme (poloviéni)
diference 3[M(x + c¢;8) — M(x — ¢g)], 1 £ i <1, oznaéme eft + 1,x). O po-
sloupnosti {e(t, x), x € R'}2., uéifime tytéZ pfedpoklady jako v tvodu odst. 3 (tj.
predpoklad nezdvislosti a nulovych stfednich hodnot).

Kieferova - Wolfowitzova (ddle jen KW) stochastickd aproximaéni metoda je pak
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popséna piedpisem: Zvolme libovolng X, (% ,-méfitelné), déle definujme rekurentnd

(14.1) Xoy =X+, Vo M)+ L et + 1,X), 151<00,
€t
kde {a,}, {c,} jsou omezené posloupnosti kladnych konstant.
Pro KW metodu plati obm&ny konvergendnich vét z odst. 3; také jejich dukazy
jsou zcela obdobné. Vyslovme zejména analogie vét 3.2, 3.3., viz [22].

Véta 14.1. Necht funkce M md spojité parcidlni derivace 2. fddu, které spliiuji
Lipschitzovu podminku. Necht existuje kladn& definitni matice C tak, Ze

(14.2) sup (VM(x), C(x — 0)) < 0, Y, 0}
lx—0[>¢
déle necht
(14.3) [VM(x)| + Ele(r, x)|* £ K,(1 + |x]3). Y.,
(14.4) ia, = +ow, Z‘a,cf < +w, Zlafc,'z < oo
1= r= =

Potom plati lim X, = # s pravdépodobnosti 1.

t=oo

Dikaz. Podobng jako v dikaze véty 3.1, resp. 3.2, s V(x) = (C(x — 0), x — 0), je
LV(x) = EV(x + a, V., M(x) + a,c; b e(t + 1, %)) — V(x) <
< 2a(V,, M(x), C(x = 0)) + Kza2[V,, M(x)|> + Kyaje; ? Ele(t + 1, x)|? =
£ -2a)(VM(x), C(x — 0))] + Kaaje; *(1 + V(x)),

V., M(x) — VM(x)| < Koc?. Tvrzeni pak plyne z véty 2.2.
O

kde jsme pouZili toho, Ze

Véta 14.2. V predchozi vét& nahradme pfedpoklad (14.2) siln&jsim
(14.5) (VM(x), C(x — 0)) < —K|x — 0]*, vx,
a predpoklad (14.4) slabdim

(14.6) Ya, = +w, a =oc);

t=1
ostatni predpoklady beze zmény.
Potom lim E[X, — 0]* =0, pokud E[X,|* < +o0.
t—w

Pro KW metodu lze s piislusnymi zm&nami odvodit prakticky viechna tvrzeni,
kterd se dokazuji pro RM metodu (v&etn& asymptotické normality a zdkona iterova-
ného 10garitmu). My si viak viimneme jen jednoho problému, ktery je specificky
pro KW metodu (resp. byl snadno feSitelny pro RM metodu), totiZ optimdlni volby
konstant a,, c,.
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Za kritérium optimality zvolime rychlost konvergence X, — 0 podle kvadratického
stiedu. Omezime se pfitom na konstanty tvaru

(14.7) a=aft*, a>0, O<asgl,
G =cftt >0, 0<y<iu:

v piipad® « = 1 budeme navic poZadovat, aby

(14.8) 2aK > 1 — 2y,

kde K je konstanta z nerovnosti (14.5).

Ndsledujici véta je obménou vysledku z prdce [5].

Véta 14.3. Za predpokladil jako ve vété 14.2 a za predpokladu existence spojitych
ttetich parcidlnich derivaci funkce M v okoli 0 a pii volb¥ konstant (14.7), (14.8)
plati

| ot~ *) pro y < i
_ 02 — %>
Efx. - 0| {0(1”*27) pro y = ta.
Zejména tedy plati

E‘X, — ()[2 = O(fz/j) pro a,=ajt, ¢ = c/t'®, 3aK > 1,

a tato volba konstant je optimdIni v ndsledujicim smyslu: je-li v (14.7) budto o + 1
nebo y F 1/6, potom existuje KW posloupnost vyhovujici viem piedpokladiim
véty 14.3 a takovd, Ze 1*/ E|X, — 9[2 — .

15. RM METODA BEZ PREDPOKLADU NEZAVISLOSTI
POZOROVACICH CHYB

Ptedpoklad nezdvislosti ndhodnych funkei (1, x) v RM metod& je v mnoha situa-
cich nerealisticky a proto se studuje i chovéni stochastickych aproximaci bez tohoto
predpokladu. Postupuje se obyfejné tak, Ze se funkee e(l, x) povaZuji nejprve za ne-
ndhodné, a vySetti se, jaké podminky I je ticba na n& kldst, aby odpovidajici posloup-
nost aproximaci konvergovala k zddanému feSeni. Potom se hledaji pravdépodo-
nostni podminky I1, které by zarudily, Ze skoro viechny realizace ndhodnych funkei
e(t, x) spliuji podminky I a 7e tedy posloupnost stochastickych aproximaci konverguje
s pravdépodobnosti 1.

Ljungova prdce [19] obsahuje fadu obecnych i detailnich vysledkil tohoto druhu;
uvedme zde jeden z nich.

Nechf {e,};2, je posloupnost m-rozmérnych vektorfi (nendhodnych), necht pro
t=1,2,... je Q(t; x, e) méfitelné zobrazeni R" x R™ — R*. Necht ke kaZdému
xeR" ge R, ee R"existuje K = K(x, g, €) tak, Ze

[0(t; %1, ) — Ot x5, )] = Kxy — x,
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pro viechna t = 1,2, ... a viechna x,, x, z g-okoli bodu x. Déle necht

]
lim ¥ O(k, x, e(k)) = M(x), pro viechna xeR",

tooo t k=1
1 T

lim ~ Y K(x, o, e(k))

oo b k=1
existuje a je koneénd pro viechna x € R* a dostatedné mald ¢ > 0.
Rovnice M(x) = 0 necht md jediné YeSeni 6; x(t) = 0 necht je globalni asymptoticky
stabilni feSeni soustavy obylejnjych diferencidlnich rovnic dx/dt = M(x), (4.
feSeni této soustavy pfi libovolnych pocdtecnich podminkédch konverguji k 0 pro
T — (X))

Definujme posloupnost {X,} predpisem

(151) X, libovolné, X,+,=X,+—1-1Q(t,X,,e(t+l)), 1=1.
t + ’

Véta 15. 1. Za hofejsich predpokiadti plati budto
lim |X,| = +o nebo limX, =6.
1o 0

Pozndmka. MozZnost lim [X,[ = +oo lze vyloudit, plati-li: 6e D, = D,, D,

t— o
kompaktni, D, oteviend omezend, U(x) = 0 dvakrdt spojité diferencovatelnd,
sup { VU(x), M(x)) < 0, sup U(x) < inf U(x)
xeD1~D3 xeD; xeD ¢

a modifikujeme-li predpis (15.1) takto:

1
X =X, +— t, X, et +1 s
w=[re ]

kde

[z] _ {z s pro ze D,
PiD2 = Ingktery bod v D,, pro ze DS.

Uvedme je§t& piibuzny vysledek Gydrfiho [11]. Mdme Yelit soustavu rovnic
Ax = b, kde matice 4 € R**" je kladng definitni, b € R"; feSeni oznadme 6 (= A~ 'b).
Matici 4 soustavy, ani vektor pravych stran b nezndme; mdme viak v #-tém kroku
(¢t = 2,3,...) iteratniho postupu k dispozici matici A(f) = 4 + e*(r) a vektor b(r) =
= b+ &(f) tak, Ze

t t
(152) lim L Y ek) =0, fm Y=o
toow | g=2 1w | k=2 .
a tak, Ze
t
(153) im LY A0
10 b k=2
existuje a je koneénd (kde [ | znagi euklidovskou normu).
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Definujme posloupnost {X,} predpisem

(154) X, libovolné, X, =X, — — 171 (A(t + )X, - b1 + 1)).
t+

Véta 15.2. Za pfedpokladt (15.2) a (15.3) plati
limX,=0.
(=

Dtikaz jen naznalime. V&tu ziejmé stadi dokdzat pro b = 0 = (. Opakovanym
uZitim vztahu (15,4) dostaneme vyjadfeni

t
(15.5) X, =Y C(k, 1) b(k},
k=1
kde
1I, pro k=1

)= 1‘(1_1A(k+l)>.‘.(1—%A(’)>’ pro Lsk<t

k k+1
a kde klademe b(1) = X,, Dle s¢ naleznou horni odhady pro || C(k, 1)|:

a

(15.6) lctk] <K 3 (’E)
K\t

pro viechna dostate¢né mald 6 > 0 a dostaten§ vekd k,t, k < t. Vzorec (15.5)

T
se prepile na vyjadfeni X, pomoci b(r) = (1/1) . b(k), Fekn&me
k=1

t
X, =Y Cyk, l) E(k) ;
k=1

odhad (15.6) se odpovidajicim zplisobem upravi pro [|C,(k, f)||, ¢imZ se ukdze, e
1

lim || Cy(k, 1)]| = 0 pro kaZdé pevné k, a Ze sup ¥, |C,(k. 1)]| < + 0. To umoZituje
1= t k=1 t
pouzit Toeplitzovu vétu, podle niZ b(r) » 0 implikuje ). C,(k, 1) b(k) - 0, neboli
X, >0, k=1 |

Priklad situace, v niZ je pouZzitelnd véta 15.2: Hledejme nejlepsi linedrni predikci
n* = (0, ¢) ndhodné velitiny # na zdklad®¢ n-rozmérného ndhodného vekioru &,
tj. feSme tlohu
(15.7) E(n — (x, ¢))* = min!

xeR"

K dispozici m&me jedinou realizaci staciondrni ergodické ndhodné posloupnosti
{€,, n.}2 | (jejiZ staciondrnirozd&leni je rozd&leni dvojice &,7). ReSeni 0 tlohy (15.7) je
— jak zndmo — feSenim soustavy normdlnich rovnic

E(ELT) x = E(né),
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predpokidddme-li, Ze kovariandni matice vektoru ¢ je kladng definitni a 7e En* < +co.
Oznadime-li

B =4, E(pd)=b,
&g =AM, nd = b(D),
pak jsme v situaci popsané vétou 15.2; podminka (15.3) nyni zni
A
(15.8) lim = ¥ |&|* < 4+o0 s pravdEpodobnosti 1
t= o k=1
nebot }g”lcf;r}[ = Ig’tiz; tato podminka je vSak vzhledem k pfedpoklddané ergodinosti

rovnocennd s podminkou E|<'j]4 < 40, tj. s podminkou existence kone¢nych mo-
mentt 4. fddu ndhodného vektoru ¢. Posloupnost {X,} definovand predpisem

1 . .
(15‘9) X=X, = ;‘_‘_—1 (€4+151T+1Xr - ’7:+1C:+1)

konverguje pak k 0 s pravdépodobnosti 1.
(15.9) 1ze psdt ve tvaru
1

X=X, — *{(Xufzﬂ)—’lul}énx
t+ 1

z n&hoz je vidét, Ze k vypoltu jeho pravé strany neni tfeba maticového ndsobeni.

Poznamka. V [11] je v&ta 15.2 formulovdna obecndji — misto n-rozmérnych
vektoril se uvaZuji prvky redlného Hilbertova prostoru, misto matic omezené linedrni
operdtory; konvergenci se rozumi konvergence v normé, resp. v norm& operdtord.

16. STRUCNE O TOM, CO NEBYLO PROBRANO

V celém ¢ldnku jsme se zabyvali v podstaté jen Robbinsovou-Monroovou aproxi-
macni metodou, s vyjimkou odst. 14, ktery byl vénovdn Kieferové-Wolfowitzové
metod&. Ve specifice KW metody bylo moZno pokrafovat. Nap¥. Fabian [9] navrhl
zalozit odhad derivace M'(x) na vice neZ dvou pozorovdnich v kazdém kroku; pii
vhodném rozvrZeni experimentu a pro dostate¢né hladkou funkci M lze pro KW
metodu dosdhnout téméf té7e rychlosti konvergence jako pro RM metodu.

Rada praci, napf. Kushner-Sanvicente [17], byla vénovdna modifikaci KW
metody pro nalezeni maxima s omezenimi; v zdsad® lze pfevést na stochasticky
pfipad vSechny metody pouZivané v pFipadé deterministickém: metodu penaliza&ni
funkce, metodu Lagrangeovych multiplikdtorii, metodu piipustnych sméra.

Existuji 1 stochastické aproxima¢ni metody, které nelze redukovat na RM nebo
KW metodu:

Krasulina [15] navrhla stochastickou aproxima&ni metodu pro nalezeni maximdl-
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niho vlastniho &isla a k nému piisluiného vlastniho vektoru symetrické matice A4
(s vesmés jednoduchymi vlastnimi isly), mdme-li k dispozici jen posloupnost A(f) =
= A + (1), kde ¢*(t) jsou nezdvislé stejng rozdglené ndhodné matice, E e*(1) = 0,
Elle’()]* < +oo.

Révész [24] popsal stochastickou aproximacni metodu neparametrického od-
hadu regresni funkce. Pfedpoklddd, Ze (X, Y,), 1 £t < +oc, jsou nezdvislé stejné
rozdglené 2-rozmémé nihodné vektory takové, e 0 £ X, < 1 a E(Y, | X, = x) =
= (x). Odhady r(x) nezndmé regresni funkce r(x) se konstruuji podle pfedpisu

Feor() = (o) 4 —— k<x—X‘”> (Yier = 1), 05xs1,

(r+ l)ﬂrﬂ iy

1 pro |x[£14,

kde a, =17, t<a<l1, k(x)= {0 jinak

Za jistych predpokladli o hustots rozdéleni veliginy X a hladkosti funkce r(x) se
dokazuje konvergence sup [r,(x) — r(x)l = 0 s pravdépodobnosti 1, jeji Fdd a
asymptotickd normalita. ~

Existuji i stochastické aproximadni metody pro nalezeni jiného vyznaéného bodu
funkce M nez je nulovy bod ¢ bod maxima — napf. pro nalezeni inflexnfho bodu,
[2]. Také funkce M nemusi byt regresni funkei, nybrZ napf. kvantilovou funkei,
tj. M(x) neni stfedn{ hodnotou pozorovéni Y, v bod& x, nybrz a-kvantilem rozd&leni
veliciny Y,, viz {12].

V celém &lanku jsme prijali jedtd jedno omezeni, totiz omezeni na ptipad jediného
kotene rovnice M(x) = 0, resp. jediného bodu maxima funkce M. Piipad vice
koFentt (resp. piipad viceextremdlni) lze vySetfovat tymiZz metodami; vysledky lze
najit napt. v [22], viz téZ ndsledujici pozndmku a citaci.

Pokud jde o teoretické pristupy k vySetfovdni stochastickych aproximacnich metod,
vénovali jsme jen malou zminku (v odst. 15) modernimu piistupu, vyuZivajicimu
kvalitativnich vlastnosti feSeni oby&ejnych diferencidlnich rovnic. Kromé zminéné
jiz prdce [19] byl tento piistup rozpracovdn zejména v monografii Kushner-Clark
[16].

Koneén& poznamencjme, Ze stochastickym aproximacim jsou blizce piibuzné tzv.
rekursivini odhady parametrfi, zejména rekursivni metoda nejmenSich Etverch.
Délici &dra mezi ob&ma tématy neni nijak ostrd, srv. [19], [22].
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