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UvoD

Stat je vénovédna vicestupfiovym soustavam s diskrétnim evolu¢nim (nap¥. asovym) para-
metrem a soustavdm se spojitym parametrem, popsanym diferencidlnimi rovnicemi. Tyto lze
chapati jako limitni pfipad soustav s parametrem diskrétnim. Pfedmétem vykladu jsou vieobecné
principy, vyjadfené v podob& nutnych & postatujicich podminek pro optimum. K tplnému feSeni
matematicky formulovanych optimalizagnich tiloh se pak pouzivaji metody matematického pro-
gramovani, numerické matematiky a programovéani na pocitatich. Vyklad je rozdélen do tii
kapitol pojednavajicich o Bellmanové principu, o diskrétnim principu optimality a o Pontrjagino-
v& principu. Zakladni pojmy jsou uvedeny na zadtku kapitoly I. Seznam poufzité literatury je na
konci prace. Priklady tvofi soucdst vykladu. Autor pfikladu je vyznalen v zdvorce. Pfi odkazech
v téze kapitole jsou formule, odstavce a véty oznaovany pofadovymi Cisly, pfi odkazech do jiné
kapitoly téZ Cislem kapitoly. Na konci ditkazii je umistén symbol []. Vektory a matice jsou psany
polotunymi pismeny. Stavovy vektor x se odliSuje od rozsifeného stavového vektoru x. Rovnéz
se rozliduji pfislusnd zobrazeni F, F. Latka této stati, doplnénd vykladem o fizenych Markovovych
fetézcich, tvotila naplit pfednasky Zdklady optimalizace pro zaméfeni teoretickd kybernetika na
fakulté jaderného a fyzikélniho inZenyrstvi CVUT.

1. BELLMANUV PRINCIP
1. Z#kladni pojmy

P¥iklad 1 (L. C. Mitten). V jisté (velmi zjednoduSené) hospodafské soustavé mize
byt vyrobek V vyrabén dvéma odvétvimi A, B. Kazda koruna investovana v odvétvi
A na pocatku roku pfFinasi na konci roku a v kazdém daliim roce 2 kg vyrob-
ku V a navic 0,50 korun zisku. Odpovidajici hodnoty pro odvétvi B jsou 1kg
vyiobku V a 0,90 korun zisku. Uloha zni: pfi danych poite&nich prostfedcich y
korun uréit zplsob rozdéleni finanénich prostfedk, které jsou vidy na pocatku ro-
ku k dispozici, mezi ob& odvétvi tak, aby celkova vyroba vyrobku V v obdobi péti
let byla co nejvétsi.



Jedna se o vicestupfiovy proces, ktery lze popsat s pouzitim nasledujiciho oznadeni
(horm’ index znadi pofadi soufadnice):

! — celkové prostiedky v odvétvi A na konci n-tého obdobi v korunach,
an — celkové prostfedky v B na konci n-tého obdobi,
3 — volné finan¢ni prostfedky na konci n-tého obdobi,
u, — pomérna ¢&ast volnych prostfedkll reinvestovana v odvétvi A, 0 < u, < 1.
Plati tedy
Xp = erl + Uy X0y
Xn = Xf—l + (' e un—l) X:?—l >

2= 0,5(xp-y + oy y) + 0937y + (1 — u,m ) x0-y),

=
I

n=12..

Mnoystvi vyrobku V, vyrobené v n-tém obdobi je 2x} 4+ x? kg. Mame tedy maxi-
malizovat:

5 4
Y (2xy 4+ x2) =Y [20xt + uexd) + xp 4+ (1 — u)x7]-
w1 =

Prikro¢me nyni k obecnym definicim. Vicestupfiovy proces popisuje vyvoj soustavy,
jejiz stav je dan stavovym vektorem x = (x*, x2, ..., x"). Vyvoj je popsan posloupnosti
zobrazeni stavovych vektorti F,(x) = (F(x), ..., Fi(x)). Je-li x, stav soustavy v n-tém
stupni, potom plati x, = F,_(x,-,), n pfedstavuje evoluéni parametr. Slovo vyvoj
je zde tfeba chapat obrazné, nebot v fadé tiloh nema evoluéni parametrs &asem 7ad-
nou souvislost.

O vicestupriovém rozhodovacim procesu hovofime, zavisi-li zobrazeni stavovych
vektorll na dal$im parametru u = (u', u?, ..., w") = U, nazyvaném parametr Fizeni
(rozhodovaci proménna atd.). U je mnoZina hodnot parametru Fizeni (prostor roz-
hodnuti). Proces je tedy charakterizovan zobrazenimi

F(x,u) = (Fi(x,u), ... Fi{x,u)), n=0,1,...

Pii daném pocatednim stavu soustavy X, je jeji vivoj do N-tého stupng {x, x,, ..., Xy}
uréen volbou posloupnosti rozhodovacich proménnych {uo, u,, ..., #y_,}. Plati
%, = F,_\(%y~1, #,-y), n = 1,...,N. Posloupnost {ug, ..., uy-,} budeme nazyvat
Fizenim.

K porovnani jednotlivych Fizeni slouzi vpsledkovd (cilova, Gdelova atd.) funkce
W(xo; oy ..oy iy 15 N). Vé&tsinou budeme pfedpokladat, Ze mé aditivni tvar

: N-1
(1) W(xos g, .. tty— 13 N) = ,(Z.DG"(xk’ u) .



Ulohou je optimalizovat (tj. bud maximalizovat neb minimalizovat) vysledkovou
funkci. ReSeni optimalizatni tlohy je pfedstavovano optimalnim Fizenim {un,, ...
..., #y_y} a odpovidajici trajektorii {x,, ..., xy}. KdyZ F a G nezaviscji na evolu&nim
parametru, hovofime o homogennim (autonomnim) procesu.

2. Bellmaniy princip optimality

Predpokladejme, 7e U je omezend a uzaviend mnoZina a Ze zobrazeni F,(x, u),
G,(x, ) jsou spojitd. Za t&hto podminek, jak lze ukazat, existuje optimalni fizeni
a Bellmanuv princip o ném fika:

Optimdlni Fizeni md tuto vlastnost: Vzhledem ke stavu, ktery je diisledkem prvého
rozhodnuti, pFedstavuji zbyvajici rozhodnuti optimdlni Fizeni.

Princip je intuitiviné velmi zfejmy a nevyzaduje formalniho dikazu v této jednodu-
ché situaci. Optimalni hodnotu vysledkové funkce v poslednich N -- m swpnich
oznaéme

N—1
Y(x; m, N) = opt Y Gi(xi, u,) -
(o= oty yn = 1) K=
Symbol opt znadi podle zadani tlohy bud maximum nebo minimum. Hodnota vysled-
kové funkce pro x, = x pfi Fizeni, majicim u jako prvni rozhodnuti a pouZivajicim
v dalgich stupnich optimalni rozhodnuti vzhledem ke stavu Fy(x, ), je rovna

Go(x, u) + Y(Fo(x, u); 1, N).

Podle principu optimality mezi takova Fizeni patfi optimalni fizeni. Musi tedy byt
lf/(x; 0, N) = opt {Go(x, u) + V;(Fo(x, u); 1, N)} .
ucl
Pouzijeme-li stejné tivahy pro m-ty stupen, dostdvame
(2) ¥(x; m, N) = opt {Go(x, u) + Y(F,(x,u); m + 1, N)},
usl
m=N—-1,N-2,..,0, y(x;N,N)=0.

(2) je rekurentni relace pro l/;(x; m, N). Ugitime o ni n&kolik poznimek. Pfed-
pokladejme, Ze je ddna pocateéni poloha x, a mame urdit optimélni fzeni {#, #,, ...
..., fiy_y} a odpovidajici trajektorii {£o = x,, ..., £y}. Resime tedy (2) pro m =
=N —1,..., 1. Potom nalezeneme #,, které opt‘malizuje vyraz ve svorkach pro
m = 0. Dale uréime £, = Fy(x,, #,) a stanovime &, které optimalizuje vyraz ve
svorkach pro m = 1. Dale je £, = F, (:21, ﬁ‘) atd. Pritom k vypo¢tu 2N — 1 vektort
musime znat tabulku N — 1 funkci x[/(x; m, N), m=1,..,N — 1. Rozsah vypoctd
je proto vétiinou velmi zna&ny. Pfi feSeni (2) ziskavame viak zpravidla také posloup-
nost funkei {#,(x), m =0,..,N — 1}, udavajicich hodnotu parametru fizeni,
optimalizujici vyraz ve svorkach v (2), v zavislosti na x.



Tim jsme dospéli k pondkud jinému pojeti ¥izeni vicestuptiového procesu. Stra-
tegii budeme rozuméti posloupnost {#o(x), ..., uy_(x)} zobrazeni stavového prosto-
ru R do prostoru rozhodnuti U. u,(x) udava hodnotu parametru fizeni, kterou
volime, je-li soustava v m-tém stupni vyvoje ve stavu x. Trajektorie odpovidajici
strategii {uo(x), ..., uy_(x)} je tedy dana vztahy

5= By (s e (51) s 1= 1 N

Neni obtiZné ovéfit, Ze vyle uvedend strategie {fio(x), ..., dy-;(x)} je optimalni.
(Viz téZ odstavec 3, 111 o fizeni se zp&tnou vazbou.)

Piklad 2 (R. Bellman, S. Dreyfus). Spolehlivost uréité soustavy (napf. &asti samo-
ginného potitade), sklddajici se z N agregatit Ay, A4,, ..., Ay budiZ hodnocena pravdg-
podobnosti, Z¢ soustava bude bezvadn& pracovat. Pfitom se pfedpoklada, Ze tato
pravdépodobnost je P = P,P, ... Py, kde P; je pravdépodobnost bezvadné &in-
nosti 4;. Agregat A, necht obsahuje k, prvka stejného drubu. K &innosti agregitu je
tieba neselhani aspoil jednoho z jeho prvka. Je-li p; pravdépodobnost selhini
prvku v A;, potom plati za piedpokladu nezavislosti P; = 1 — p*. BudiZ c, cena
prvku v 4;. Ukolem je maximalizovat spolehlivost soustavy za podminky, Ze celkovi
hodnota pouZitych prvki nepfekrodi ¢.”

Pii feSeni budeme znagit x; prostfedky, které mame k dispozici po sestrojeni A, ...
..., A;—,. Plati tedy

X, =¢, X;=Xx;_ 4y —kjy¢;y, i=2,..,N.

Vysledkova funkce je (1 — p{') (1 — p¥)... (1 — pi"). P¥ipad funkce v multiplika-
tivnim tvaru se zfejmé nijak nelisi od aditivniho p¥ipadu, k némuzZ lze ptejit logaritmo-
vanim. Maximalni spolehlivost podsoustavy, tvofené agregaty A4,, ..., 4y, kterou lze
dociliti prostfedky x, budiz

Y(x; m, N) =
= max {(1 — anm)(1 - pf..’"(f) (1= p’f‘\’”) Kl Kt 1€y oo+ kyey S x}
Dle (2) mame

|/7(x; m,N)= max (L — p¥)¥(x — kepsm + 1, N),
k=0,1,...
m=N—-§L,N-2,..,1.
Ziejme
P(x; N, Ny = 1 — piet.

Priklad 3 (S. M. Roberts) — optimélni vyména katalyzatoru. Na obr. 1 je znazor-
néno schéma endotermické katalytické reakce. Latka A v plynné fazi prochazi reakto-
rem priitokovou rychlosti g. Cést ¢ latky A se prom&ni v produkty X a Y, které jsou
oddgleny v separa¢ni jednotce. Zbytek A se vraci zp&t do reaktoru. MnoZstvi A
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dodéavané za jednotku &asu je tedy gc. Pfedpoklada se, Ze c je linearni funkci operaéni
teploty T, prittokové rychlosti g a celkového mnoZstvi s 1atky A, které proslo reakto-
rem od posledni vymény katalyzitoru. Tj.

(3) c=co+ ;T — g — 35,

Jednotkou ¢asu budiZ napf. jeden den. Za stav soustavy povazujme hodnotu s,
parametru s na konci n-tého dne. Procesu je tfeba dodat (za den) mnoZstvi tepla

()] Q = qc{T — Tp) + (AH) qc,
— reaktor separacni
A 1 (4,XY) Jjednotka x.Y)
Obr. 1.
A

kde T, je teplota A na vstupu, ¢, specifické teplo reagujicich latek, AH teplo spotfe-
bované pii reakci. Denni vynos se pfedpoklada ve tvaru

(5) G =0v,9c — 1,0 — v5{1 —€)g — vy

Prvni &len napravo pfedstavuje vynos dany rozdilem hodnoty produktii (X, Y)
a latky A. Dal3i ¢leny jsou naklad na dodavani tepla, ndklad na separaci a vraceni
nespotiebovaného A a pevné naklady. Vztahy (3), (4), (5) udavaji denni vynos jakozto
funkci G(s, T, q) stavu s, teploty T a pritokové rychlosti g. Posléze R necht znai
néaklad na vyménu katalyzatoru, ktera trva jeden den. Jedna se o vicestupfiovy proces
homogenni v &ase. Ulohou je volit denni operaéni hodnoty T,, g, 2 rozhodovat o vy-
méng katalyzatoru tak, aby celkovy vynos za N dni byl maximalni. Ozna¢me tento
optimalni vynos {(s; N), je-li s vychozim stavem soustavy. Potom, dle (2),

¥(s; N) = max {max [—=R + §(0; N — 1), G(s, T, q) + (s + ¢; N — )]} .

3. Ulohy s nekoneénym plinovacim horizontem

Cislo N v (1) udévajici po&et stupiiti (dobu trvani procesu), které bereme pfi opti-
malizaci v Gvahu, se nazyva pldnovacim horizontem. V fadé€ dloh je uCelné uvaZovati
nekoneny horizont. Budeme vy3etfovati homogenni procesy. Pfi definici vysledkové
funkce

(6) W(xo; #o, 1y, ..) =k§0G(xk, )



vznika problém konvergence nekonené fady na pravé strang rovnosti (6). Je proto
n&kdy vhodné uZivati vysledkovou funkci tvaru

% $(xo: or 1, ..) :iﬂ B Glx 1)

V takovém piipadé hovofime o diskontovaném nakladu (i vynosu). MiiZeme totiz §
interpretovati jako diskontni faktor, slouZici k pfepodtu platby v budoucnosti na
hodnotu na konci prvého obdobi pfi dané tirokové mife.

Pro ur€itost budiZ opt = min. Omezime se zde na dva piipady:

(i) G(x, ) = 0, vysledkova funkce definovana dle (6) a

Y(x)= min Y(x; uo, #y,...) <
{wo,ut,...}
pro viechna x.
(i) |G(x, u)| £ K < o0, vysledkova funkce definovana dle (7) a 0 < f < 1.
Klademe
(x) = min ¢(x; o, uy, ...}

{wo,u1,...}

Aplikace Bellmanova principu vede k rovnicim

®) 0x) = min (G(x.u) + P(F(x. )}
© () = min {G(x.u) + B $(F(x. )}

Jednozna&nost omezeného feseni rovnice (9) lze ovéfit celkem bez obtizi. Regeni (8)
neni jednoznaéné. Je proto tfeba doplnit rovnici (8) daliimi podminkami. f(x)
predstavuje nejmensi nezaporné FeSeni.

BudiZ #(x) hodnota parametru , pfi které vyraz ve svorkéach v (8) resp. (9) nabyva
minimalni hodnoty. Snadno se postupnym dosazovanim dokéze, Ze {#,(x) = d(x),
n=0,1,...} je optimdlni strategie. Strategii {u,(x), n=0,1,...}, pro kterou
plati u,(x) = u(x), n = 0, 1, ..., budeme ztotoZfiovati s funkef u(x).

Za predpokladii (i) mazeme pfi nachézeni fi(x) klast Ji(x; 0) = 0  postupné’

¥(x; N) = min {G(x, u) + §(F(x,u);N = 1)}, N=1,2,...
uelU N
Porovnanim s (2) vyplyva, Ze je
N—1
P(x;N) = min S Glxy ) -

{xo=x,u0,...,un~1} k=0

Je tedy vzhledem k nezapornosti G(x, u)

Y(x; N) S g N + 1) < §(x).



Je-li lim {(x; N) spojita, pak dava Fedeni (8). a je proto §(x) = lim §(x; N). Tento
N—oow N—oo
zpiisob je ptikladem aproximace v prostoru vysledkovych funkci.
Aproximaci v prostoru strategif osvétlime za podminek (ii). P¥i této aproximaci
se nejprve voli libovolna strategie u(x). Potom se nalezne vysledkova funkce ¢q(x),
ji odpovidajici, z rovnice

do(x) = G(x, ®u(x)) + B o(F(x, “u(x))) .

‘u(x) se urdi tak, aby platilo

G(x, 'u(x)) + B do(F(x, 'u(x))) = r.'llu" {G(x, u) + B ¢po(F(x, u))} .
Obecné
¢.(x) = G(x, "u(x)) + B ¢, (F(x, "u(x)))
G(x, " 'u(x)) + B $(F(x, " u(x))) = min {G(x, w) + B &, (F(x, u))},

n=201,...
Plati

) Z (). lim 6 x) = 9()

Priklad 4. M&me r mist, oznacenych Cisly 1,2, ...,r a kladnd &isla g;;, i + j.
i=1,...r—1,j=1,...,r Cisla g,; predstavuji naklad na pohyb z mista i do
mista j. Nasim cilem je dosaZeni mista r s nejmensim nakladem, vychazime-li z libo-
volného mista 1, ..., » — 1. Strategif rozumime funkei u(i), udavajici misto, do n&ho?
postupujeme z mista i. Minimalni naklad na dosaZeni r z mista i, oznafeny lj?(z)
spliiuje

U(i) = min{g;; + ¥(j)}, i=L..,r—1, §()=0.
JFi

Veli¢iny g,;; budteZ dany tabulkou 1, kde r = 7 a — znadi &islo tak velké, Ze odpo-
vidajici pfechod je moZno z tvah vypustiti. Tabulky 2, 3 obsahuji postupné apro-
ximace v prostoru vysledkovych funkei a v prostoru strategii (J(j) = ¥(j; 5) = ¥(/))-

Tabulka 1. Tabulka 2.
‘\ ] 4 ‘ H : i £ Ti" T ‘
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;3 — === = 12| w(j; 2) 811012 6 4,2} 0
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4. Kombinace metody dynamického programovini s metodon Lagrangeovych
nésobiteli

Vratme se k formulaci tlohy v odstavei 1. Predpokladejme, %¢ mame navic danu
posloupnost funkei H(x,u), k=0,...,N — 1, a &slo 4. Hledime minimum
vysledkové funkce (1) za podminky

N-—-1

(10) Z Hlx,u)=4.

Pt feSeni metodou dynamického programovani oznadime
N N-1 N-1
B(x, y; my N) = min { Y G(x,, ) :k): Hy(x, u) = y}.
k=m =m

Potom dle Bellmanova principu

&(x, y; m, N) = min {G,(x, u) + ¢(F,(x, u), y ~ H,(x, u); m + 1, N)},

co? je pii m = N — 1, N — 2, ..., 0 rekurentni relace k nalezeni minima q‘&(xc, 4;
0, N). Poget nezavisle prom&nnych u funkei ¢(x, y; m, N), které je tieba pti vypodtu
tabelovati je r + 1. Tomuto ristu po¢tu proménnych a s tim i rozsahu vypocti se 1ze
vyhnout zavedenim neuréitého ndsobitele a hledanim (nepodmingného) minima
vyrazu

N—t
E(xo5 oy - Uy 13 N) :kZU(G(xk, w) + A Hyx, ).
Plati-li pro A = 1
E(xg; fig, .. iy-13N) = min  E(xo; g, ..., #y-1; N)

{80,0e0 N -1}
a soufasné

N-1
ZlHk('ek’ ﬁk) =4,
K=

kde {%, = x,,..., £y} je trajektorie, odpovidajici Fizeni {d,, ..., #y_}, potom
{fg, ..., dy_1}, {Ro, ..., 24} je TeSeni vySe formulované tulohy. Kdykoliv totiZ pii
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fizeni {u,, ..., uy_;} plati (10), pak

1

N-— N-1
kzo Gulfh, #) + 24 = 3 (G ) + 2 Hy(%i, &) £
= k=0
N-1 R N-1 ~
ékzo(Gk(xk’ u) + A Hy(x;, u)) =kZOGk(x,(, w) + 4.
Tedy
N-1 N-1
(1 1) kZO G(fk, ﬁk) gkz G(x; uk) .
= =0

Poznamenejme, Ze Lagrangeiiv nasobitel zde vystupuje v postadujici podmince pro
extrém. Je-li 4 > 0, pak (11) plati pro viechna fzeni spliiujici

N-1

)y H(x,m) < 4.
k=0

Piiklad 5. V uloze pfikladu 2 uvaZujme dalsi podminku, Ze celkova vaha pouZitych
prvki nepfekro&i hodnotu v, je-li v; vdha jednotlivého prvku v agregatu 4;. Metoda
Lagrangeova nasobitele vede k veli¢ing

E(x;m, N) = max {(1 — plr) ... (1 - pf\,")e‘lfg"'."'”‘: Kyl + o+ kyey < x},

splitujici
E(x;m, N) = max (I — pk)e o E(x = keysm + 1, N),
k=0,1,.. N
m=N-—1,..,1
Postupuje se tak, Ze po nalezeni rozsahu agregatd {I;,, o /EN}, pfi kterém plati

Ee; LNy = (L~ p5) . (1 — piye 22,

N N N
porovname celkovou vahu Y kw, s v. Je-li Y kyw; > v, 2 zvétdime. Je-li Yk, < v
i=1 i=t i=1

a neni-li shoda s v vyhovujici s ohledem na celo€iselné hodnoty parametru fizeni,
2 zmen$ime. Postupnym pfibliZovanim hledame tak FeSeni Glohy.

5. Hamiltonova-Jacabiova rovnice
Spojitym rozhodovacim procesiim je vénovana kapitola III. Zde si pouze vSimne-
me limitniho pfechodu v rovnici (2) a to bez narokt na matematickou piesnost.

Zavedme dobu trvani At jednotlivého stupné (At — 0), N At = T. Abychom obdrZeli
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v limit& spojity proces, musi byt zmény stavu tmérné At. Pfedpokladame proto

F(x,u) = x + f(n At, x, u) At
a obdobné
G,(x, u) = g(n At, x, u) A1 .
Z (2) vyplyva

§(x; m At, T) = opt {g(im At, x, u) At + J(x + f(m A1, x, u) At; m+ LAL T},
uel

neboli

(12)  opt {g(im At, x, u) At + aﬁgﬁ At + V. f(m At, x, u) At + o(A1)} = 0.
uell t

V znadi gradient vzhledem ke stavovym proménnym. Gradient vzhledem k rozhodo-
vacim proménnym je oznacovan V. TeCka znaéi skalarni sou¢in. Pro At — 0, m At —
— 1, dostavame z (12)

(13) ;f;‘/;(x; 6 T) + opt {g(t, x. u) + Vi(x: 1, T) . f(t, x, w)} = 0,

(14) J(x; T,T)=0.

Ve spojitém pfipad& je Fizeni pfedstavovano funkci {u(1), 0 <1 < T}. Typickou
tfidou pripustnych fizeni je mnoZina po Castech spojitych funkei. V limité dostavame
soustavu diferencialnich rovnic pro trajektorii procesu {x(t), 0 < t < T}

%‘ = 1(t, x u(0)) -

Vysledkova funkee je [q g(t, x(t), u(?)) dt. Pfipustnou strategii se potom rozumi
funkce {u(1, x), 0 < t £ T, x € R"} takov4, Ze pro kaZdé x, € R” existuje feSeni poca-
te€ni Glohy
dx
dt

S xut, x)y, te[0,T], x(0)=x,,

a u(t, x(1)) je pripustnym Fizenim. PYedpoklada se, Ze f(1, x, u), g(t, x, u) jsou spojité
a maji spojité derivace vzhledem k x%, i = 1, ..., 7.

(13) se nazyva téz Hamiltonovou-Jacobiovou rovnici Glohy. Predpoklad diferen-
covatelnosti {(x; t, T) neni v Yadé dilezitych piipadil splnén, coZ omezuje platnost
této rovnice. Jeji fesitelnost viak dava postacujici podminku pro optimum.
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Véta 1. Nech? Ji(x; t, T) je reseni (13), (14), jeho# derivace jsou spojité na R x

x [0, T]. Nechr existuje pfipustnd strategie (1, x) tak, Ze plati

g(t, x, (1, x)) + V(x; 1, T) . f(n. x, d(t, x)) =
= opt {g(t, x, u) + V{(x; 1, T) . f(t. x, w)} .
el
Potom

Y(x; 1, T) = opt .{J?g(s, x(s), u(s)) ds : x{1) = x} )

a i(t, x) je optimdlni strategie.

Dikaz. BudiZ pro urgitost opt = max. Volme ¢, x. Mé&me libovolné fizeni
{u(s), 1 £ 5 < T} a budiz {x(s), t £ s < T}, x(1) = x, odpovidajici mu trajektorie.

Z (13) vyplyva
?, W(x(s); s, T) + g(s, x(s), u(s)) + V(x(s): s, T) . f(s, x(s), u(s)) < 0,
ds
neboli
,a M +i adej+g <0
s =1 ox' ds -

Integraci vzhledem k s € [1, T] dostavame

PEHT: T T) — fx 0, T) + J (5. x(s) (s)) ds < 0.
coZ je s ohledem na (14)

fg(s, x(s), u(s)) ds S P(x: 0. T) .

t
Rovnost nastava pii u(s) = (s, x(s)).
Pfiklad 6. Budiz

N 1
Y(x;t, T) = min -
(

u(s),tSsST) 2

[T + ruras

kde

—d—x(s)=ax(s)—bu(s), x{(f)=x; ¢=0, a,b,r>0.

ds
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(13) mé tvar
. s P
O=a,l,b+mm H(gx? +ru)+(ax—-bu) gl =
t u
bo N 1/ , B[\ IR
= -—1 + min - X° - — + ax — =
5tw u {2 ( r ox Kl’) Z(q r <8x¢'> (?xlll
0 - 1 b2 /0 .\? 0 .
=—§ + - [gx* = (= +ax—y.
ot v 2 ( <6x ll/) ) ox v
Neni obtizné nahlédnouti, Ze ¥(x; t, T) = 4x? k(t) vyhovuje rovnici, je-li
d, p
(15) Sk=—qg+ 2K - 2ak, KT)=0.
dt r
Resenim (15) je
-1
M0 =4+ 81— )[4 2 Lemen]

A
kde

A=arb™*, B=b"%J(a%?* + bqr).

Optimalni strategie je
. b 9 .
a(t, x) = — —Y(x; 1, T) = x k() br .
r 0x
(Viz téZ ptiklad 2, 111.)

1. DISKRETNI PRINCIP OPTIMALITY

1. Pouziti Lagrangeovych bitelii pii vicestupiiové optimalizaci

Provedme nejprve jednoduchou upravu piivodni formulace ulohy. RozSifme sta-
vovy vektor o novou soufadnici

n—1
=Y Gxpm), n=12.., x3=0.
¥=0
Budeme psat x = (x°, x). Nagim tkolem je optimalizovat x§ p¥i transformaci stavo-
vého vektoru F(x, u) = (F(x, #), ..., Fj(x,u)), kde
F(x, u) = x° + G,(x, u), Fi(x,u) =Fix,u), j=1,..r

14



Pritom hodnota x, je dana. Vztahy
X, = F_y(X,oq,u,_y), n=1.,N,

piedstavuji podminky optimalizaéni ulohy.

Pfedpokladejme, Ze zobrazeni F, maji spojité derivace pro viechna x a pro u z né-
jaké oteviené mnoZiny obsahujici U a pouZijme metody Lagrangeovych nasobiteld.
PoloZme 4, = (A2, ..., A}), n = 1,..., N, a utvofme Lagrangeovu funkci

N
L= x,? - len . (xn - n—!(xn—l’ "n‘1)) .

n=

Nastava-li vazany extrém ve vnitfnim bod& mnoZiny U, musi byt Lagrangeova
funkce stacionarni. Podminky stacionarity vzhledem ke stavovym proménnym jsou

Loy, Lo -,
ox§ ' ox%

oL . oF,

= =kt ey — (X 1,)

oxi i 6x’( )
j=0,...,r, n=1,..,N—1.

Zavedeme-li Jacobiovy matice

SFi(x, u)|"
o) - [P
0x i,j=0
miZeme psat
1 Iy=(1,0,..,0), Ay =hyJfxpm), n=N—-1,..,1.

To je rekurentni vztah pro vypodet Lagrangeovych nasobiteld. Dame nasobitelim

jesté jinou interpretaci. UkaZeme, Ze je Aj = dx§/dx].
UvaZujme piirtstek n-tého stavového vektoru

*x, = X, + e8x, +o(s), ¢=>0, ¢>0,

pti pevnych hodnotach rozhodovacich proménnych u,, u,, y, ..., uy_. Linearni ast
pfirfistku, 8x,, se nazyva variaci. Piiristek zplisobi zménu x,, , na

Foprr = Xy + 80%,54 + 0(g),
kde je

83X,y = Ox, ]n(xns u,)

Carka oznaGuje (ransponovanou matici (pfipadné v dalsim sloupcovy vektor).

15



Obdobné se transformuje variace 8x,+, ve variaci x,, , atd. Dle (l) je
Ay 8%y = Aoy Jo(X 1) X, = Ay 8Xyey = .o = Ay Bxy = Sxy -
Vidime, Ze 4, je gradientem vysledkové funkce vzhledem k x,.
Abychom stanovili gradient vzhledem k rozhodovacim proménnym, uvaZujme
pfiriistek
*u, =, + & du, + oft)

pfi pevnych x,, w,, ., ..., uy_ . Odpovidajici pfiristek x,+; je

s 0 .
“Xoor = Bk ) + 0 3 F o w) 8+ ofz)
j=1 0u

Variace vysledkové funkce je tedy rovna
‘ S OF, .
Oxg = Ayy  OXyy = Apyy Y 0 0ul.

j=1 0w’

Utvoime
Hopfdps1s Xy ) = Aoy F(x0), n=01,..,N—1.

Hhoy s 15 Xy u) se nazyva hamiltonidnem a ma tu vlastnost, Ze jeho gradient vzhledem

k rozhodovacim proménnym je totoZny s gradientem vysledkové funkce.
Budiz {4y, ..., fiy_,} strategie, maximalizujici vysledek, a necht o 8, plati pfi

e>0,6—>0,
(2 g, + e84, + o(e)e U .
Variaci, spliijici (2), budeme nazyvati pfipustnou. Musi byt 823 < 0, tj.
VA (s 10 X ) . 88, SO, n=0,1,..,N—1.
Je-li i, vnitfnim bodem U, takZe viechny variace jsou pfipustné, plati
VA Gy 1> Xy ) = 0.

(To je ve skutegnosti podminka stacionarity Lagrangeovy funkce.)
Obé podminky jsou lokdini, nebot berou v tivahu pouze chovani hamiltonianu
v okoli optimalniho Fizeni. Globdlni podminku pfedstavuje diskrétni princip opti-

mality.
2. Diskrétni princip optimality
Tento princip byl formulovan na zakladé analogie s Pontrjaginovym principem.

Rika, Je ,,optimdlni Fizeni optimalizuje hamiltonidn*. Pfesnéji vyjadieno:
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Je-li {do, ..., #iy_,} optimalni fizeni a {x, = Xo, ..., Xy} odpovidajici trajektorie,
potom

3 H (Ags 15X, B) = opt Hp(Aysyy Xpout), n=0,..,N—1.

uell
DokéZeme (3) bez pfedpokladu derivovatelnosti F,(x, u) vzhledem k #. Budeme viak
pfedpokladat, Ze pro viechna x, n =0, ..., N — I, je mnoZina hodnot funkce F,,
{F.(x, u) : ue U}, konvexni.

Budeme se zabyvat ulohou pon&kud obecngjsi neZ byla uloha pfedchazejiciho
odstavee: Nalézt fizeni, optimalizujici go(xy) za podminky, e x, leZi v potatetni
mnozing I = {x:h(x) =0, i=1,..,1} a Z¢ xy leZi v koncové mnoZiné F =
={x:g{x)=0,i=1,..., m}. Piitom hx), g,(x) se pfedpokladaji spojit& diferen-
covatelné v R™ !, vektory Vi(x), i = 1,..., I, linern& nezavislé pro x eI, vektory
Vgi{x), i = 0,..., m, lincdrn& nezavislé pro x € F. Omezime se na piipad I + m <
sr+ 1.

Predpokladejme, Ze {#, ..., fiy_}, {Xo, ..., Xy} pfedstavuje feSeni formulované
tlohy a budi? {ug, ..., uy_,} libovolné fizeni. UvaZujme nésledujici optimalizaéni
dlohu: Nalézt {aq, ..., ay_;}, 0 < a, £ 1, tak, aby go(yy) bylo optimalnim (pro
uréitost maximélnim), je-li

“) Yo = Posi(Yoots Guei) = Gy Fusa (Yo ns ,-0) +
+ (=) Foi(Yness fyey), n=1..,N,
©) hiyo) =0, i=1,...1,
gfyy) =0, i=1,..,m.

Z¥ejmé za podminek (4), (5), je max gqo(yy) = go(Xy)s nebot go(Xy) je vysledkem pii
fizeni {a, = 0, n = 0, ..., N — 1} a po&ateéni poloze y, = Xo. Dale, dle pfedpokla-
du o konvexnosti mnoZiny hodnot zobrazeni F,, lze k libovolnému ¥izeni {ag, ...
... Gy} nalézt ¥izeni {ii,, ..., iy_,} tak, Ze plati

Yut1 = Fn()'m a,), n= 0,...,N—1.

KaZdé {yo, ..., yn-1} splitujici (4) je tedy také trajektorii pivodni tlohy. Odtud
max go(yn) < go(Xx). Vidime, Ze {a, = 0, n = 0,.., N — 1; ¥o = X} je optiméIni
fizeni.

V dloze je celkem (N + 1)(r + 1) + N prom&nnjch 3, ... y5, ..., ¥5, ..oy Vi
dg, ..., ay—;. Tyto proménné jsou vazany N(r + 1) + [ + m podminkami (4), (5).
PouZivajice véty o implicitnich funkcich, budeme se snaZit vyjadfit z téchto podminek
proménné ¥9, ..., 5, ...s Ve .., Vi @ I + m z prom&nnych y9, ..., v jako funkce

aq, ..., ay-; a zbyvajicich r + 1 — | — m z proménnych yp, ..., yh v okoli opti-
mélniho fefeni. Viimn&me si proto Jacobiovy matice J funkei iy, ..., h,, 32 — @3,
Y~ B, ¥y~ Py1s Gir .- G vZhledem k proménnym )3, ..., % v bod&
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Yo = Xo» oo ¥Yn = Xy, @9 =0, ..., ay_, = 0. Neni obtizné nahlédnout, Ze ] ma
nasledujici vyjadfeni:

Vhy,
0, 0, . 0, 0
Vh,,
—jo(;(o, i), E, 0, ... 0, 0
- 0, Ajl(;(l, ﬁ,), E 0, 0
] I
0, 0, 0, ... —Jy-1(xyy, diy_y), E
\Z
N 0, 0, 0, ... 0,
V9

E znadi jednotkové matice (r + 1)-vého stupng. Radky matice J jsou linearng neza-
vislé, plati-li

(6) O=0J . A=(F1s oo TV0s eor Voo oos T oo Vs s o oos Vi) »
jen tehdy, je-li A = 0. Snadno se nahlédne, Ze tato podminka je ekvivalentni podmin-
ce (P):

(P) Rovnost

) 70 Vi (%o) + oo+ y Viy(x,) = [7) Vga(xy) + ...
vt ﬁgm(}’v)] .’N—1(;‘N— 1 ﬁN—l) ~<-]o(;‘o» ﬁo)
nastava jen tehdy, je-li
N=..=yp=yp=..=9,=0.
Podminka (P) nikterak nevymezuje platnost principu optimality. Je v8ak splnéna
v fad@ duleZitych piipadt. Napf. nejsou-li na koncovy bod trajektorie kladena Zadna

omezeni nebo nejsou-li kladena omezeni na pociteéni bod a je-li UO(;(O, io)| *

# 0y [Iyoa(w— s = 1)| # 0.
Necht plati podminka (P). To znamen4, Ze vektory

(8) Vhl’ s Vhy V91]N—1 coJos s vgm.’)\'—l o

jsou linedrng nezavislé. Jak zndmo, existuji pak indexy 0 < i)' < iy < ... < i)y, =
= r+ 1 tak, Ze _(Z + m) rozmérné vektory, obsahujici i;-vou, i-hou, ..., i;4,-tou
sloZkou vektortt (8) jsou rovné# linearn& nezavislé. Bez Ujmy na obecnosti miZeme
piedpokladat, 7e iy = 0,i, = 1,...,i,4,, = + m — 1. Potom je

©)

1l = 8(hys b ) = B s Vi = Py 1515 o3 Gm), +o0,

(Yo s V6T Y ees Vi s Vi v VR)

Y0=X05-- s yN=XN,a0=0,....an -1 =0
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nebot matice J,, vznikla z J vynechanim (! + m + 1)-vého aZ (r + 1)-vého sloup-
ce ma linearnd nezavislé fadky. Dle véty o implicitnich funkcich existuji funkce
Yo(rh ™, ooy Vs @0y s Ay 1)y oo Yor™ M b™ Ly ay—1), YIOBT™, oy i)
s YRy, ..., ay-q), definované v okoli bodu (%¢*™, ..., £5,0,...,0) tak, Ze
v tomto okoli (4), (5) plati tehdy a jen tehdy, je-li

Vo =Y0 Ly =TT =YY, v = YR
(Zde neni tfeba se omezovat na nezdporné hodnoty a, ..., dy-;.)
Zavedme Lagrangeovy nasobitele 7, = (39, ..., &), n = 1,..., N, pro podminky

(4) a nasobitele &y, ..., 4, By, ..., B, pro podminky (5). Utvofme Lagrangeovu
funkeci

L(Yos Yio <o Yo Aoy onns a.«'vs) =
N

= 060 = E (0 = ol ) + 3 80000) + 3 B,

Zis oo Aws By -ou 81 By -y B, DudteZ zvoleny tak, aby platilo

(10) i‘.L(io,...,;N,o,...,o)=0,
ay;
i=0, j=0,.,l+m-1, i=1..,N, j=0,...,r.

Dle (9) Ize vztah@im (10) vyhovét jednoznaénym zpisobem. Neni obtiZné se pfesvéd-
&it, Ze (10) lze psat jako

(1) 0 = Vaolke) — &y + X i Vo %)
(12) 0=124JXpd)— 1, n=0..,N—1,
. o .
(13) 0=2 —Y8&-—h{xe), j=0,....,0+m—1.
=1 ox’

Vztah (12) pro n = 0 pfedstavuje definici 4. Z (11)—(13) je patrné, 7e Lagrangeovy
nasobitelé nezaviseji na fizeni {uo, e Uy 1}, které jsme zvolili libovolné na podatku.
Dale, dle (11), 4y + 0, nebot Vg xy), i = 0, ..., m, jsou dle predpokladu linearnd
nezavislé.

Uvazujme kone&n& funkci

I+m

Folro™™s s ¥os @05 oees uet) = Go(Yul 65 oo V55 Ags ovis @u-1))

altm
>

JelikoZ Go(yo™™, -+ V5, 0, ..., 0) nabyva pro yo™™ = £5*™, ..., y§ = %, maximélni
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hodnoty, plati v

L +I+m*l oL &Yt M . AL oyt
yh k=0 Oyg ovh =1 a=0 8)f 0vhlye=z,
j=t4+m .., r.
Odkud vzhledem k (10)

(14) 0=a;}.L(xo,A..,iN,o,..‘,o), J=l4m.r
0

(14) je ekvivalentni

1

(15) 0=1€—Z&iih‘~(§o)» j=l+m..,r.
ox’

i=1

Dale plati Go(£67™, . .s %6, 0, ..., 0) 2 Fo(2*™, ..., 5, ag, ...r ay_y) pro ag 2 0, ...
... Ay_1 = 0 dostatetné mala. Musi tedy byt

022 gy = Loy 5y 0, 0), j=0..,N—1.
da; da;
Tj.
(16) 02 dyes - (FulX ) — Fi(%,5,)), n=0,..,N—1.

JelikoZ a, bylo zvoleno libovolng, vyjadiuje nerovnost (16) princip optimality, ktery
formulujeme jako vétu.

Véta 1. Budif {Xg, .. Xy}, {flg, ..., liy_} FeSeni optimalizacni tlohy, formulo-
vané na pocditku tohoto odstavce, pro né% je splnéna podminka (P). Potom existuje
nenulovd posloupnost Ao, ..., Ay Spliujici -

(17 A=y Jp G, n =0, N-1,

tak, Ze plati

(18) fn(}nﬁn ;n’ ﬁn) = opt ‘yfn(z,,+1; ;‘,,, ") , n=0,..,N—-1,
uelU
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1 m
(19) Go = ¥ 8:VhXo) . Ay =¥ B Vgixy)

pro vhodnd 8y, ..., &, Bos ---s B Bo > 0.

Rizeni {#, ..., dy—1} a ptistusnou trajektorii {Xo, ..., Xy}, Xo €1, Xy € F, budeme
nazyvat extrémdlnimi, plati-li (17)—(19) pro vhodnou nenulovou posloupnost
Ao> .o Ay Vztahy (19) se nazyvaji podminkami transverzdinosti.

3. Pfiklady

Piiklad 1. V nasledujicim ptiklad€ neni princip optimality splnén:

U=[-2-1]u[1,2], xeR',
Fo(x,u)=x+u, Fyx,u)=x>+1u?, xo=0.
Ulohou je minimalizovati x, = w3 + u?. Volba i, = i, = 1 p¥edstavuje optimalni
fizeni. Potom je
f=1, L=1, 3 =1,02%)=2;

2y Fo(Ro, o) = 2 > min 4, Fo(%o, u) = ~4.
uel

Priklad 2. VSimnéme si numerického feSeni Givodniho pfikladu 1, 1. Transformaci
stavového vektoru

0 1 3 ) 2
X9 = Xpeq o+ 2Axpo g A Ui X)) F Xy (1= )X

1_ 1 3
Xp = Xpet T Up_1Xpo1 s

I

x; x;}—l +(1 _un—l)x:—ls

xy =05 (-’C,Ll + “nﬂx:ﬂ) + 0,9 (xf—l + (1 - “n~1) x:—l)

piislusi hamiltonian

(200 HAasrs X 1)) = 200 [x0 + 20xh + uxy) + x) + (1 - u)x}] +
 Abe(xn A+ uxd) + A2+ (1= ) x3) + 40 [0.5 (x) + uxd) +

+0.9(x7 + (1 —u)x))].

Ukolem je maximalizovat x? pti podateénim stavu Xo = (0, 0,0, \) z (20) vidime,

e pti optimalnim Fizeni {i, ..., #,} musi platit

(21) 4, =0 pfi j'r?+1 + 2.}-” — e — 0‘4};:41 <0,

. w70 71 32 23
i, Uopli Aysy + Angr — Aurr — 04474, > 0.

1
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K feSeni ulohy je tieba znati Jacobiovu matici pfi u = 0 a u = 1. Mame

/ \

1,2 1, 1 1,2, 1, 2
0,1, 0 0 0,1, 0, 1
|05 O Cen—|ob O
W0 =lo o 1 1 WD =100 1 o

0. 0.5, 09, 0.9, 0, 0,5, 09, 0,5

Tabulka 4.
| - T

; 3, ’ 394320 | d
5 1, o, 0, 0) r 1 [ 1
4 1, 2, 1, 2) i 1,2 [ |
3 (1, 5, 3,8, 5) [ 0,2 1
2 (1, 9,5, 9,3, 9,5) -2,6 0
1 (1, 16,25, 18,85, 18,85) \ --9,14 V]

l

Pfi fedeni (viz tabulka 4) vychézime z hodnoty iy = (1, 0, 0, 0). Postupné pro

n=N, N—1,..,1 dle znaménka vyrazu 12 4+ A} — 12 — 0,427 uréujeme, zda
@i, = 0 neb &,_, = 1 a vypotitavame 2,_; ze vztahu 1,—; = ZJue1(Xu= 1, lyey)-
Jacobiova matice na stavové soufadnici nezavisi. {#, ..., fi,} je jediné extrémalni
fizeni. Je rovn&Z optimalnim fizenim, protoZe FeSeni optimalizalni dlohy zfejmé

existuje. Optimalni trajektorie pro y = 1 je uvedena v tabulce 5.

Tabulka 5.
" o | @ 32 5
f
0 0 I o 0 1
1 1 0 1 f09
2 1,9 ‘ 0 Lo o1
3 7,22 1,71 L9 | 2,565
4 17,67 . 4,275 1,9 3,8475
5 35,815 | 8,1225 1,9 5,77125
| ‘
| !

Priklad 3 (L. T. Fan, C. S. Wang) — extrakce latky z roztoku. UvaZujme soustavu,
skladajici se z N stupiitl, ve kterych je ur€ita latka ziskdvana z roztoku pomoci vody.

Soustava je schematicky znazornéna na obrazku 2, kde znaéi:

p — rychlost priitoku roztoku,
w, — mnoZstvi vody proh&néné (n + 1)-vym stupném za jednotku Easu,
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u, = w,/p — parametr fizeni,
x» — koncentraci latky v roztoku, vstupujicim do (n + 1)-vého stupng,
a — pocate¢ni koncentraci.

Budi? dale = = ¢(x") koncentrace latky ve vodé v zavislosti na jeji koncentraci
v roztoku, opoustéjicim stupefi (¢ je rostouci derivovatelnou funkei x*).
Plati tedy

4 u, l“~-1
1 1 1
qto & £L Ly
— o ] | —
p . P
l i Obr. 2.
(22) xe=xtg — U p(x)), n=1,2.,N.

Vztah (22) definuje transformaci
x5 = FY(x, 1, t,_y) -

Vynos z procesu se pfedpoklada rovnym mnoZstvi ziskané latky (za jednotku éasu),
zmen$enému o veli¢inu, im&rnou mnoZstvi spotiebované vody. Tj.

N-t —

pla—x))—oY w,.
n=0
Bereme-li v ivahu po&ateéni podminku x) = a, miZeme vynos psat jako
L . N-1
pxs — xx — o Ylu,].
n=0
Maximalizovat vynos znamené tedy maximalizovat xy, kde
0

— x° 1 1 O _
Xy = Xy_y F Xyoy — X, — QU1 Xo =0,
neboli

-‘}? = xr(-)—l + un—![¢(Fl(xn~I’ "n—x)) - Q] = F°(x"_], “n—1) .

Ke stanoveni Jacobiovy matice pouZijeme (22). Ze vztahu F' — x' + u o(F') = 0
obdrzime

F_ o)

' 14w o'(Fy)’ Ou Tit u(p'(FT).
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Odkud

/1. u, (Pl(x:ﬂ)
1+, (P,(X;ﬂ)
’ 1

N .

S u,) =

Lagrangeovy ndsobitelé spliuji

(23)

Hamiltonian je

20 = ;0 FL ;'r?+1uu q”(x.:-r-l)r'*‘ A:+1
b = Aupty A T
L+ u, ' (xpe )

H b g1s X 1) = Ay FO(3,p 1) + 20y FH(, 1) .

Je-li {ug, ..., 4y—;} optimalnim fizenim, musf byt

neboli

(24)

d : ,
0 = — H(dys s X Wi, = /':?'i-l[(p(x:+l) -
du :
_ Ny, w'(xn‘n) (/’(X:H) — ol -, (P(xvh»x)ﬁi .
THu, o) 1 7 T+ ue(xl)

- ’1'?+1[¢(x:+1) - Q] - /:,:4-1 ‘P(x:wl) .
'3-:?+1Q (P’(X:H)

P¥i numerickém FeSeni miZeme postupovat takto: PoloZime 4y = (1, 0) a zvoli-
me xy. Z (24) vypolteme uy., a potom xy_ z (22). Z (23) lze pak vypodlist Ay_,.
Stejnym zplisobem se vypolte u, _,, X._, atd. Vypodet opakujeme, vychazejice z opra-
vené hodnoty x) tak dlouho, a# je dosaZeno vyhovujiciho souhlasu xg s po&ateéni

hodnotou a.

Piiklad 4 — podminky miseni. Pfedpoklddejme, Ze v soustavé z piikladu 3 dochazi
ke zpétnému obéhu roztoku, jak je ukazdno na obrazku 3. r znadi rychlost zp&tného

Obr. 3.
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ob&hu. Dalii oznadeni je stejné jako v pfedchozim piikladé. Pocateéni koncentrace
splituje vztah

(25) b o PAt Xy
P + r

Rovnost (25) pfedstavuje podminku miseni.

Omezeni na Lagrangeovy nésobitele, vyplyvajici z podminek miseni, uvadéjicich
do vztahu poZateéni a koneénou hodnotu trajektorie odvodime z véty 1. Zobrazeni
F,,(x, u), n=0,1,..,N — 1, m&teZ vlastnosti formulované v odstavci 2. Uloha
spotiva v nalezeni Fizeni {d, ;. ..., dy_;} a odpovidajici trajektoric {Xo, Xy, ..., Xy},
splilujici

mxe, Xy) =0, i=1,....1,
tak, aby g(x,) bylo optimalnim. Pfedpoklada se, 7e funkce g, mq, ..., m, maji spojité

parcialni derivace. K odvozeni podminky transversalnosti v tomto piipadé rozsifme
stavovy vektor na X = (x, x') = (x° ..., x", x"*1, .., x> 1) a definujme zobrazeni

F (X, u) = (F{x, u), x).

Jacobiovou matici tohoto zobrazeni je

(X, u) = (J,,(x, u), g)

0,

Pogateéni mnoZinou budiz {X : x = x'}, koncovou mnozinou {X : m(x’, x) = 0,
i=1,..,1}. Zfejmé kaZdému feSeni {#y, ..., iy_1}, {Xo, ..., Xy} plivodni ulohy
odpovida TeSeni {do, ..., By-1}, {Xo = (X0 Xo), --s Xy = (X, Xo)} tlohy s rozsi-
fenym stavovym vektorem, optimalizujici G(Xy) = g(xy) a naopak. Méjme tedy
takové feSeni. Potom ze vztaht

Zn = Xnﬂjn()?w 12,,), n=0.,N-1, ;17; = (j.mjv;),

dostévame 1, = 4,41 Ju(X, #,), 4, = 4,4, Dle véty 1, (je-li spin&na podminka (P)),
méme z polateSnich podminek 4, = —1j= —Af. Dale z koncovych podminek

kde § > 0.
V nafem pfipad¢ ze vztahu (25) vyplyva

B=brllp+0r. Zo=F. b Av=20lp+1).
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1II. PONTRJAGINUV PRINCIP
1. Uvod

Pontrjagindv princip se tyka soustav se spojitym evoluénim parametrem. Pied-
poklada se, Ze vyvoj soustavy je popsan diferencialnimi rovnicemi, z&visejicimi na
parametru Fizeni. Ukolem je najit fizeni soustavy, pfi kterém vysledkovy funkcional
integralntho tvaru nabyva optimalni hodnoty.

Priklad 1 (M. M. Connors, D. Teichroew) — ndkfady na reklamu. Vychazime
z té&chto pfedpoklad: Neprovadi-li firma reklamu, potom intenzita S(¢) prodeje
jejiho vyrobku klesa tmérné své velikosti. Naopak intenzita prodeje vzristd Gmérné
velikosti reklamy provadéné v minulych obdobich. Mame tedy

d T

=S@) = —uS@) +vy{ AR)e dr,

de o
kde A(t) znad] intenzitu reklamni Sinnosti v dase ¢. Integral na pravé strang ptedsta-
vuje diskontovanou hodnotu reklamni ¢innosti v minulosti. Derivovanim dostivame

d2

G50+t 1)% S() + 1 S(0) = v A1),

s potatetnimi podminkami S(0) = s*, (d/dz) S(0) = 5. Cilem je voliti 0 < A(t) < A4
tak, aby celkovy vynos do doby T, dany integralem

T
f [S() - & ()] dt
o
byl maximalni. «, y, i jsou vesmés nezdporné konstanty.

Formulace dlohy. Budiz f(x,n) = (f'(x, u), ..., f"(x, u)) r funkci promé&nnych
x=(x'..,x)eR, u=(u',..,u")eU < R’, majicich prvé derivace vzhledem
k x', i=1,...,r, spojité v (x,u) na R" x U. x nechf pfedstavuje stavovy vektor,
u parametr Fizeni soustavy, jejiZ trajektorie vyhovuje systému diferencialnich rovnic

(1) E flxn).

V(1) je parametr)ﬁzeni volen v zavislosti na &ase, u = u(t). Pripustnymi Fizenimi
budcr’nc rozumét funkce, které jsou po &astech spojité a spojité zprava. Plesn&jsi
smysl (1) je tedy tento: Trajektorie x(t) je spojitd funkce, jeZ vyhovuje systému

'

@ & = et
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ve viech bodech spojitosti fizeni »(f). Z nasich predpokladli vyplyva, Ze po&ate¢ni
poloha x(0) uréuje pti zvoleném fizeni u(f) trajektorii jednoznaéng&. V nékterych pfi-
padech vSak trajektorie existuje pouze v Casovém intervalu krat§im neZz odpovidd
formulaci tlohy.

Pejd&me nyni k definici vpsledkového funkciondlu. Necht f°(x, u) ma stejné vlast-
nosti jako funkce dfive zavedené. Ulohou jest nalézti ¥izeni () a odpovidajici trajek-
torii x(1), splitujici (2), tak, aby

v = f " o(x(r). u(t) d

nabyvalo nejmensi hodnoty. Budeme se zabyvat minimalizaci  za téchto podminek:

1. T > 0 je dané &islo. Rovn&Z potate¢ni poloha trajektoric x(0) = x, je déna.
2. Jsou dany: polateni mnoZina

I={x:/1,-(x):0, i:l,Z,...,l}
a koncova mnoZina
F:{x:g,-(x):O, i:I,Z,...,m},

kde h(x). g,(x) jsou spojité diferencovatelné, Vh(x), i = 1,..., I, Vg(x),i = 1, ..., m,
linedrné nezavislé pro x € I, resp. x € F. Hled4 se minimum  za podminek

x0)el, x(T)eF.

Jina omezeni na &islo T'se nekladou. V dileZitém specialnim ptipadé, kdy /°(x, u) =
= 1, piedstavuje y &as potfebny k pfechodu fizeného objektu z 7 do F.

Vyklad Pontrjaginova principu je zde veden snahou podat diikaz co nejnazorngji.
Bude proto nejprve probrana optimalizatni tloha za podminek 1. Uloha za pod-
minek 2 bude vySetfena metodou dynamického programovani. Piedpoklady této
metody podstatné omezuji platnost dikazu. Proto je dokazan PontrjaginGv princip
v tloze o nejkratsim Sase znovu metodou Boltjanského.

Formulace se zjednodusf, rozsifime-li stavovy vektor x na x = (x° x) = (x%, ...
..., X"). Trajektorii soustavy budeme pak rozuméti x(r) = (x°(t), x(¢)), kde

dx?® o
gt = f (x, u) .

Potom je

(T) = x9(0) + J'TfO(x(z), u(t) dt

0

Nult4 soufadnice stavového vektoru v ase T'tedy piedstavuje vysledkovy funkcional.
Budeme znacit

fOx, u) = (f°(x, m), ... f'(x, w)) .
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Potom systém rovnic pro rozsifenou trajektorii lze psat ve tvaru

dx

(3) dt = f(x,u).

2. Minimalizace y/ pfi pfedem danych T, x(O),

Nejprve provedeme heuristické tivahy, zaloZené na limitnim pfechodu od procesu
s diskrétnim evolunim parametrem {odstavec 1,ll)kproccsu s parametrem spojitym,
nechavajice dobu trvani stupné At konvergovat k nule. Pfitom

F(x,u) = x + f(x, u) At .
Plati tedy .

Cx(n + 1 A1) = x(n At) + f(x(n Af) , u(n AD)) At .
Odkud limitnim pfechodem pro At — 0, n At — 1 vyplyva (3). Soustava rovnic pro
Lagrangeovy nésobitele se odvodi z (1,11). Je totiZ

Mn A1) = A(n + 1 At) J(x(n AL, u(n AY)),
kde
0F ;(x, u)”"

Jx, ) = !

=0
Oznatime-li posledni z matic j(x, u), mtiZeme psat
Mn + 1A — i{n Ay = —A(n + 1 A1) j(x(n A1), u(n A1) At .
Pro At — 0, n At - t, N At > T, odtud dostavame
%;, = —3j(x(i) (), A(T) = (1,0, ...,0).
Lagrangeovy nasobitelé maji stejnou interpretaci jako v diskrétnim pfipadg. Je-li
*x(1) = x(1) + e6x + ofz),

potom
*xT) = x%(T) + e A(1) . 6% + ofe) .

Nasobitelé tedy udavaji gradient vysledkové funkce vzhledem Ke stavovému vektoru.

Formulovang tvrzeni nyni dokéZeme. BudiZ (), 0 <t < T, piipustné Fizeni.
x(), *x(1) bude oznatovati trajektorie, odpovidajici fizeni (1), tj. feSeni soustavy
rovnic

% = fu(t)), te[0.T].

Piedpokladame, Ze trajektorie x(7) existuje na celém intervalu [0, T].
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Lemma 1. Plati-li
(4) “x(0) = x(0) + &3x(0) + o),

potom
*x(1) = x(1) + e8x(1) + ofz),

kde 8x(1) je spojité a spliiuje
d . ,
(5) O 3x(1) = 5x(t) j(x(), u(t)y

(v bodech spojitosti Fizeni u(z)).

Dukaz. Lze dokazat, Ze pro dostateén€ mala ¢ trajekforie *x(t) rovnéZ existuje na
celém intervalu [0, T'). f(x, u(2)) zfejmé spliiuje pro 0 < ¢ £ TLipschitzovu podminku
~

[F(xs, u(r) — Flxz, a(n))]| = Kl|x, — x5

v libovolné ohranifené oblasti prostoru R'*!. Oznatme A(f) = [*x(r) — x(1)]
a budiz t, > 0 prvni bod nespojitosti Hzeni #(t). Mame

©) %4(:) < i‘%(*x(g - x(t));% Sk4), 0Ost<1,,
neboli
demg) 20, () = & 4(0).
dt
Je tedy
(7 A(Y) < M(e]|5x(0)]| + ofe)) -
Dale
® (X0 = X(0) = Fx(0). ) = Fx0), () =

= (*x(r) — x(t)) j(x(1), u(t)) + o(A(2)).
Budiz 8x(t) feseni (5), kde 5x(0) je totéz jako v (4). Polozme
8(r) = e (*x(r) — x(£)) — 3x(1)] .

Z (7) a (8) plyne celkem snadno, ¢ pro dostatetn& mald ¢ mame vzhledem k (4)

d
—3(t) £ mY N
@ () <€ m (t)+81}
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kde m je konstanta a &; > 0 libovolné. Odtud plyne
3(1) = e™(9(0) + &,/m).

JelikoZ (4) ma za nésledek 9(0) — 0 pro & — 0, a &, je libovolné, usoudime, Ze 9(r) —
— 0. To dokazuje tvrzeni Jemmatu pro 0 < ¢ < ¢,. K dokonéeni dikazu opakujeme
provedenou tivahu na viech intervalech spojitosti #(t). [

Lemma 2. Plati-li

) i) = —H0)50x0). (1) 120,71,
potom
(10) 5x(1) . i(1) = const, 1e[0,T].

Dikaz. V kaZdém bodé& spojitosti fizeni u(t) mame

%(Bx(t) (1) = (dit 5x(z)> )+ 5x(0) . S 30) =

= 8x(1) jx(1), () A(r) — x(1) (A1) j(x(2), (1)) = 0.
Odtud a ze spojitosti 8x(t) . A(z) snadno vyplyva (10). [
Disledek 1. Je-li A(T) = (1,0,...,0) potom za predpokladii lemmatu 1 8x(1).
. A(f) = 5x(T).

BudiZ x, dany podateéni stav objektu a budiZ u(s), 0 < s < T, pfipustné Fizeni.
Zvolme t€(0, T), ve U. t budiz bodem spojitosti fizeni u(s). UvaZujme variaci i-
zeni u(s)

*u(s) = u(s) pro s¢[t—e 1), *uls)=v pro selt~e ).

Zna&i-li x(s), *x(s) trajektorii odpovidajici ¥izeni u(s), resp. *u(s) pti x(0) = x, =
= *x(0), potom plati

x(9) = x(0) = [F(x0) ) = Fx0) )]+ ofe).
Qdtud, dle dasledku 1,
(1) #xXT) = x(T) = A1) . [F(x(1), v) = F(x(1), a(P] & + ofz) ,
kde Xt) je FeSeni (9), spliujici A(T) = (1,0,...,0). Je-li a(s) Fizeni, pro n&z x%(T)

nabyva minimalni hodnoty, musi byt koeficient u ¢ na pravé stran& (11) nezéporny.
Odtud vyplyva nasledujici véta.
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Véta 1. Rizeni u(t), t € [0, T, minimalizuje vysledkovy funkciondl pouze tehdy,
je-li

(12) H(A(1), x(1), u(?)) = Tlun H(M1), x(1), v), te[0,T),

kde (A, x, u) = 4. f(x, u).
Platnost (12) pro ta 1, pro n& u(t) je spojité pouze zprava, se odvodi limitnim
prechodem.

Pozndmka 1. Kdybychom misto A(T) =(1,0,...,0) volili A(T)=(—1,0,...,0), dostali
bychom nutnou podminku pro minimum ve tvaru

H(0). x(0). 1) = max ) x(0). ). 1€ [0.7).

Tento vztah je v souhlase s ndzvem princip maxima.

Pozndmbka 2. V (3) nezavisi prava strana na evoluénim parametru ¢. Jedna se tedy o autonomni
(¢asov& homogenni) soustavu. Uvahy, provaddéné v tomto odstavci, zastévaji v platnosti pro ne-
autonomni soustavy:

dx
13 — = f(t, x, u} .
(13 2 x 0
Podmince (12) odpovida potom

(12 H(t, A1), x(1), u(r)) = min #(t, A1), x(1),v), 1€]0,T),

kde (1, A, x, u) = A . f(t, x, w). (13) se prevede na autonomni soustavu zavedenim dal3i stavové
soutadnice x" "1 = 4, tj.

dxr'i'l
=1, XY 0) =t .
dt © =t

Pomoci Hamiltonovy funkce #(4, x, u)1ze (3) a (9) zapsat ve tvaru

dx) o di _ ox

dr o¥ dt oxi

Hamiltonidnem (v &ase t) budeme rozumét #/(A(z), (1), u) jako funkci proménné u.
Nasledujici lemma Tika, e za platnosti (12) je #(A(t), (1), u(t)) konstantni.

Lemma 3. BudiZ
H1), x(1), u(1)) = ITlin A1), x(t),v), 0L1<T,
kde x(1) spliiuje (3) a i(1) (9). Potom je
M(1) = A (1), x(1), u1)) = const, 0=t <T.
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Dukaz. BudiZ 7, 7, € [0, T] Méme
M) — (1) £ H(Mzy), x(1y), ulcy)) — # (W), x(7,), u(z,)) =
= (0~ 1) (‘lil A0, x(i) uley)

t=¢
kde ¢ leZi mezi 1, a t,. Diéle,

t=¢ 7

X s ar
gwu>o<» — % O e x(0) ) G (€) +

, x(2), nﬁ¥m*—ZA4M)®%m%

or

.%wam>»+i“u@(g

() x(2) w(0) -

Je-li 7, bodem spojitosti u(t) plyne odtud

lim ;jw A1), x(1), u(z))) =0.
RS ft=¢

Obdobné plati

H(e2) = A(5) 2 (53 = 1) & A0, X0). o)

=g’

Z ohrani€enosti (d/df) #(A(t), x(?), u(zy)), i = 1,2, usoudime, Ze .#(1) je spojita
na [0, T]. Dale vidime, e je (d/df) .#(t) = 0 ve viech bodech spojitosti u(t). Je tedy
AM(t) = const. []

Dokonéeni prikladun 1. PoloZme

() = j "IS(s) — @ A(s)] ds, S = S(), S%(1) = % S(1).

Muzeme psat
d

—S°=5"~a4, S%0)=0, 3S‘=sl,
dt dt

j752= —(1+p)S*—puS' +74.
t

Hamiltonian ma tedy tvar
# = 2%(S" — ad) + A'S? + P[—(1 + u) S* — uS* + y4].
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Dile,

=1, d£2‘=—l+ulz,
t

d

— 2= =2 (1 + ) 2
@ (t+w

Odtud vyplyva pro A% rovnice

Ei;ﬁ—(l +u)f112+w“.2— 1=0 /‘F(T):O:f{zz(r)
dr? dt T dt
Regeni je
2 -1 1 (1= T) 1 =T
POy =pt 4 e e pro u#1,
wp = 1) w1
Py=1+1"T-(1+T)e T pro u=1.

Poznamenejme, Ze A%(1) je klesajici na [0, T].
Plati # = (yA* — «) A + #', kde #' nezavisi na A. Ma-li fizeni {A(r), 0 £ ¢t <
< T} maximalizovat Hamiltonian, musi byt

A=A pro ypA*()—a>0, Al)=0 pro pA*() —a2<0.
Existuje-li 7 e (0, T spliiujici y2%(r) = «, je k dosaZeni optimalniho vysledku tfeba
provadét reklamu do doby 7, a to s maximalni intenzitou. V opacném piipadé je
nejvyhodnéjsi reklamu vibec neprovadét.

3. Linedrni soustavy s kvadratickym vysledkovym funkcionilem

Necht systém rovnic pro trajektorii ma tvar
d
(14) Pl x A(?) + u B(1),
t

kde A(¢) je matice typu r x r, B(1) matice typu s x r, ue R*. Vysledkovy funkcional
budiz

I
(15) V= 5( [x(r) @) x(r) + u(t) R(t) u(t)] dt .

WO

kde Q(1) je symetrickd pozitivng semidefinitni matice typu » x r, R(t) symetricka
pozitivné definitni matice typu s x s. Pfedpoklada se, ze viechny matice jsou spoji-
tymi funkcemi t.
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Hamiltonova funkce ulohy je
Hthx,u)=32[xO0()x' + uR(tYu'] + 4. (x A1) + u B(1)) .
Zde jsme pouili oznageni 4 = (2!, ..., ). Plati 2° = 1, A(T) = 0,
di

(16) = ron) — Ay

Abychom nalezli u, které Hamiltonovu funkci minimalizuje, poloZme
V# =uR(t)+ AB(t) =0.
Resenim této soustavy je )
(17) i= —2B(ty R(L.
R(1)™! existuje, nebot R(1) je pozitivn& definitni. Rovn&Z tak matice druhych derivaci
|2 [eu, du,l ;-1 = R() je pozitivng definitni. Hamiltonova funkce tedy nabyva
v bod& i minimélni hodnoty. Ze (14) vyplyva pro optimalni trajektorii
. d S o
(18) 7l £ A(1) — 2 B(ty R(t)"* B(1).
t

Pokusme se vyhovét (16) a (18) dosazenim 3(f) = #£(r) K(), kde matici K(t) je tfeba
vhodné& zvoliti. Dosazenim do (16) dostavame s pouZitim (18)

d dK

5 ($K) = 2 A(1) K — £K B(ty R(1)"" B() K + J?I = —20(t) — 2K A(1) .

Splinje-li K maticovou Riccatiovou rovnici

9K _

5 A() K — K A(1y + K B(t) R(t)"" B(t) K — Q(1)

(19
s podminkou K(T) = 0, potom i(f) = £(f) K(f) je Lagrangeiiv nésobitel. Ze (17)
dostavame optimalni ¥izeni

(20) i = —% K(1) B(t) R(t)™" .

Vztah (20) vyjadfuje optimalni hodnotu parametru fizeni pfimo jako funkci sta-
vového vektoru (a evoluéniho parametru ¢). V kapitole I jsme tento popis zamyle-
ného fizeni objektu nazvali strategii. Zde vysvétlime je§té terminy, které jsou v ny-
jsme vychazeli z nasledujici piedstavy: Ze znalosti poate¢niho stavu fizeného objektu
se stanovi optimalni fizeni zi(t) na intervalu 0 £ ¢t < T. Pfi tomto stanoveni je tfeba
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vzit v ivahu mozZné trajektorie objektu v Casovém intervalu [0, T]. Pii vlastnim
fizeni se okamzity stav objektu v uvahu déle nebere, parametr Fizeni se voli jako
funkce Easu. Hovofime o programovaném Fizeni (fizeni s otevienou smy&kou) (obr. 4).

stanoveni | x 4o
v v - (4]
pocdtecn: g};g%c’gf
polohy
Obr. 4.

Znalost zavislosti optimalniho Fizeni na poloze Fizené soustavy dava moznost stano-
vovat parametr fizeni aZ p¥i prabéhu fizeného jevu podle trajektorie soustavy. Hovo-
fime o Fizeni se zpétnou vazbou (s uzavienou smyckou) (obr. 5). Uréeni zavislosti
parametru Fizeni na stavu soustavy se nazyva syntézou Fizeni.

stanoveni' | x| stanoveni | y Fizeny

po/o/iz 1}‘// paramelru objek?

obje rizeni

Obr. 5.

Piiklad 2. Jest nalézt u(1), 0 < t < T, tak aby vysledkovy funkcional 4 [q x(1)* +
+ ru(f)*] dt, kde je ¢ 2 0, r > 0, nabyl minimalni hodnoty. Pfedpoklada se, Ze

plati
d
(21) 5 x() = ax(t)y = bu(t), ab>0.
t
Mame dle (20) @ = £ k(t) b/r, kde
d B,
—k=—2ak + —k*—q, KT)=0.
dt r
Resenim je
-1
ki) = (A + B)(1 — e¥e=7) [1 yBd e“’“"“] ,

pro
A=arb™?, B= b_z\/(azrZ + bzqr).

Optimalni trajektorie se urdi dosazenim do (21).

35



4. Minimalizace i za podminek x0)el, x (T)e F

Vénujme se nyni druhé Gloze formulované na pocatku. S odvolanim na konec
odstavce | predpokladdme, ¢ = x%(T). Oznaéme E mnoZinu viech x = (x°, x)e
€ R™! takovych, Ze existuje optimalni trajektorie z x do F. Tj. existuje fizeni #(r),
05 1= T a jemu odpovidajici trajektorie x(f), 0 <t < T, x(0) = x, %(T)eF,
tak, ze £°(T) £ x°(T) pro viechny trajektorie x(f), 0 < t < T; splitujici x(0) = x,
x(T) e F. Pro x € E budeme klast y(x) = 2°(T). Rovnice

Wx)=cC
uréuje jednoparametrickou mnoZzinu ploch {£}, které budeme nazyvat hraniénimi
plochami.
Bellmaniw princip, ktery jsme formulovali pro procesy s diskrétnim evolu¢nim

parametrem, ma ve spojitém piipadé tento tvar:

Lemma 4. Je-li x(1), t, < t
libovolné t, € [to, T je x(1), 1,

T, optimdini trajektorie z x(t;) do F, potom pro

=T,
< t £ T, optimdlni trajektorie z x(t,) do F.

T, splﬁové!a
< T, x(1) =
< T, by byla

Diikaz. Kdyby pro n&jaké u(f), t; < t < T, trajektorie x(1), t, < ¢
x(1;) = x(t;), x(T) e F, x°(T) < 2%(T), potom trajektorie x(1), 1
= x(to) pti tizeni i(t) = i(t) pro ty < t < t,, #(t) = uft) pro t,
trajektorif z X(,) do F, lepsi nez x(t) (viz obr. 6). O

=~ A

A A

Obr. 6.

Stru¢né vyjadieni principu je, Ze &dst optimdlni trajektorie je opét optimdlni
trajektorii. '

Lemma 5. Budi? x(f), 0 £ t £ T, trajektorie a budiz x(0)e E, J(x(0)) = C.
Potom

(22) J(x(1) < C

neni splnéno pro Zddné t € [0, T]. Je-li x(t) optimdlni trajekiorii z x(0) do F, potom

(x(1)) = C, tefo, T]
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Dakaz. Prvni tvrzeni vyplyva z Bellmanova principu. Plati-li totiz (22), potom
existuje trajektorie y(s), t s < T', z x(f) do F, sphiujici y%(T") = §i(x(1)) < C.
PoloZime-li y(s) = x(s) pro 0 < s £ 1, dostavame trajektorii z x(0) do F. Musi tedy
byt y°(T") 2 C, coZ je spor. Druhé tvrzeni lemmatu je diisledkem prvého. [J

x € E nazveme reguldrnim bodem, je-li x vnitinim bodem E a je-li Vi spojité
v okoli x. Vzhledem k 6y[éx® = 1, je Vi + 0. Trajektorii x(1), 0 < t < T, nazveme
regularni, jsou-li viechny body x(r), 0 £ t < T, regularni.

Budiz x(f), 0 £ ¢ £ T, reguldrni optimalni trajektoric z x(0) do F, odpovidajici
Fizeni #(f). Budi §¥(x(0)) = C. Hraniéni plocha X, uréena vztahem J(x) = C,
rozdéluje mnozinu E na dvé &asti

E ={xeE:j(x)<C}, E, ={xeE:f(x)=C}.

Dle lemmatu 5 je trajektorie x(f) cela obsaZena v I. Viimnéme se, jak se chova
te¢na nadrovina k X pfi pohybu po této trajektorii. Tegnou nadrovinu v bod& x(0)
Ize vyjadfit jako

7o = {x :x = x(0) + z, (0).z = 0},

kde 7(0) = —Vii(x(0)) je vektor normaly k plose X, sméfujici dovnitf £_. Oznagme
Ly = {z:1(0).z = 0}. Ke kazdému z e L, Ize nalézt kfivku x, € X, zdvisejici na
nezaporném parametru ¢, takovou, Ze

(23) x, = x(0) + ez + o(e) pro &—0.

Uvazujme trajektorii x,(f) odpovidajici fizeni (1), ktera vychazi z x,. Dle lemmatu 1

(24) x(5) = x(s) + ¢ 2(s) + ofz)
kde
(25) i 2(i) = Z()j(R() i), 0OSi<s, 20)=z.

Z vlastnosti soustavy (25), vyplyvéa toto: Probiha-li z podprostor L. potom z(s)
probihd rovnéZ r-rozmérny podprostor, ktery oznagime L. DokéaZeme, Ze

n,={x:x=x(s)+zzeL}

je te€nou nadrovinou k X' v bodg i(s) To bude dokdzano, ovéfime-li, Ze v dostateéné
malém okoli bodu )2(5) nadrovina 7, plochu ¥ neprotina. Pfedpokladejme naopak,
e m, protina Z. Potom existuje z’ € L,, sméfujici dovnitt E_ (viz obr. 7). Tj. plati

x(s) +ez e b
pro dostateng malé ¢. Pfitom vzdalenost x(s) + &z’ od Z je fadu e. V soustavé (25)
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miiZeme volit poateéni hodnotu z € L, tak, aby z(s) = z. Potom pro kfivku na £
spliiujici (23), plati o odpovidajici trajektorii x,(t) dle (24)

x(s) = x(s) + ez’ + ofe) .

Odtud x,(s) € E _ pro dostate&n& mald &. To je spor s lemmatem 5.

Obr. 7.

UvaZujme feSeni soustavy

d

(26) & M0 = —H0ix(0. ). re]0. 7],

s podatedni podminkou

(27) H0) = —Vi(x(0)) .

Jelikoz je 2(0) . z = O pro z € Lo, je vzhledem k (25) a k lemmatu 2, i(s) . z = 0 pro
ze L, Vidime, Ze i(s) je vektorem normaly k X v bod& x(s). Z (26) plyne 1° = —1
a tedy

(29) () = ~Vi()-

Vysledky, ke kterym jsme doposud dospéli, umozZiiuji dokazat nasledujici v&tu.
Ve vété se predpokladd, e nultd soutadnice po¢ateéni polohy x°(0) je pfedem déna.

Véta 2. Budi? x(1), 0 < t £ T, reguldrni optimdlni trajektorie z I do F, odpovida-
jici Fizeni @(t). Budiz A(t) Feeni (26) s pocdtecni podminkou (27). Potom

(29) 0= y/(;l(t), )?(t), #(t)) = max #(1(0, x(),w), 0st<T,
kde

(30) H(A, x, u) = 4. f(x,u).

Dadle

(31) (240), ..., 2(0)) = éja,— Vh{£(0)) .
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Diikaz. Necht (x(0)) = C. Dle lemmatu 5 je y(x(f)) = C pro t € [0, T]. Defi-
nujme variaci fizeni #(s)
u(s) = i(s) pro s¢[tt+¢e), us)=u pro seli,t+3)),
a oznaéme x(s) odpovidajici trajektorii, vychazejici z x(0). Plati
X+ ) = K1) + FR(0, 1)+ ofs)
Odkud dle (28), (30)
P(x(t + ) = P(x(1) + VI(x(1)) - f(x()). w) & + ofe) =
=C = 1) f(x(1), w) e + ofe) = C — (A1), x(1), u) & + ofe) .
Kdyby platilo #7(i(t), x(1), «) > 0, bylo by pro dostateén& mald & J(x(t + ¢)) < C,
co? je spor s lemmatem 3, nebot ¥(x(0)) = C. Tedy je #(i(t), x(1), u) < 0.
Déle plati
C = J(x(t + &) = C — #0(1), x(1), d(1)) & + ofe),
odkud #(2(r), x(1), &(r)) = 0. Tim je (29) dokazano.

Zbyva ov&fit podminku transverzdlnosti (31). Jeliko? x(f) je optimélni trajektorie
z I do F, nabyva §(x°(0), x) svého minima na I v bod& £(0). Dle véty o vAzaném
extrému existuji Lagrangeovy nasobitelé «,, ..., «, tak, Ze plati

(32) VLX) + aaly(%(0)) + .. + a1 (2(0))] = 0.

¥V zde znadi gradient vzhledem k proménnym x', ..., x". (32) je s ohledem (28) totoZné
s (31). O .

Pozndmka 1. Pov§iimnéme si bez naroki na piesnost otazky, zda soustava podminek véty 2 je
rozsahld natolik, abychom z ni mohli urovati feSeni optimalizaéni ulohy. Pfedpokladejme nej-
prve, Ze F obsahuje jediny bod *x. Vztah (29) urtuje Z(f) v zavislosti na 2(1), X(t). Obecné Fedeni
soustav

&= i) S = a0, €0,

obsahuje 2r | 2 nezdvislych konstant a dal$i neuréenou veli¢inou je 7. Ve vztazich (31) je /

konstant, tedy cetkem 2+ -I- / + 3 neznamych. K jejich stanoveni mame r podminek (31), r podmi-
nek plynoucich ze vztahu XT) = txal podminek

hy(#(0)) = 0, ..., h(2(0) = 0.
K nim pristupuje ptedpoklad, Ze po¢ateéni hodnota x"(O) je pfedem dana a podminka nulovosti

hamiltonidnu (29). Celkem 2r + / -+ 2 podminek. To je postaéujici poéet rovnic, nebot k feseni
tlohy je tieba miti funkci 2(7) uréenu aZ na vynésobeni kladnou konstantou.
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V ptipadg, Ze F je urlena vztahy
(33) 9:(x) = 0,.... g.(x) = 0,

mame pti m < r k dispozici r + / + m + 2 podminek, coZ nedostaduje. Lze viak dokazat, Ze je
splnéna podminka transverzalnosti v koncovém bodg, tj.

(9 WD), ... (1) = T 5:T0HT)).

(34) pfedstavuje r vztahl s m novymi konstantami. Je tedy celkem 2r + / + m + 2 rovnic k urle-
ni 2r + 1 + m + 3 konstant. To je pravé tolik, kolik je zapotfebi.

Priklad 3. Stejné jako v ptikladé 2 budi? trajektorie soustavy uréena rovnici

d

dtx‘(t) =ax'(t)—bu(ty, a,b>0.

Ukolem je ptevést soustavu z polohy x5 > 0 do polohy 1 tak, aby

T
éj [ax"( + ru(s)*]dr, ¢20, r>0,
0

byl minimalni.
Vztah (29) ma tvar

—Hag 2 (o) + ra()?] + 2 [a () - ba(1)] =

= max {=3[q £ + n] + 20 [a ) - o]} =

0

It

I

= max {—1q £'()) + 2'(¢) a £1(1) + b Z(0)¥/(2r) -

— 1w + B2 (D))} .
Odtud

(1) = b~ —ar £ J(a®r* + b*qr)] £(1),

) =b""a T J(a® + bPq[r)] £'(1).
Plati tedy

(%i‘(t) =+ J(a® + b*q[r) 2'(1),
tj., oznatime-li C = \/(a® + b%q/r),

(1) = xge®  pro x5 <1,
21(t) = x§e™" pro xg>1.
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K dosaZeni polohy 1 je zapotfebi doby T = |In x5|/C. Vypottem se urdi
Wlxo) = x§ & [q + rb™*(a ¥ €)'} [(x)™" — x]/(4C).

VySetfeme nyni podminku transverzdlnosti v koncovém bodé. Budi? f((t), 0=
<t £ T, optimalni trajektorie z ,x do F, odpovidajici Fizeni d(r). Potom y(1) =
= x(T — 1) ptedstavuje trajektorii z F do . x pi fizeni o(r) = #(T ~ 1) (v bodech
spojitosti), odpovidajici soustavé rovnic

dy

E = —f()'a ”) B

£°(T) je pro dané £%(0) nejmensi hodnotou nulté soufadnice, kterou Ize dosahnout
pti pfechodu z ,x do F. Je proto naopak $°(T) = £°(0) nejvé&i hodnotou, kterou
Ize dosahnout pii prechodu z F do , x pti $°(0) = £%(T). y(7) je tedy optimalni (ve
smyslu maximalizace) trajektorii z F do . x. Plati tedy dle véty 2

0= A G(0). 50, §0) = min (~#GO. 70 ). 05171,

(#0).... ¥O0) = 3 B:Fa450).

kde »(r) spliiuje

jj(r) = WO, 3(2)

Odtud zp&tnym dosazenim x(t) = y(T — 1), () = o(T — 1), A(r) = ¥(T — 1) dosta-
vame (26), (29), (34). Poznamenejme, Ze z nafich ivah nelze jest& bezprostfedné vyvo-
dit platnost obou podminek transverzalnosti sou¢asné v obecné tloze pfevodu sousta-
vyzIdoF.

5. Uloha o nejkratSim &ase

V tomto odstavci si je$té viimneme jiné metody diikazu Pontrjaginova principu

v uloze pfevedeni fizeného objektu ze stavu , x do stavu *x % , x v nejkrat$im &ase.
Budiz £(1), 0 < t £ T, trajektorie v R", spliiujici

dg

o =f(& 4(1)), #0)=,x, #(T)=*x,

a takova, 7¢ T < T pro kaZdou trajektorii x(1), 0 < t £ T, x(0) = ,x, x(T) = *x.
T budiz bodem spojitosti Hzeni #(z). Variace fizeni #(t):

*u(t) = (1), t¢ft—le7), wy=v, teft—le1),
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kde I > 0,ve U, © < T je bodem spojitosti fizeni ﬁ(t), g >0, ¢ — 0, ma za nasledek

(35) *x(t) = 2(r) + I[f(2(x), v) — f(2(x), #(z))] & + ofe) .
Odtud dle lemmatu 1

*(T) = *"x + 8%(T) e + o(e),
kde 8%(¢) je Teleni

(36) %8&(7) — 58(1) J(#(1), (1) .
spliwgjici 82(c) = I[f(£(c), v) — f(%(x), i(x))] a kde
. _ ofi(x, w"
oo = (L2

Budeme rovn&% uvaZovat variaci &asu T, které odpovid4 zména stavu, urena vztahem
2(T—1Ie)=*x - If("x, 4(T)) e + o(c), 1> 0.

Budi? K, mnoZina viech y € R" takovych, e bud y = *x + 8%(T) p¥i n&jaké
variaci fizenf #(f) neboy = *x — If(*x, 4(T)), 1 = 0. K, je kuZel s vrcholem v *x.
(*x + zeKo= "x + aze K, o = 0). Variace konce trajektorie odpovidajici varia-
ci Fizeni v n&kolika bodech soudasné je soutem jednotlivych variaci. BudiZ proto

K={yeR:y="x+2z+..+2z, 'x+zeK,
i=1..,nn=12..}.
K je opét kuel s vrcholem *x a navic je konvexni. (Platf totiz

yi='x+zeK, i=12, 0<p=1, =*x+ pz, ek,

A

*x+(1-plzeK="x+pz; + (I = p)zo = py; + (1 — p)y;eK).

Nahlédneme, Ze z optimalnosti trajektoric £(t) vyplyva K # R". Pfedpokladejme
naopak K = R". Potom zejména

x o+ f(Fx d(T)eK .

f(*x, 4(T)) predstavuje smér tedny k trajektorii v bod& *x. Odtud vyplyva, Ze pro
vhodnou (vicenasobnou) variaci fizeni #(f) plati 82(T) = f(*x, 4(T)), tj.

*x(T = &) = *x(T) — f(*x(T), i(T)) ¢ + ofe) =
=*x +f(*x, &(T) e + ofe) — f(Fx, &(T) e + o(e) = *x + ofe) .

To znamend, ¢ nova trajektorie se v &ase T — ¢ pfiblizi k *x na vzdalenost fadu
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o(e). Lze tedy nevelkou zmgnou variace trajektorie docilit, Ze bude *x dosaZeno jiZ
pied Sasem T

Piesny diikaz postupuje v podstaté takto: BudiZ C kulova plocha v R" o poloméru [
se sttedem v 0. Dle pfedpokladu je *x + C < K. Ke kazdému c € C existuje proto
variace fizeni d(r) tak, Ze o piisluiné trajektorii plati

*x (T — 1e) = *x + ec + ofe) .

Lze docilit, Ze *x,(¢) je spojitou funkci (e, 2}, I, spojitou funkei ¢ a Ze ofe) plati stejno-
mérné vzhledem k ¢ € C. Pro ¢ dostatedn& malé (v daldim zvolené pevng), je tedy *x
uvnitt oblasti, ohraniené plochou

L={*x(T-1lg):ceC}.

~

T \

Obr. 8. S
+

Zavedme pomocny parametr 0,0 < ¢ < 1, a ozname
L= {*x(o(T~ i) :ceC}.

L,, které je na obr. 8 vyznaleno &arkovang, se méni spojité v zavislosti na o a je
Ly = {,x}. Tedy pron&jaké 0 < ¢’ < 1 je *x € L, tj. *x{T) = *x pro n&jakéce C,
kde T = o'(T — l.¢) < T. To je spor s minimalnosti T. Timto sporem je dokazino,
Ze plati K + R".

K je konvexni kuZel s vrcholem v *x rlizny od celého prostoru. Existuje tedy v R"
nadrovina IT, prochazejici bodem *x takova, ?e K le#i v jednom z poloprostort nad-
rovinou IT vymezenych. Ozname v smé&r normaly k [T, tj.

IN={xeR:x="x+y, v.y=0}.

v nechf smé&fuje do poloprostoru, ktery K neobsahuje. Potom plati *x + ye K =
=v.y < 0. Zejména tedy

(37) v.5%(T)s 0
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pti kazdé variaci dle (35) a

(38) —v f(x (D) £ 0
Uvazujme Fedeni soustavy

d . P .
(39) o = AR, 8()

spliujici A(T) = v. Zavedme dale hamiltonian H(A(r), £(1), u), kde H(A, x,u) =
= A .f(x, u). Z lemmatu 2 vyplyva s ohledem na (36), (37), Ze pro kazdou variaci
dle (35) plati

: (1) . 82(t) = const = }(T).s%(T) £ 0.

Odtud R
(7). [f(8(e), v) — f(8(<), A()] £ 0,
neboli
(40) HO(). $(2) 0) £ (), 3(2), i(2)
v kazdém bod& spojitosti Fizeni #(f). Platnost (40) se snadno roziifi na viechna
te[0, T].

Dokazali jsme toto tvrzeni: Je-li £(1), 0 < ¢t < T, optimalni trajektorie, potom
existuje nenulové feleni A(f) soustavy (39) takové, Ze

(41) H((), £(1) a(t)) = max H((), #(),0), 01T,
(42) H(A(T), (), &(T) 2 0.

Nerovnost (42) plyne z (38). Poznamenejme, Ze dle lemmatu 3 je H(a(t), £(), i(f)) =
= const.

6. Pontrjaginiiv princip

Formulujme nyni Pontrjaginiv princip veelku jako vétu. Pfitom stejné jako v od-
stavei 4 budeme uvaZovat trajektorii v prostoru R™*?.

Véta 3. Budiz x(1), 0 < t £ T, optimdlni trajektorie z I do F, odpovidajici Fizeni

i(1). Oznacme #(A, x, u) = A . f(x, u). Potom existuje nenulové Feseni i(t) soustavy

@) 93~ 10, #0)
tak, Ze plati
(44) 0 = (A1), x(1), i(r)) = max Jf(}(t) x(f),u), 051<T,
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(45) A°(f) = const £ 0,
(#) (PO - F(O) = 3 2,75(500) .

(@) (D). (1) = § 1, 95{4(7)).

s

Rizeni a trajektorie, splitujici nutné podminky obsaZené ve vété 3, budeme nazyvat
extrémdlnimi. PouZivani Pontrjaginova principu spo¢iva ve stanoveni vSech extré-
malnich fizeni a ve zji§téni, kterd z extrémalnich fizeni jsou optimélni.

Viimnéme si nyni neautonomnich soustav. Jak bylo jiZ uvedeno v poznamce 2,
princip maxima se v neautonomnim piipadé

dx
(48) — =f(t,x, u

dr (1., 1)
odvodi pfevedenim na piipad autonomni. Pfitom se &as povazuje za stavovou sou-
fadnici t = x"*1, tj. dx""!fdt = 1, X" 1(0) = to. Budiz X(f), 0 < t £ T, optimélni
trajektorie z I do F, vyhovujici soustavé (48) pfi fizeni 4(1). Oznagme

lor(t, x, u)

‘r
( |
H 0x lij=o0

H(t, o x,u) =4 f(t.x,u), j(t,x,u) =
Z véty 3 vyplyva, Ze existuje nenulové feseni (A(r), & (1)) soustavy

S‘_ﬁ_“- o A g‘ri—l:_’f‘k_&_k : n
g b= R X, i), 2 PACE UL UR

tak, Ze plati
0 = (1, 2(0), x(), 4(t)) + F*(r) = max (¢, i(2), x(1), u) + ()
ucl

(45)—(47) zastavaji v platnosti. Jelikoz vak x"*1(T) = T + t, je neur&eno, ptistu-
puje podminka transverzalnosti A" (T) = 0. Je tedy

- | " 56 L6 %6 i) a5,

a proto (A(f), *1(t)) je jen tehdy nenulové, je-li (t) nenulové. Dochazime k zavéru,
Ze v neautonomnim piipad¢ je tfeba (44) nahraditi vztahem

(49) (e, (1), #(1)) = max #(, 3(1), X(t), ) =
- _JT kgo;fk(S)%fk(s, (s i(s))ds, 0r<T.
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7. Priklady

Piiklad 4 (E. Zermelo). Lod, unasen4 proudem rychlosti s, jehoZ smér budeme
ztotoZfiovati s kladnym smérem osy x!, se miZe pohybovat vzhledem k proudu rych-
losti nejvy$ rovnou jedné v libovolném sméru. Ukolem je dopravit lod z vychoziho
bodu, zvoleného za potatek soutadnic (,x = (0, 0)),do bodu *x = (*x', *x?) v nej-
krat$im ase. Parametrem fizeni je vektor u rychlosti lodi vzhledem k proudu. Plati
tedy

(W) + @)1,
Rovnice trajektorie jsou
dil:s-ku‘, E=u2.
dt dt

Budeme postupovat podle odstavee 5. Mame

H(4, x,u) = A'(s + u') + 2%u?,
odkud
aa_ —‘3—H_=0, i=1,2.
dt ox'}
Je proto 2’ = const, i = 1,2. Rizeni, maximalizujici hamiltonian, je 4 = 1/]4].
Vidime, Ze extrémalni trajektorie jsou pfimodaré. Je-li s < 1, miiZe lod dosdhnout
libovoiného bodu *x € R2. Je-li s = 1, Ize dosahnout pouze téch * x e R, pro néZ plati

+x1> 0, W(Sz _ 1)—1/1 < +x2/+x1 < (52 - ])—1/2 .
Priklad 5 — soustava, pohybujici se na pfimce pii pisobeni sily omezené velikosti.
Rovnice pro trajektorii json
) 1 2
_d_x_=x2, é)—c—=u, ul 1.
dt dt

Ukolem je prevést soustavu z po&ate&niho stavu , x do stavu *x = (o, 0) v nejkrat-
§im ¢ase. Mame
H(A, x,u) = A'x* + 2%u.

Soustava rovnic (39) m4 tvar

M=0, —12=-11,

odkud A1(?) = e, 1%(t) = ¢, — ¢, . Vidime, Ze bude #(t) = 1 pro 2%(1) > Oa a(f) =
= —1 pro 1*(f) < 0. Pfitom vzhledem k linearnosti A%(t) k p¥epnuti dojde nejvys
jedenkrat. ’ ) ‘
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Vsimnéme si soustav rovnic

1 2 ‘1 2
(50) dY e I e O
dt t dt dt

Jejich TeSenim je
xH1) = x(t — 1o) + x*(1o)
: x1(1) = £3(t — 10)% + (1 = 16) x*(to) + x*(to) -
Odtud
x1(1) = £4x2(0)* F 3x7(10)* + x'(1o) -
Trajektoriemi jsou tedy paraboly. Ma-li trajektorie, pfislusejici nékteré ze soustav
(50), prochazeti potatkem, musi byt ) :

(51) x'(to) = 3x%(t0)?» x*(t5) £0, nebo
x!(to) = —1x%(te)?, x*(t) 2 0.
%
\\\
\\\\
\\\ =
\\“ ;
P i
/,’ \\
/ ' N\
/ \
i \
1
\‘ I, X
\\ /
\, Vi
\\
NG K
~.
\\\\\
~
Obr. 9. S

Vidime, Ze extrémalni trajektorie maji tento pribéh: Je-li .Q(t) nad kfivkou K uréenou
vztahy (51) je #(f) = — 1, je-li £(z) pod K, je 4(f) = 1. Po dosaZeni kiivky K trajekto-
rii dojde ke zmgn& parametru Fizeni a trajektorie se pohybuje po K do bodu (0, 0)
(viz obr. 9). Tim je extrémalni ¥izeni vyjadfeno v zavislosti na poloze fizené soustavy
(zpétna vazba). G ‘
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Priklad 6 (G. Leitmann) — maximélni dolet rakety s omezenym tahem pfi zane-
dbani aerodynamickych vlivii. Budtez x° x' vodorovna a svisla soufadnice polohy
rakety. (Pfedpoklada se, Ze let probih4 ve svislé roving.) Déle budteZ x?, x* soutadnice
rychlosti rakety, x* jeji hmota. Parametry fizeni jsou u', u* — kosinus a sinus sm&ru
tahu, 4 — rychlost priitoku paliva. Plati

(@) +@) =1, 0su® <.

g bude znatit veiikost gravitaéniho zrychleni, ¢ efektivni vyfukovou rychlost. Ukolem
Jje prevést raketu z podateéniho stavu , x do mnoZiny stavil

(52) F={x:x' = *x!, x* = *x%}

tak, aby x%(T) bylo maximalni. V (51) hodnota *x' uréuje vysku, ve které je tfeba
maximélniho doletu dosdhnouti, *x* pak je hmota rakety bez pohonnych latek.

Obr. 10.

Soustava tovnic pro trajektorii je (viz obr. 10):

V] 1
(53) g'C‘A—-xz, gx~=x3,
dt dt
2 3 ) 4
OF e, sy
dr x* drx* dt

Déle mame

H(h x, ) = 2°%% + A'x3 + 22 % ulud +
x

+ 3 (Sur? = g) - 24 = | S (a2t Put) — e+
x* x*
+ 2%%% 4+ Alx3 — Mg
Jeliko? cilem je maximalizace x°(T), za extrémalni se povaZuji ta fizeni, ktera hamil-
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tonian minimalizuji. Rovnice pro Lagrangeovy nésobitele jsou

i oar
(54) 0 o A s
dt t dt
da’ 5 di*
—— =1, == N LT BTt
dt dr (2% ( )

Odtud
2°(t) = const, A*(1) = const,
() = (T—0)2°,731) = (T - 1) 2.

Neni obtiZné ovéfit, ze vztah 4% = 0 = 1! mA za nasledek 71(1) = 0, zatimco dle
predpokladu A(1) ma byt nenulové. Hamiltonian je minimalizovan pi

O ;B
PR+ 2T VIEY + (3]
»2( ) _ '/13(’) — _il

JIZW+ 202] V0 + (2T
Smér extrémalniho tahu je tedy konstantni. Viimnéme si #°(f). Oznatme

o) = iy PO + PO @) = 30) =

= (NP + @17 )= 240,
Plati

By = jeli o) <0, &(1)=0 jeli oft)>0
S pouzitim (54) se vypocte

da(’) _ 20)2 21\2
o I+ ).

Vidime, Ze o(t) je rostouci. Je tedy
@ty=u" pro 0<t<T, @*1t)=0 pro T'g1=T.
Okamzik pfepnuti T” se uréi ze ziejmého vztahu

ﬂl‘lT! — +X4 —_ +x4.
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Zbyva stanoviti smér extrémalniho tahu. Musi byt 2° # 0. (1° = 0= 4' = 0=
= £%(1) = ,x° coZ zfejm& neni optimélni.) Ze vztahu

0 = #(UT), x(T), &(T)) = 1°%}(T) + I'23(T)

dostavame pro thel § extrémalniho tahu
g = — (D))

Integraci tfeti a &tvrté z rovnic (53) na intervalu [T7, T se dostane

(1) = (1), #(T) = £(T) = o(T - T).
Upravou druhé rovnice za pouZiti vztahu

RATWT~T) — 39(T - T')? = *x' — x(T),
vyplyva

P(T) = ~[O(TF + 2T = 5]

Z pfislusnych rovnic soustavy (53) dale obdrzime
N +x4
FAT') = 4x* + c(cos §) In T—,
x

- g7,

4

4
Ty = +%* + ¢(sin §) In {X
x

T 4
$Y(T) = x" + c(sin 1/7)J <ln -fx—3—> dt — 1gT*.

o X0 =t
Tato soustava rovnic spolu s ptedchozimi miiZe slouiti k numerickému vypo&tu 1.

Piklad 7 (J. S. Meditch) — pfistani rakety. BudiZ y(r) hodnota vertikalni soufad-
nice rakety v &ase t, m(1) jeji hmota, g = const gravitani zrychleni. Po&ategni poloha
rakety budiz y(0) = ,x' > 0 pogatedni rychlost (d/dt) y(0) = ,x* < 0.m(0) —
— m(1) pfedstavuje spotfebu paliva do doby t. Pohonna soustava rakety mize vy-
tvafet tah pusobici v kladném sméru soutadnice y. Jedinou dalsi silou, plsobici na
raketu, je jeji vlastni vaha mg (viz obr. 11). Velikost tahu je ddna soucinem
—k dm/dt, kde k > 0 je rychlost vyfukovych plynii vzhledem k raketg. Pohyb ra-
kety je tedy popsan diferencialni rovnici
(55) dﬁ = — _k_ dﬂ —

de? m dt
dm/dt miizs nabyvat hodnot z intervalu [—w, 0], kde w > 0. Ukolem je p¥ivést
raketu do stavu p(T) =0, dy(T)/dt = O s nejmen§i celkovou spotfebou paliva
m(0) — m(T). .
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Integraci (55) dostavame

d
- X% = 4 W(T) — —y(0) = —kIn (m(T)/m(0)) — gT.
dt de ’
Odtud

m(0) — m(T) = m(0) [1 — exp {ﬁf‘i}]

Vidime, Ze spotfeba paliva je nejmensi, je-li &as, potfebny k ptistani rakety nejkratsi.

a

Obr. 11.

Chépejme raketu jako soustavu, jejiz stav je charakterizovan soufadnicemi
(x', x2, x3), kde x*(1) = y(t), x*(t) = dy(r)/dr, x3(t) = m(t). Pohybové rovnice jsou

(36)

d k d
2
1=xz’ x=—-—u-g, —x}=uy.

i <a
dt dr x* dt

u = dm/dt pfedstavuje parametr Fizeni, nabyvajici hodnot z U = [—, 0]. Ulohou

je prevést soustavu z pocateéniho stavu . x do mnoZiny F = {x x!' =0, x* = 0}
v nejkratsim Case. Mame

k
H(i, x,u) = A'x? — 42 (7“ + g) + Pu =15 - g+ h(d, x)u,
e )
kde
h(h, x) = 2° — 22k/x3 .

Pro extrémalni trajektorii £(7) a ji p¥isluejici fizeni musi platit

H(A(r), £(1), (1)) = max H(A(0), #(1).u) = 0,
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4. (1) = 0 pti A(e) = h(A(r), 2(1) > 0, a(t) = — o pHi A(f) < 0. Pfitom

(57) daig, Yo g, Qg k)
dt dt de (=2

V koncovém bodé musi byt splnéna podminka transverzalnosti 23(T) =

S pouzitim (56), (57) dostavame (d/dt) A(f) = A'k[%3(z) . A(f) je tedy monotonni
funkci ¢. P¥i extrémalnim ¥izeni je proto po urcité dobé volného padu rakety spustén
plny brzdici pohon aZ do jejiho zastaveni. (Pfipad, kdy je pohon spuitén trvale se
nevyluéuje.) Rizeni, spo&ivajici v opaném postupu, odporuji fyzikalnimu smyslu
tlohy.

Budeme se snaZit provést syntézu fizeni. Brzdéni bude v Cinnosti ve stavech %,
majicich tuto vlastnost: Raketa vychazejici z ¥ méa pii plném brzdéni ve vyice 0
rychlost 0. Pfi dplném brzdéni plati

gx1=x2 Exzzk—m‘g gx3= —w
dt Tode x? Todt
Qdtud
) =2~ wt, x() =%~ kln (1 - ﬁ‘) ~ gt
X
23
xM(t) = &' + %% +—ki<l ~ﬁt>ln(1 - ﬂ) + kt — 1gt* =
® 3 %3
%3 253 £3
= 1gt* +<k— iﬂ)t-mzl + ii+(r - i—)xz(z).
w w w
Oznadime-li T okamZik dosaZeni vySky nula, dostavame vztahy
»T
(58) ozgz—kln(1—%>—gT,
IE
' 23 233
(59) 0=1972 + [k - 29\ T+ 5 + 22
w w

Vypo&tenim T z (59) a dosazenim do (58) obdrZime pro oblast brzdéni vztah tvaru
B(3, 2, #°) = 0.
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