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Korela¢ni metoda pro odhad koeficientli
pienosu linearni dynamické soustavy

ROMAN MIKOLAS

V &lanku je popsdna metoda na uréeni odhadi koeficienti pfenosu linedrni dynamické sou-
stavy s konstantnimi koeficienty pomoci odhadd korelagnich funkcf a jsou uvedeny statistické
vlastnosti téchto odhadd.

UvoD
Jednim z prvnich krok@ navrhu uginné regulace dynamické soustavy S je ureni

vhodného modelu této soustavy, ktery by jednoduse, ale ve smyslu n&kterého kritéria
dostateéné presné, popsal jeji chovani. Nejcast&ji je hledan linedrni model na zakladé
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zm&fenych signalt, které mohou byt deterministické (Casto specialniho tvaru) nebo
stochastické.

V piipad§ stochastickych signali lze pouZit metodu nastavitelného paralelniho [1]
nebo sériového [2] modelu (obr. 1), ktera poskytne pfimo koeficienty pfenosu Fy(p)
line4rniho modelu, nebo metody statistické dynamiky [3, 4], které vedou k urdeni
prubghu impulsni respektive frekvenéni charakteristiky modelu.



Metody uzivajici nastavitelny model jsou pomé&rné zdlouhavé a vyzaduji obvykle
specialni zafizeni. V pfipadg jiZ ur€ené impulsni respektive frekvenéni charakteristiky
metodami statistické dynamiky byva zase Casto tfeba uréit konkrétni tvar pfenosu
F, M(P) a je tedy nutno charakteristiku dale aproximovat kombinaci exponencialnich
funkci respektive racionalni lomenou funkci.

Byla tedy odvozena korelaéni metoda, ktera umoZiiuje urcit pfimo koeficienty
prenosu modelu Fy(p). Vzniku této metody napomohla existence specidlniho kore-
latoru MUSA 6, aviak jeji uZiti Ize roz3ifit na kterykoliv dostate¢n& vykonny €islicovy
pocitaé.

ODVOZEN{ METODY

BudiZ S linearni stabilni soustava s konstantnimi koeficienty, jejiz pfenos je din
vyrazem

1+zb1pi
(1) Fs(p)=~fPﬁ, n>m, a;+0 pro i=0,1,...,n.

Z a;p'
i=0

Na vstup soustavy (obr. 2) necht je pFiveden signal x(t) ve tvaru realizace stacionar-

Obr. 2.

niho, stfedn&-kvadraticky spojitého, hilbertovského nédhodného procesu {x(1)} [5],
a na vystupu nechf lze mafit signal y(z), ktery je dén soustem

) i) = oft) + n(?)

reakce soustavy o(f) na vstupni signl x(f) a Sumu n(t) ve tvaru realizace stacionarniho,
hilbertovského nahodného procesu {n(t)}, ktery je navzajem stacionarni s procesem
{x(#)} a na ném nezéavisly. Pfedpokladejme, Ze je proces {x(t)} resp. {n(t)} m-krat
resp. n-krat stfedn&-kvadraticky diferencovatelny (jak dale uvidime, neni tento
pfedpoklad omezenim pro praktické pouZiti). Potom s pfihlédnutim k (1), lze psat
pro signal (f)

©) ¥ a0 = ¥ b x0() - x() = 0,

pFidemZ stfednékvadraticka diferencovatelnost procesu {u(f)} do n-tého fadu je pred-
poklady zarudena [5, str. 279].
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Dosazenim rovnice (2) do (3) obdrZime vztah mezi m&fenymi signaly x(f) a y(1)
a Sumem n(f)

@ ey - Z by x9(1) — x(1) = Z a;n ().

Kombinace derivaci Sumu n(t) na pravé stran& (4) je opét realizaci procesu nezévislého
na vstupnim procesu {x(¢)}. Oznadme ji jako d(t)

© 4w = ¥ ).

Oznadme stfedni hodnotu procesu {x(t)} znakem M{x(r)}
Vzijemné korelaéni funkce mezi procesy {x(1)} a {d(1)} je definovéna vztahem

(6) Kel) = M{[x(1) — M{x(@)}] [d( + ) = M{d(t + 2)}]} .

UvaZme, Ze signal d(t) Ize nahradit levou stranou (4), pak pro stfedni hodnotu
{d(?)} plati obdobny vztah

) M{d(1)} =‘_=ioai M{y®()} —éﬁlbiM xO(0} ~ M{x()} .

Potom Ize pro korelagni funkei K, ,(z) psat

® Kel) = 5 01 Kopoe) = T biKosols) = Ku?).

Ponévadz procesy {x(1)} a {d(1)} jsou nezavislé, bude platit

) K fz)=0.

Provedme nyni formalni zmény v oznadeni definované vztahy:
Ko(7) = Kul7),

Kaoa-n(t) | _ a4y pro I=1,2,..,n+1,
(10) Ki(x) = < Keci-n-(7)” }“'—\b,_,,_l pro l=n+2,..,n+m+1.

Rovnice (8) tak dostane koneény tvar s pFihlédnutim k (9)
m+n+1

(11) T uK(D) = Kof).

Pro piipad identifikace linearni soustavy S pfedpokladame, Ze jsou zniamy kore-
lagni funkce K(r) pro I =0,1,2,...,7 + i + 1. Ukolem je nalezeni linearniho



modelu soustavy s pfenosem F M(P) tvaru
(11a)  Fulp)=—"1—; W <n, d+0 pro i=0,1,...7,

kde 77 resp. 7i jsou predpokladané ¥ady Citatele resp. jmenovatele pfenosu soustavy
a g, resp. b; odhady skuteSnych koeficienti a; resp. b;, které lze ve shod3 s (10)
jednotng oznait jako 1; (i = 1,2, ..., i + 7 + 1). Z vy%e uvedenych predpokladit
plyne, Ze jsou funkce K (1) kvadraticky integrovatelné v kazdém kone&ném intervalu
(0, ©) a Ize tedy zavést skaldrni soudin vztahem

I =0,1,...m+7a+1,

0
12 K, K,) =1 K()K,(t)dr;
2 (s ) J.o i) Kal) e m=0,1,..,m+a+1.

Funkee K/(r) (1 =0,1,2,...,M + i + 1) jsou tedy prvky Hilbertova prostoru
X0, ©) s normou

(13) K2 = VK K-

Tento prostor je ostfe normovan [6, str. 18], nebot v zobecnéné trojihelnikové
nerovnosti

(14) 1K) + Ka@)] = K] + [Kn()]
plati rovnost jen pro piipad
(15) K1) = aK,(7); «>0.

Uloha uréit odhady 1, se ztotoZnila s tlohou aproximovat funkci Ko(t) pomoci
funkei K() (1 = 1,2,..., 7 + 7 + 1) za predpokladu, Ze jsou tyto funkce linearng
nezavislé a tedy tvoii lineArng nezavislou bazi jistého podprostoru G = I*(0, O).
Necht je tento predpoklad splnén. Oznaéme aproximaci funkce Ko(r) pruhem;
pak muiZeme psat

m+a+1

(16) . Ko(7) = 121 2 K7 .
Pozadavek minimalni normy odchylky aproximace definované vztahem

(17) g(Ils A2s e Zﬁ+ﬁ+l) = HKO(T) - Ko(f)“

je ekvivalentni s tim, aby byla funkce K,(t) projekci funkce K,(t) na podprostor G
[6, str..21] a tedy musi K,(z) spliiovat soustavu rovnic

(18) ‘ ([Ko — Ko, K1) =0 pro I=1,2,...,m+7+1.
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Resenim soustavy (18) nalezneme hledané odhady 1, ve tvaru

(19) ) 1= G(Ky, Ky, -, Ky, Koy s Kitinn) ,
G(Ky, Kpy o K1, Ky ooy K1)

kde G(Ky, K3, ..., Kpp ..y Kygyy) je Grammiv determinant funkei K(7) (=

=1,2,..,m+a+1)

(20) G(Kl, Ky ..o Koo Kﬁ+ﬁ+1) = ) (Kl, Kl), ceny (Ku Kr’n“+i+1)

’ (Km+ﬁ+1,K1), ceey (Kﬂl+ﬁ+1a Km+ﬁ+1)[

a determinant v &itateli vznikl zAm&nou funkce K (t) za funkci Ko(r). Jednoznagnost
feSeni soustavy (18) a tedy urgeni A; (I = 1,2, ..., m + 7 -+ 1) plyne z ostré normo-
vanosti prostoru I?(0, @) [6]. Kvadrat normy odchylky aproximace Ize po dosazeni
(19) do (17) ziskat v pfehledném tvaru

G(Ko» K1, K3y s Kiysiv1)
21 ZI,Z,“.’Zﬁﬁ = 05 £3 15 IN2y s Dgitia+1 K
( ) g( v * +1) G(K1’Kz>n~,Km+ﬁ+1)

JestliZe je identifikovana soustava S skutené linedrni a plati

(22) n

v

n,

mzm,
potom je Ko(r) podle (11) linearni kombinaci funkci Kz} (I =1,2,...,n+ 1;
A+2,A+3,..,0+m+ 1), které jsou obsaZeny mezi funkcemi baze podprostoru

G. Kdy# dosadime (11) do (19) a uvaZime, Je Grammilv determinant zavislych funkci
je nulovy, ziskime fefenim odhady 1,, pro n& plati

(23) Io=2_, pro I=12,..,n+L;a+2,..,di+m+1,
A=0 pro 1 zbyvajici
0 _ L2,
e ={Gon PO =G i me,

tj. jsou shodné s koeficienty soustavy S a kvadrat normy odchyll‘(y aproximace (21)
bude nulovy. Nelze-li funkei Ko(z) pln€ vyjadfit kombinaci funkci baze K (t) (I =
=1,2,...,7 + @ + 1), potom je model uréeny odhady 1, nejlepi linearni aproxi-
maci soustavy S ve smyslu zavedené normy.

V predchozich tvahich jsme predpokladali znalost korela¢nich funkci K‘(r).
Tyto funkce viak ve skuteSnosti nahrazujeme jejich odhady TK (), které jsou po-
gitany jako priméry v &ase. Napiiklad funkce K,(7) = K,,{(t) je nahrazena funkci



TK(t) = TK,(7) danou vztahem
(29

TR (1) =

T -1,

J:_tmx(t) Wt +7)dt — ! v [T_{mx(t)dt.[:_hy(t + 1)dt

(T —~Tm) Jo

a analogicky jsou potitany i ostatni koreladni funkce. JestliZe jsou procesy
{x(0}, {¥(6)} a {n()} ergodické i pro vypotet korelatnich funkci K (z) (I = 1,2, ...
.., i + R + 1), potom plati [4, 5]

25 Lim. TKy7) =Kt) pro I=1,2,...,m+a+1,
(
T

Lim. 7K 4(7) = 0

T

a s uzitim vztahti (19) odvodime limitni vlastnost [11]

(26) P—1limT™l, =1 pro I=12,..,m+n+1,
T—w

kdyz "1, zna&i odhady potitané pomoci funkci K (7). Jestlize jsou splnény pred-
poklady pro platnost (23) j. soustava S je linearni, plati (22) a funkce K (1) (I =
=1,2,...,m + A + 1) jsou linearn& nezavislé, potom

(27) P—-1limTl, =4, pro I=1,2,..,n4+ La+2..,i+m+]1

T-w
a tedy odhady "1, konverguji podle pravdépodobnosti ke skuteénym hodnotam
koeficientli soustavy S.

APLIKACE METODY

Pro uziti metody je nutné mit k dispozici kromé zm&fenych signata x(1) resp. y(r)
také jejich derivace do m-tého resp. n-tého fadu. Z téchto signali je pak moZzné
vypotist uZitim (24) odhady "K(t) koreladnich funkei Ki(t) (I =0, 1,2,...,m +
+ 7 + 1) nutné pro vypodet odhadii 7, podle n&kterého z algoritmii pro feSeni (19).

JelikoZ derivovani signalti neni, hlavné pro vyssi Fady derivaci, prakticky pro-
veditelné, bylo pouZito zphisobu, ktery je vyznaden na obr. 3a, b, c. Na vstup a vystup
soustavy jsou pfipojeny dva identické filtry s pfenosem F(p)

(28) F(p) = k s =0, i=01,2,...n,

Z‘H‘Pi
i=0

které maji tu vlastnost [7], Ze je Ize modelovat tim zpisobem, Ze krom& vystupniho
signalu Ize m&fit i viechny jeho derivace aZ do n-tého ¥adu (obr. 4). Pokud pfipojeni
filtra je provedeno tak, Ze neovliviiuje nebo neni ovliviiovano soustavou S, pak lze



302 provést ekvivalentni tipravy vyznadené na obr. 3a, b, ¢, z nichZ vyplyva srovnanim
obr. 3¢ s obr. 2, Ze v ustileném stavu plati pro signaly &(1), v(r) a #(f) tataZ rovnice
jako byla rovnice (4) pro signaly x(¢), n(f) a y(1).

(4a) a0 - £6,60) - €0 = a0,
(s2) a9%) = 900

Obr. 4.

Procesy {&(t)}, {n(0)}, {v(6)} a {4(r)} splauji tytéz ptedpoklady jako procesy {x(f)},
{0}, {n(®)} a {d(1)}, pfi€emZ neni nutno pfedem pozadovat stfednékvadratickou
diferencovatelnost procesu {x(t)} resp. {n(f)} do m-tého resp. n-tého fadu, nebot
ta je pro procesy {£(2)} a {¥(t)} zarugena [5] uZitim stabilnich filtrii s pfenosem F(p)
typu (28) pfic; + 0 (i = 0, 1,2, ..., n) minimaln€ do ¥adu n-tého, Potom tedy plati

(25a) Lim. TK (1) = 0,
. Too
Lim "Kj(x) = KJj(x); 1=0,1,2,... @ +A+1,
Too
m+iat

h+1 1
(8 TAKIE+ Y ALK = K0,

I1=i+2



¢ podle (23), kde jsou nyni korelaéni funkce K7 (7) definovany vztahy

(10a) K3(7) = Kuofr)
oy Kega-o(t) pro 1=1,2,..,8+1,
Ki() = <—Kx§(,_,,-,)(r) po l=n+2,...,m+a+1,

funkce "K7(t) znadi odhady potitané podle (24) a m resp. 7i jsou predpoklidané
fady &itatele resp. jmenovatele prenosu soustavy S. Pro odhady "1} koeficientt
soustavy, které jsou pocitané podle vztahu

(198.) TZ* = G(TKT, TK; -y TK& cevy TK;+ﬁ+ 1)
L GKY, TKS, o TR oo TR nes)

plati tytéZ limitni vlastnosti (26) a (27), které platily pro odhady "4,
Schéma vypottu funkei "K%(r) (I = 0, 1, ..., 7 + ii + 1) je znazornéno na obr. 5.
Korelaéni funkce jsou pogitdny vzhledem k vstupnimu signalu x(t), coZ umoZiiuje

n

x| elel. . e al o g™

Korelator (MUSA 6)

i
T T

K@ K@ TKhe@  TKLO) TK* (D)

Xy

Obr. 5.

potlagit ptipadny sum vznikly v aktivnich filtrech F. Z platnosti (11a) plyne, Ze Ize
pouZit beze zbytku vysledkt pfedchozi kapitoly.
Pti ovéfovani metody bylo pouZito filirh s pfenosem

k
28 F(p) = ——m—,
) D= o
priCemZ integraéni konstanta T byla volena tak, aby, pokud je to proveditelné,
platilo
0<T< o',
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kde , je nejvyssi predpoklédana frekvence lomu frekvenéni charakteristiky sou-
stavy S. Dolni hranice velikosti T je dana moZnostmi diferencidlniho analyzitoru
pouzitého k modelovani filtris F podle schématu na obr. 4.

Soustava S a filtry F byly modelovany na analogovém potitaéi MEDA [8].
Vstupnim signalem x(t) byl upraveny pseudotelegrafni ndhodny signél v obdéinikové
formé ziskany z generatoru Genap [9] Uprava byla provedena &lankem s pienosem

1
1+ pT,”

(30) F(p)

Mgfené signaly (obr. 3) byly po zesileni zaznamenévany p¥imo do paméti korela-
toru MUSA 6 [10], ktery v druhé fazi vypoctu poskytl diskretni hodnoty korelagnich
funkci 7K (z). Tyto hodnoty byly pak zpracovany na &islicovém pogitadi LGP 21,
jenZ vytiskl ptimo hodnoty odhada T17.

Identifikace tfi soustav druhého fadu byla provedena za nasledujicich podminek.
Ridici frekvence telegrafniho signdlu 20 Hz; T, = 50 ms; T = 100 ms, fad filtru
F:n = 2; délka zdznamii pro vypocet 300 s; T e (—0,1 s + 5s). Nahodny Sum n(r)
nebyl umyslné pfivaden. Vysledky identifikace jsou uvedeny v tabulce I.

Tabulka 1.
Prenos soustavy F(p) X
Tenos soustavy Fg(p) = —
$ 1+ ayp + ayp*
1
. Pofadi soustavy K ay | a,
j
idedlni 6.4 2,5 [ 1
I zm&fené 6,24 226 7 1,047
- |
idedlni 8 2 L1
I zméfené 6,76 1,58 ‘ 0,87
- idedlni 8 s 1
1 zméfené 6,8 1,26 “ 091
ZAVER

Jestlize uvazime, Ze piesnost celé pouZité aparatury byla hor$i neZ 10%, byly
dosaZené vysledky uspokojivé. Doba vypoétu, pokud jsou k dispozici zdznamy
potfebnych signilé vhodné amplitudy byla pom&rn& kratk4 (nepfesahuje hodinu
v uvedeném piipadg). Lze tedy Fici, Ze tato metoda miiZe byt uZitetna i v praktickych



aplikacich, pfi¢emzZ uZ korelagni funkce jako mezivysledky davaji hruby kvalitativni
odhad o vlastnostech identifikované soustavy.
(Doslo dne 14. listopadu 1969.)
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SUMMARY

Correlation Method for Coefficient Estimation of the Transfer
Function of a Linear Dynamic System

Certain method for linear system coefficient estimations using cross-correlation
function estimations is suggested. These cross-correlation estimations are calculated
from the input signal and the input and output signals transformed by simple filters
that can be easily realized on an analog computer.

Statistical properties of the obtained coefficient estimations as welil as the arran-
gement of the performed experiment are described.

Ing. Roman Mikolds, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2.
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