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Analytické derivovanie na Cislicovom pocitaci

Lupovit MOLNAR

Clanok popisuje algoritmus analytického derivovania vyrazov, ktory je modifikiciou algo-
ritmu navrhnutého Hansenom {2]. Derivovanie sa uskuto¢fiuje v niekolkych ,,cykloch®, pri¢om
v kazdom ,,cykle® sa uskutoini jeden krok derivovania. Ulohou modifikovaného algoritmu
bolo snizit polet ,,cyklov‘* na minimum,

V préaci sa podéva algoritmus analytického derivovania vyrazov a jeho realizo-
vanie na samoéinnom d&islicovom pod&itadi. Algoritmus vychadza z prepisu vyrazu
zapisaného v jazyku ALGOL 60 do bezzitvorkového tvaru, na ktory sa aplikuji
znédme pravidld z diferencidlneho podtu. Rozoberd sa iba prva derivacia, aviak
velmi jednoduchym sp6sobom je mozné uskuto&nit deriviciu Tubovolného radu.

Potiatoéna informacia pre program jé pripustny vyraz zapisany v jazyku ALGOL
a premenna derivovania.

ALGORITMUS

Podstata algoritmu spodiva v aplikacii vhodnych transformalnych vzorcov na
vyraz zapisany v bezzitvorkovom tvare. Pri tvorbe algoritmu budeme vychadzat
z prace 1. W. Hansena a kol. [2]. Jeho transformagné vzorce moZeme pisat v tvare:

[£u] = & [u] o],
[ u) = =[u,
[x uv] =+ x [u]' v x ufo]’,
[tnu] = x [u] x T —lnun,
= x [u] expu,
[lnu] = x 1 = tufu},
[sinu] = x [u] cosu,
[cosu] = x [u] =sinu,
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kde ' znamena znak derivovania,

~ je operator zmeny znamienka,

u, v su Tubovolné pripustné vyrazy,

n je Tubovolny pripustny vyraz, ktory neobsahuje premenni derivovania,
z je premenna derivovania,

Pod pripustnym vyrazom budeme rozumief v podstate jednoduchy aritmeticky
vyraz definovany v jazyku ALGOL, rozsireny o operitor zmeny znamienka a ob-
sahujuci iba tie funkcie, ktoré si obsiahnuté v transformaénych vzorcoch. Transfor-
madéné vzorce mbZeme pochopitelne vhodne rozsirit.

Cely proces derivacie prebieha v niekolkych ,,cykloch®, ktorych pocet zévisi od
tvaru vyrazu, ktory mame derivovat. V jednom ,,cykle sa uskuto¢ni iba jeden krok
derivovania, napr. derivacia vonkajiej funkcie, derivacia sGdinu bez derivacie &i-
nitelov ap.

Urdité zjednodusenie uvedeného algoritmu navrhol R. G. Tobey [5]. Zjednoduse-
nie sa robi tym, Ze sa pred pouZitim transformaénych vzorcov urobi analyza prislus-
ného vyrazu, ktory chceme derivovaf, &m sa v mnohych pripadoch transformaéné
vzorce zjednodusia, ako napr. pri derivacii sudinu ak jeden operand je kongtanta
a pod.

Napriek uvedenému zjednoduseniu musime pri tomto algoritme urcitym spésobom
pracovaf i s prvkami vyrazu, ktoré tvoria vysledok niektorého ,,cyklu* derivovania
a nemenia a ani nebudd menif svoj tvar. Tento problém by sme odstranili, keby
sme cely proces zlinearizovali, tj. cely proces derivovania by sa uskutoc¢nil v jednom
,,cykle* derivovania. V dalSom si ukaZeme algoritmus, ktory sme vypracovali na
Katedre matematickych strojov EF SVST. Tento algoritmus sice neprevedie cely
proces derivovania vZdy na linearny, ale vo vid§ine pripadov podstatne obmedzi
pocet ,,cyklov* derivovania. .

Transformaéné vzorce pri naom algoritme nadobudnt tvar:

1 + ==

2 _— = e

3 x =+ x [ulpv x uv]

4 T=x+xT7—1nun

5 exp = X expu

6 In=x1-=1u

7 cos = X ~+sinu .
8 sin = X cosu

9 - z=1

10 kondt. = 0

Prv neZ uvedieme popis algoritmu, rozoberieme si podrobnejiie transformaéné
vzorce pre nasobenie a umoctiovanie. Cely proces derivovania podla nasho algo-
ritmu bude prebiehat tak, Ze sa v podstate derivuje kaZdy prvok vyrazu. K tomu su



vhodne prisposobené i nase transformacné vzorce. Zoberme si viak transformacny
vzorec pre nasobenie z pévodného algoritmu

[xw] =+ x [u) vxulv].

Medzi vyrazmi na pravej strane, ktoré potrebujeme derivovat, . [u]’, [v], sa
nachazdaji vyrazy u, v a operdtor x, na ktoré sa nebudu aplikovat transforma&né
vzorce, ale ktoré iba opiSeme. Preto na$ novy transformacny vzorec, ktory vychadza
z toho, Ze budeme derivovat kaZdy prvok, obsahuje dvojicu prvkov I p, kde p je
potet prvkov z ktorych sa skladajh vyrazy u, v zvdSSeny o jednotku (operator x),
ktora ndm urduje, Ze nasledujucich p prvkov derivovat nebudeme, ale ich iba opi-
Seme. .

Z rovnakych dévodov obsahuje i transformaény vzorec pre umociiovanie operator
+. Ak totiZ budeme derivovat vyraz tvoriaci exponent (neobsahuje premennt
derivovania), dostaneme ako vysledok nulu, ktord bude viazana uvedenym ope-
ratorom +.

Ako sme uZ uviedli, cely proces derivovania podla nagho algoritmu prebieha tak,
Ze sa derivuje kazdy prvok vyrazu. UZ priamo z transformaénych vzorcov vidiet, Ze
v pripade, Ze vyraz neobsahuje operator x, cely proces derivovania je linedrny.
V pripade, Ze vyraz obsahuje operator x, zvidcsi sa pocet ,,cyklov'‘ derivovania
o tolko, kolko je operdtorov x. Cely proces prebicha nasledujicim spdsobom:

. prepis vyrazu do bezzatvorkového tvaru,

. priradenie znaku derivacie a koncového znaku,
. vyhladanie znaku derivacie,

. analyza nasledujiiceho prvku.

BN

Poradie daliich krokov zéavisi od druhu prvku, ktory sme analyzovali. Ak je to
koncovy znak, pokralujeme krokom 7., ak je to operator X, aplikuje sa prislusny
transforma®ny vzorec a zbyvajice prvky sa prepidu; pokrauje sa krokom 3., ak je
to znak I zoberie sa nasledujiici prvok p, ktory nam urdi kolko dalSich prvkov sa
iba prepiSe a pokraluje sa krokom 4., inak sa pokrauje krokom 5.

5. Vyhladanie prislu§ného transformadného vzorca a jeho aplikacia,
6. skok na krok 4,
7. vystup.

Krokom 7. sme dostali zderivovany vyraz v bezzitvorkovom tvare. Dalej mozZe
nasledovaf jeho pouZitie v uvedenom tvare, alebo prepis do ALGOLu.

URCENIE PODVYRAZOV

Aby sme transformaéné vzorce vobec mohli pouZif, musime si najprv urcit pod-
vyrazy, ktoré tvoria operandy jednotlivych operacii. Pre uréenie podvyrazu bude
platif pravidlo: podvyraz bude tvoreny postupnostou (refazcom) prvkov z daného
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vyrazu, v ktorom pocet operandov je o jednotku vidsi, ako podet binarnych opera-
torov (+, —, %, 1).
Napr. vo vyraze
+,1,2,sin, x,3,2,1,2, 2,

ktory je tvaru +uv, je podvyraz u tvoreny refazcom

1,2, sin, x, 3,z
a podvyraz v refazcom
T2z

ako vidief, oba refazce vyhovuji na¥mu pravidlu.
POUZITIE

PouZitie oboch algoritmov si ukaZeme na jednoduchom priklade. Majme deri-
vovat vyraz:
z2 + sin® 3z .
Prepisom do bezzatvorkového tvaru a priradenim znaku derivacie dostaneme:
[+, 1,2 sin, x,2,3,1,2, 2] .

Derivacia pévodnym algoritmom bude mat tvar:

1. +,[T, 2, sin, x, z, 3]', [T, 2, z]'

2.+, x, [sin, x, 23] x,1, =, 1,2,sin, x,z3,2, x,[z], x, 1, —,1,2,22

3. 4+, %, %,[x,2,3,],c0s, x,2,3, x,1, —,1,2,sin, x,2,3,2, x,1,x,1, —,1,2,2,2

4.+, %, x, +, x,[2,],3, x, z, [3.],co0s, x, 2,3, x,1, —, 1,280, x,23,2,
x,1, x,1, -, 1,2,2,2

5. 4+, X, X, +, x,1,3, x,z,0,c08, x,2z,3, x,T, —, 1,2,sin, x,2,3,2, x,1,
x, 1 —,1,2,2,2

Vysledkom je zderivovany vyraz zapisany v bezzatvorkovom tvare. Prepisom do
ALGOLu dostaneme:

2xzt(2-1)x1+2xsin(3xz)T(2~1)xcos(3xz)x(0xz+3x1)

Vyraz moZno podstatne zjednodusit vykonanim elementarnych opericii.
Derivacia novym algoritmom bude mat tento tvar:

Lo+, x,+, x,1,—,1,2,8in, x,2,3,2,0, x,c0s, X,23, +, x,[z1,3,3, x,
z,3,1,2, 2]

2.+, X, +, x, 1, -, 1,2,sin, x,2,3,2,0, x,cos, X,z 3, +, x, 1,3, %, z,
0, x, +, %x,1,—-,1,2,2,2,0, 1




Prepisanim do ALGOLu dostaneme rovnaky vysledok ako v predo§lom pripade.
Ako vidief z prikladu, podet ,.cyklov‘ derivovania sa skuto¢ne podstatne zmensil.

PROGRAM

Pri programovani treba brat do tvahy to, Ze veli¢iny, ktoré budeme spracovavat
nemusia mat Ciselny charakter. Preto ak chceme s takymito veli€inami pracovat
napr. v jazyku ALGOL je potrebné urobif najprv vhodné prekddovanie. Z tohoto
dovodu nie je jazyk ALGOL vhodny na programovanie tiloh podobného charakteru.
Najvyhodnejsie je pouZif strojovy, alebo vhodny symbolicky kdd, resp. programovaci
jazyk umoziiujuci spracovavat obecné symboly.

Program bol povodne napisané v jazyku ALGOL a neskdr prepisany do strojo-
vého kédu poéitata MINSK 22 na ktorom bol cely algoritmus overovany.

(Doslo diia 14. oktobra 1968.)
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SUMMARY

Analytical Differentiation on a Digital Computer

Tupovir MOLNAR

The paper describes an algorithm for analytical differentiation of the expressions
which is a modification of an algorithm suggested by Hansen [2] Differentiation is
done in a few “loops” and in every “loop” one step of differentiation is done. The
task of the modified algorithm is to reduce the number of “loops” to the minimum.

Ludovit Molndr, prom. fyz., Katedra matematickych strojov, EF SVST, Vazovova I/b, Brati-
slava.
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