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1. UVOD

Cislicova technika patii nesporné k oném vyznamnym uspéchim lidského ducha, které
natrvalo a hluboce zasdhly do nejraznéjsich odvétvi lidské &innosti. Vzpomefime jen, kolik
novych elektrotechnickych prvka bylo jiz v souvislosti s touto technikou vynalezeno, jakého
asili bylo zapotiebi k zvladnuti vyrobni technologic té&chto prvki, kolik bylo vyvinuto novych
elektrotechnickych i mechanickych pfistrojii pro spojeni a spolupraci s poé&itaci a kolik vzniklo
novych tovaren a podnikl zabyvajicich se vyrobou samotnych poéitaltl. Stejné vyznamny je vliv
&islicové techniky v aplikacni oblasti a to jak v souvislosti s vyrobou tak v souvislosti s hromad-
nym zpracovanim dat. Cislicova technika, na rozdil od jinych vyznamnych technickych pokroka,
ma ten charakteristicky rys, Ze usnadiiuje duSevni praci ¢lovéka. Slouzi k védecko-technickym
vypodtim, k zpracovdni hromadnych dat, k rozhodovéani a mlize byt Gspé§né vyuZivana ke viem
formam automatického Fizeni. Aby tato technika mohla byt (spé$né vyuZivina, je tieba mnohé
metody prace, vypoletni metody, organizaci prace, zpisoby vybéru, sbéru a tiidéni dat pfi-
zplsobit tomuto vykonnému ndstroji a pomocniku ¢lovéka. Jakykoliv kol feSeny na samoéin-
ném pocitadi je tieba formulovat jako matematickou tilohu a zvolit vhodnou numerickou metodu
k jejimu fedeni. Neni divu, Ze pro nékteré druhy vypolth nam nestali ta matematika, s kterou
jsme se seznamovali v §kolnich lavicich. Také vypoétové metody, které uzivime p¥i feSeni riiznych
ukold s tuzkou a papirem jsou asto pro samocinny pocitat nepouzitelné nebo alespon nevhodné.
Je tfeba si osvojovat nové metody. Mimo metody vlastniho programovani mame zde na mysli
téz metody numerické, metody analyzy a syntézy, které ndm umoziiuji sestavovat pro vypocet
na samodinném pocitati programy jednoduché, vhodné pro numerické feseni a pokud mozno
univerzalni. Jednou z takovych oblasti matematiky, kterd se zatala prakticky vyuZivat teprve
s rozvojem &islicové techniky a kterd nachazi v posledni dobé fadu zastancti a uplatnéni i v oblasti
automatického Fizeni, je vektorové-maticovy zdpis diferencialnich rovnic. S tim tzce souvisi
popis dynamickych vlastnosti jednotlivych &asti reguladniho obvodu i celého regulaéniho obvodu
pomoci stavovych veliin a tzv. teorie stavovych prostorfi. Je mozné hned na tomto misté pozna-
menat, 7e tento formdlni pfistup k vyjadiovani dynamiky systémil je pro analyzu a syntézu
s tuzkou a papirem krajn€ nevhodny a proto ziejmé nebyl zafazen do vyuky na vysokych Skolach
takfka nikde na svét®. Pro sestavovani programi a pro vypofty na samolinnych pocitadich
ma viak piednosti a vyhody, pro které nabyva stdle vét§iho uplatnéni a popularity.

Tato pfiloha Casopisu Kybernetika je vé€novdna aplikacim stavovych rovnic v regulatni
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technice. M4 slouzit pfedevsim inZenyriim pracujicim v této oblasti. A¢koliv se jednd o matematic-
kou disciplinu, budou zde sledovany predeviim technické a aplikaéni cile v regulaéni technice.
Snahou autora je ukazat v obecné formé a na konkrétnich numerickych pfikladech fe$eni uloh,
které inZenyr pracujici v regulaéni technice umi fesit jinymi, dnes jiZ klasickymi, metodami
teorie regulace. Proto se pro porozuméni vykladu piedpokladaji obvyklé znalosti matematiky
absolventa technické vysoké 3koly, znalosti zdklad( teorie komplexni proménné, obylejnych
linearnich diferencialnich rovnic, Laplaceovy transformace, zdkladd maticového poltu a teorie
regulacnich obvodi.

Autor si v zidném pripadé neklade za kol rozsifit nebo doplnit matematické poucky vztahu-
jici se k této oblasti matematiky. Naopak, vzhledem k neobyCejné rozséhlosti latky bude nutné
inZenyry novych poznatk( a na zddraznéni vzdjemnych souvislosti jednotlivych obmén zdklad-
niho matematického pfistupu.

Tato ptiloha je tudiz pfedeviim mingna jako struény prakticky pfehled a tvod k hliubiimu
studiu této oblasti.

ProtoZe se viak jedna o doplnéni dosavadnich znalosti inZenyrii automatizaéni techniky, budou
zde uvedena ve vzdjemné souvislosti jak FeSeni spojita tak diskrétni a jak pfipady jednorozmé-
rovych tak mnohorozmérovych obvodi. Jednotné matematické zpracovani usnadni Etendrim
roz§ifeni poznatkit i do t&ch oblasti, které zde budou vynechany, jako napf. fizené markovské
procesy, optimalni Fizeni ve smyslu Bellmana a Pontrjagina atp.

Pokud je zndmo, neby!l zatim pfehled podobného zamérfeni publikovan a v &eském jazyku
je zatim jen skromné mnoZstvi praci, které pouZivaji stavové rovnice pro feSeni ukold regulace.
Pokud jsou viak né&které dil¢i otdzky feSeny a publikoviany v dostupné literatufe, bude &tenaf
na tyto prace upozornén odkazem stejné tak jako na pfipady, kdy pro uréité vypocty je jiz sestaven
program pro samocinny pogitac.

2. ZAKLADNI POIMY
2.1 Vstup, stav a vystup

Dynamiku systému popisujeme matematickym modelem systému. Matematicky
model vyjadfuje matematické vztahy mezi tfemi mnoZinami veli¢in: vstupnimi,
vystupnimi a stavovymi veli¢inami.

Vstup systému, vyjddfeny mnoZinou funkci ¢asu nebo mnoZinou &asovych po-
sloupnosti hodnot, pfedstavuje vnéjsi sily plsobici na dynamicky systém. Vystup,
vyjddfeny stejné jako vstup, pfedstavuje popis pfimo pozorovatelného chovani
systému.

Zékladni vlastnosti jakéhokoliv dynamického systému je to, Ze jeho chovdni
v jakémkoliv okamziku Gasu zdvisi nejen na sildch, které na né€j plisobi pravé v tomto
okam?iku, ale téZ na sildch, které piasobily v minulosti. MiiZeme fikat, Ze systém
méa ,,pamét, v niZ je zapamatovan podil v minulosti plsobicich sil na chovéni
systému v prdvé pozorovaném okamZiku. Stav systému, vyjddfeny jako mnoZina
funkci Easu nebo jako mnoZina ¢asovych postoupnosti hodnot, pfedstavuje okamzZity
stav bungk této paméti. Znalost stavu v libovolném okamzZiku f, a znalost vstupu
v jakémkoliv ndsledujicim okamZiku umoZiiuji uréit vystup a stav v jakémkoliv
okamZiku t Z t,.
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2.2 Vlastnosti systému

Systém je fyzikdlné realizovatelny, jestlie jeho vystup a stav v libovolném
okamZiku t, miZe byt funkei jen takovych vstupil, které plisobily pfed okamZikem
to, . V I < tg.

Systém je deterministicky, miZeme-li jeho vystup a stav v jakémkoliv okamZiku ¢
urdit s jistotou pomoci jeho stavu v n&jakém okamZiku f, <  a ze zndmého vstupu
na polouzavieném intervalu {t,, t).

Systém je stochastickyp, jestlize znalost jeho stavu v néjakém okamzZiku ¢, a vstupu
na intervalu {t,, t) umoZituje urdit vystup a stav systému v okamZiku t > #, jen
s uréitou pravdépodobnosti nebo jinym statistickym zpisobem.

2.3 Vstupni, stavové a vystupni veli¢iny systému

ProtoZe vstup, stav a vystup jsou tvofeny mnoZinami veli¢in, vyjadfujeme je jako
vektory. Napf. vstup m veli¢in regulované soustavy oznacime vektorem

(2.1) y=Duyoural =], i=042.,m.

Podobné stav vyjadfujeme vektorem stavovych veli¢in. Napf. u linedrni regulované
soustavy n-tého fddu, kterd je vytvofena fet€zcem n za sebou zapojenych &lent
prvniho fddu, mohou byt stavovymi veli€inami veli¢iny x;, x,, ..., x,, vyznalené
v obr. 2.1. Stavovymi veli¢inami mohou byt téZ napf. derivace vystupni veli¢iny
x(t), dx,(£)/dt, ..., d" 'x,(t)/dt" ! nebo jimi miZe byt jakdkoliv funkee, zpravidla
linedrni kombinace takovych veli¢in soustavy, aby vektor stavovych velidin plng
popisoval stav soustavy. Z uvedeného je zfejmé, Ze je neomezend volnost ve volb&
veli¢in stavového vektoru s vyhradou, 7Ze vSechny alternativy plné popisuji stav
systému. Pfi volbé veli€in stavového vektoru ddvdme pfednost takovym stavovym
veli¢indm, s nimiZ se zjednodudi predpoklddané vypoéty, nebo mdme na zfeteli
moznost tyto veli€iny méfit atp.

Také vystup vyjadiujeme vektorem vystupnich veli¢in. Vektor vystupnich veli¢in
je jednoznaénou funkei stavového vektoru. Vystupni vektor miZe byt i shodny

Obr. 2.1.

se stavovym vektorem nebo vystupni veliCiny jsou p¥imo nékteré veli€iny stavového
vektoru. Napf. u regulované soustavy na obr. 2.1. se miZeme zajimat o &asovy
pritbéh jen velidiny x,(r), kterd je jednou z veli&in stavového vektoru x = [x, x5, ...
-+ X,]" 1 stavového vektoru x = [x,(1), dx,(r)/dt, ..., 4"~ Lx,(£)/dr" 1T,



MnoZinu viech moznych vstupil y systému nazveme prostorem vstupti Y. Podobné
mnoZinu viech moZnych stavil x systému oznacime jako stavovy prostor X a mnoZinu
viech moZnych vystup v systému oznacme jako prostor vystupit V.

Jsou-li vstupni, stavové a vystupni vektory definovdny pro kazdé ¢ z n&akého
intervalu (spojity &as), hovokime o spojitém systému, o spojité regulované soustavé
atp. Jsou-li v8ak vstupni a stavové vektory definovdny jen v diskrétnich okamzicich
Zasu t,, kde k je posloupnost &isel (zpravidla celych &isel) z n&jakého intervalu,
hovotime o diskrétnich systémech.

2.4 Stavova rovnice

Méjme deterministicky systém, ktery je v okamZiku 1, v rovnovédZném stavu
(v klidu) a necht od tohoto okamziku pilisobi na systém vstup y. Vystup systému v
v kazdém okamziku ¢t = t, zdvisi na vstupu y plsobicim na polouzavieném intervalu
gasu {t,, t). To znamend, Ze pro viechna y v Y a viechna ¢ a t, plati:

(2'2) V(t) = Fl(Y<to,r)) .

Definovali jsme tak vpstup systému s pfimo pozorovatelnym chovdnim, jehoZ vy-
stupni veliiny jsou méfitelné fyzikdlni veli€iny.

Nemd-li vak systém pfimo pozorovatelny vystup, miZeme za jinak stejnych
podminek vyjddfit stav systému v okamZiku t a vystup systému jako funkci tohoto
stavu

23 x(t) = FoYeon)»
24 v() = F(x(1)) .

JestliZze opustime pfedpoklad, Ze systém byl v rovnovdZném stavu v okamZiku f,,
zméni se rovnice (2.3) na tvar

(2.5) x(1) = Fa(x(to), Y¢io.1)) -

Rovnice (2.4) a (2.5) sc oznaduji jako stavové rovnice systému. Tyto rovnice plné
popisuji deterministicky systém. P¥i tom rozmér vektoru x vyjadfuje fdd systému.

2.5 Operatory

Operdtor znadi transformaci, kterd md byt provedena s operandem. Napf. je-li
ve dvou vektorovych prostorech Y a X kaZdému y e Y jednozna&n& pfifazen prvek
x e X, pak toto pfifazeni zapisujeme struéné rovnici

(2.6) x = Ay
a mluvime o operdtoru 4 definovaném na prostoru Y a zobrazujicim Y do X.
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Soudet operdtorii 4, + A, definujeme vztahem
(2.7) (A; + A)y = Ay + Ay

pro vechna y z prostoru Y.
ProtoZe s&jtdni ve vektorovém prostoru je komutativni, plynou z (2.7) vztahy

(2-8) (A, + AZ) y= (Az + Al) Yy,
(2.9) [4; + (4, + A5)]y = [(4; + 4,) + A3y

Soudinem operdtorii 4,4, rozumime postupné pouZiti operdtoru 4, na y a A,
na A,y.
Pro soudin operdtorli neplati komutativni zdkon:

(2.10) A Ay + A,Ary.

Je-li y m-rozmérovy vektor rovny souctu m-rozmérovych vektort, napt. y = y; + y,,
kde y; = yy; + y,; pro viechna i, i = 1,2, ..., m, neplati obecn& pro transformaci
operatorem A distributivni zdkon:

(2.11) Alys + y2) # Ay, + Ay, .

Ndsobime-li m-rozm&rovy vektor y libovolnou konstantou a (&islem), dostaneme
opét m-rozmérovy vektor

(2.12) - f=ay,

kde f; = ay; pro viechna i, i = 1,2, ..., m.
Plati-li

(2.13) Aay = ady

oznaluje se operator A jako homogenni.
Zvlastni typy operdtori jsou: operdtor vektorovy, kde

(2.14) fi=A{y, i=12..n,
a operdtor maticovy:

(2.15) f1—l: A Aygy s Ay
fa Azys Azzs s Ao || 22

fa Ants Apzs oo Ay || Vi
kde

(2.16) fi=Y Agy;, i=12..,n,
j=1



nebo
(2.17) f=Ay.
2.6 Lineérnost
Operdtor je linedrni, spliiuje-li poZadavek homogenity a distributivniho zdkona:
(2.18) Afay, + by,) = ady, + bAy,.
Neni-li rovnice (2.18) spinéna, jednd se o operdtor nelinedrni.

MuzZeme-li matematicky model systému vyjddfit linedrnimi diferencidlnimi rovni-
cemi, nabyvd rovnice (2.5) a (2.4) tvaru

dx(t
(2.19) J? = A x(1) + B(1) y(1).
t
(2.20) v(t) = C(1) x(1),
kde y(t) je m-rozm&rovy vektor, x(t) je n-rozm&rovy vektor, ¥(f) je s-rozmérovy
vektor a A, B, C jsou linedrni maticové operdtory typu (n; n), (n; m) a (s; n).
U diskrétnich linedrnich systémd mdme misto (2.19) a (2.20) rovnice
2.21) x(k + 1) = A(k) x(k) + B(k) y(k) ,
2.22) v(k) = €(k) x(k) .
2.7 Stacionarnost
Spojity operdtor A je staciondrni, spliiuje-li vztah
(@23) (i = 1) = Aly(t = 1)]
pro viechna t a t; a pro viechna y z prostoru Y. Systém je staciondrni mtiZze-li byt
popsdn staciondrnimi operdtory. Jinymi slovy, systém popsany diferencidlnimi
rovnicemi s konstantnimi koeficienty je staciondrni a podobné systém vyjddfeny

rovnicemi (2.19) a (2.20) je staciondrni, jsou-li operdtory A, B, C konstantni matice.
Podobné miZeme definovat i staciondrnost diskrétniho systému.

2.8 Shodnost systémi

Méme-li dva systémy, jejichZ vstupni, stavové a vystupni vektory jsou y!, x', v
a y?, x?, v2, pak tyto systémy jsou pozorovatelné shodné, jestlize pro viechna y v Y
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a vSechna t rovnost
(224) y'(t) = y*(0)
podmifiuje rovnost
(2.25) vi(r) = v(1)

Z uvedeného je ziejmé, Ze definice pozorovatelné shody nebere zfetel na stav
porovndvanych systémi, ale posuzuje jen vnéjsi veliciny, vstup a vystup. Chceme-li
usuzovat na shodu ¢ rozdilnost i vnitfnich viastnosti systému, je tfeba zavést Gplng&jsi
definici shody zahrnujici i stav systémua. Takovd definice nesmi viak zdviset na libo-
volng volitelném soufadnicovém systému pro stavové veli¢iny. Jinymi slovy, v libo-
volném okamziku Casu t stavové vektory dvou systému se shodnymi stavy se mohou
ligit, ale musi byt moZné transformovat jeden stavovy vektor na druhy linedrnim
konstantnim operdtorem.

Z této uvahy plyne definice tak zvané pfisné shody: Dva systémy jsou pfisné shodné,
je-li spIn&na podminka pozorovatelné shody a jestlize (2.24) podmifiuje rovnost

(2.26) x'(1) = Fx*(1) .

kde F je nesinguldrni konstantni matice.
2.9 Riditelnost a pozorovatelnost

Systém je Fiditelny v okamiiku t,, je-li moiné vhodné vybranymi vstupy zménit
jeho jakykoliv potdtedni stav x(t,) ze stavového prostoru X na jakykoliv jiny stav
téhoZ prostoru v konedném Sasovém intervalu <o, £).

Systém je pozorovatelny v okamziku t,, je-li mozné jakykoliv jeho poédtedni stav
x(t,) ze stavového prostoru X urdit pozorovdnim vystupu po dobu koneného
casového intervalu <y, 1).

U staciondrnich linedrnich systém@ neni definice Fiditelnosti a pozorovatelnosti
spjata s okamzikem t, a ob& definice l1ze modifikovat takto:

Staciondrni linedrni systém je Fiditelny neni-li jej moZné transformovat na ptisn&
shodny systém, u néhoZ by jedna nebo vice stavovych velicin bylo nezdvislych
na vstupu y.

Staciondrni linerdni systém je pozorovatelny, neni-li jej mozné transformovat
na pfisné shodny systém. u néhoZ vystup v je nezdvisly na jedné nebo vice stavovych
veli€in x;.

Jinymi slovy fikdme, 7e stavovd veliCina, kterd nezdvisi na vstupu, je nefiditelnd.
Je-1i vystup nezdvisly na nékteré stavové veli€iné, pak tato stavovd veliina je ne-
pozorovatelnd.

Bliz3i udaje o fiditelnosti a pozorovatelnosti systémil jsou uvedeny v kap. 9.



3. ODVOZEN{ STAVOVYCH ROVNIC
3.1 Spojita verze
3.11 Postup I — stavové veliciny jsou definovdny vztahem x;,, = x;

Jednorozmérovd soustava

Méjme soustavu, napf. regulovanou soustavu, se vstupni veliinou y a vystupni

~{ < -

Obr. 3.1.

veli¢inou v (viz obr. 3.1), jejiz dynamika je popsdna linedrni diferencidlni rovnici
s konstantnimi koeficienty

m

av?(t) =3 b, y9(t)y, nzm.
=0 j=o

M=

(3;1)

1t

Zavedeme-li operdtor

. dé
3.2 D'= —
() o

s

miiZeme rovnici (3.1) formdlné pfepsat na tvar

(3.3) YaD'u(t) =Y bD y(t), nzm,
i=0 i=0
(3.4) Ao(t) = B y(1),
kde ziejmé
(3.5) A=YaD" a B=Y b0.
i=0 i=0

Z rovnice (3.4) plyne formdlng, Ze

(36) ) = 2 50
Zavedme
(37) 20 = Bx0),
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takZe
(38) f‘-ﬂ(:) =x(1).

Rovnici (3.4) tudiz nahrazuji dva vztahy:

(9) Ix() = (0.
(3.10) Bx(t) = o).
Zavedeme-li nyni stavové veliCiny

(3.11) x(t) = x,(1),

50 = xi(0) = x0()

XU = x,(1) = x{2,(7),
je ziejmé&

(3.12) xM(ty = x{(t)
a rovnici (3.9) miZeme pfepsat na tvar

G13)  x00) = .;7 o) = B ) = = 2~ %, (0).

n

Rovnice (3.11) a (3.13) miZeme napsat jako jedinou rovnici pomoci konstantnich
maticovych operdtort a vektorii stavovych veliin:

(3.14) xPO)= 0 1 0..0 x () + [0 ¥(r),
x§1(1) 0 0 1..0 x,(t) 0
Oy _ 0 4 - 't 2
RO I ettt | KO I P

nebo struéné
(3.15) x(1) = Ax(t) + B y(1).

Z rovnice (3.10), pfi pouZiti stavovych velicin definovanych v (3.11), dostaneme
rovnici definujici transformaci stavovych veligin x,(t), i = 1,2, ..., n, na vystupni
veliginu o(r)

(3.16)  box,{f) + by xa(t) + o+ by X0 + by xO() = o(r), m=n,
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nebo
(3.7 {0 = Cx(i) + H 5(0),
kde H = b,/a, a C je fddkovd matice typu (1; n)

(3.18) c= I:bo T U S ‘L"l'b"] .

aﬂ an an

Obr. 3.2.

Rovnice (3.15) a (3.17) jsou stavové rovnice uvazované soustavy. Z obou stavovych
rovnic jsou patrna zjednoduSeni nastdvajici pfi b, = 0 a pfi g, = 1.

Stavové rovnice (3.15) a (3.17) miiZeme téZ vyjadfit jedinym blokovym schématem
stavovych rovnic, uvedenym v obr. 3.2 plné pro m = n — 1 a &arkované je doplnéna
slozka pro m = n.

Pokud jsou konstanty by, b,, ..., b,_, nulové a by, = 1, pak stavové veli¢iny x;,
i=1,2,...,n jsou shodné s vystupni veli€inou soustavy a jejimi derivacemi; tj.
s 7I(1), i = 1,2,..., n. To je uréitd vyhoda pouZité definice stavovych velicin.

PFiklad. Sestavme stavové rovnice k diferencidlni rovnici
207(1) + 3v'(1) + 20(r) = y(t)+ 5y'(1).
Regeni. Podle (3.14) a (3.17) je )

EANE NI
o) = [1, S][xi(0) xo(0)]"
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3.12 Postup 1l — stavové veliciny jsou linedrni kombinaci derivaci vstupni
a vystupni veliciny soustavy

Jednorozmérova soustava
Dynamiku soustavy necht opét popisuje diferencidini rovnice n-tého fadu
(3.19) a, V(1) + a0 (1) + o+ ay V(1) 4 ag u(t) =
= by ¥(1) + by YVU) + ... + by V(1)
kde m £ n. M&me piipad, kdy m = n a definujme stavové veli¢iny t€mito rovnicemi:
(3.20) xy(1) = a, o(t) — b, ¥(1),
x5(t) = a,_y o(1) + a, V1) = b, ¥(£) = b,_, ¥(1),
x3(1) = a,_, o(t) + a,_; !V(t) + a, v (1) —

= by y2(1) = by Y1) = by ¥(0),

(6 = ay o(t) + ay o) + .+ a7V
— bn y(”*“(r) _ b»-l y(an) - = b1 y(l).
Z prvni rovnice soustavy rovnic (3.20) vypotteme o(1) a dosadime do viech ostatnich

rovnic této soustavy a vSechny &leny s derivacemi veligin v(f) a y(f) nahradime prvni
derivaci stavové veli¢iny, definované vidy pfedchdzejici rovnici. Dostaneme:

(3.21) xy(1) = f’fﬁ‘ x;(1) + xy(f) ~ (b — fn b..) ¥1),

an

x5(1) = o=z v\'l(r) + Xi(’) - <buv2 - ”_:I:z bn) y(r) s

n n

(1) = L, (0) + x, () - <b1 - 3‘—17,.) ).
a

all n

P¥ipojime-li k rovnici (3.21) ptivodni diferencidlni rovnici vyjddfenou pomoci za-

vedenych stavovych veli¢in a to v ndsledujicim uspofdddni

(3.22) 0 =22 x,(1) + x(1) - (bo - gﬂ b,,) W),

all n

13



muZeme rovnice (3.21) a (3.22) napsat pomoci maticovych operdtori v této formé:

B2 [x@ =] -2 1 0 . of|x () |+ |bui = b, [ 0(0),
aﬂ all
x3(f) ~%22 0 1oy by — 21=2p,
a" an
x(1) — 0 0 ...ooffx) by — 20p,
L — — aﬂ i . L a"

nebo struéné
(3.24) ) x(t) = Ax(t) + B y(t).

Transformace stavovych veliGin x(t), i =1,2,...,n na vystupni veliGinu o(r) je
v tomto pripadé trividlni. Je definovdna prvni rovnici (3.20). Piepiseme-li ji pro
jednotnost zdpisu do maticového tvaru, je

(3.25) ot) = C x(t) + H y(t),
kde

Obr. 3.3

Blokové schéma stavovych rovnic (3.24) a (3.25) je uvedeno na obr. 3.3.
Vyhodou volby stavovych veli¢in podle postupu uvedeného v tomto odstavci je,
Ze pii jakychkoliv hodnotdch konstant bg, by, ..., b,_, a pro b, =0 a a, = | je

x,(t) = oft).
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Pti numerickych vypogtech nemusime pak provddét transformaci (3.25), zatimco
pfi postupu podle odstavee 3.11 je pfi uréovdni vystupni velidiny o(f) transformace
podle (3.17) vidy nutnd. Proto budeme ddle aplikovat pfevdZné postup II uvedeny

v tomto odstavci.

Priklad. Sestavme stavovou rovnici k diferencidlni rovnici

Reseni. Podle (3.23)

207(t) + 30'() + 20() = p(1) + 5y°(e) .

a (3.25) je

et B I R H G

o) = dx,(t) .

Délime-li danou rovnici konstantou a, = a, = 2, dostaneme:

i o ] e R H S

U(l) = x‘(t) .

3.13 Stavovd rovnice soustavy pfi piisobeni akéni a poruchové veliciny

Piisobi-li na vstupu regulované soustavy soucasné akéni veli€ina y i poruchovd

velidina u, miZeme pro staciondrni linedrni soustavu napsat rovnici

n m P
(3.26) Ya, o)=Y by ) + Y c,u®(t), m<an, p<n.
=0 i=o i=0

Pro m = p = n — 1 a ve shod& s postupem II (odst. 3.12) vypocteme

e [xo]-[

x3(1)

x;,(l)
nebo struéné

(3.28)

kde B = [b,_,, by ...

a

= B R N | EN O R B [y
an
a1 () by_3¢,-2
ay

% 90 .. oflx( by <
a!l - - -

x'(t) = Ax(t) + B y(t) + Cult),

¥(1)

u(?)

Jbo]Ta € = [¢y1. Cyozy--ma €0 PHitom stavové veliSiny
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jsou definované takto:

(3.29) xl(l) = a, v(l) ,

(3.30) (1) = 52:1. () + X4(0) = by 1) = ¢y uli),
-‘3(’) = a;:z Xl(’) + X'z(r) — b, J’(’) T Cy-2 “(I) .

n

(1) = f"i X, (1) + xhq(1) = by ¥{t) — cqu(r).

S takto definovanymi stavovymi veli¢inami nabyvd pivodni diferencidlni rovnice
(3.26) tvaru

(3.31) o Z—Oxl(t) — bo (1) — cout) = 0.

Rovnice (3.30) a (3.31) definuji stavovou rovnici (3.27). Rovnice (3.29) ptedstavuje
transformaci stavovych veliin na vystupni veliinu soustavy.

Podobn& bychom mohli odvodit stavovou rovnici soustavy, na jejimz vstupu
piisobi kromé akéni veliiny vétsi polet poruchovych veli¢in nez jedna.

Pusobi-li na soustavu jen jedna poruchovd veli€ina a to na vystupu soustavy,
jsou v rovnicich (3.26) aZ (3.31) konstanty c,, ¢, ..., ¢,—, nulové a ¢, = 1.

3.14 Mnohorozmérovd spojita soustava

Dynamiku N-rozmérové staciondrni linedrni spojité soustavy popisuje soustava
linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty

(3.32) flui,(o) v 1) =_§ bi(D)v{1), i=1,2,..,N.

p =1

V rovnici (3.32) je potet akénich veli€in roven podtu N regulovanych velitin, a,{D)
a b;(D) jsou polynomy v D stupn& n;; a m,, m;; < ny;a D = d/de. Systém rovnic
(3.32) maZeme téZ napsat v maticové formé

(3.33) A(D)¥(1) = *B(D) y(t),

pii ¢emZ a,(D) a by(D), i,j = 1,2,..., N, jsou prvky matic *A(D) a *B(D).
Pozndmka. Uréime-li k rovnici (3.33) jeji Laplacetiv obraz

(3-34) FA(P) v(p) = FB(P) Y(p),
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je obraz feSeni
(3.35) V(p) = F1'(p) Folp) Y(p) = S(p) Y(p),

kde prvky matice S(p) jsou pfenosy S;/(p) jednotlivych &dsti regulované soustavy.

Matice *A(D) a *B(D) v rovnici (3.33) je moZné napsat jako soudet matic, kde prvky
jednotlivych matic jsou ndsobeny stejnou mocninou operdtoru D. Pro n = max (nij).
m = max (m;;) a pro n = m je
(3.36) (CAD" + A, D" ' + .+ A D + A v(1) =

= (*B,D" + *B,_,D""' + ... + B, D + *B,) y(¢).

Odtud pocinaje muiZe byt postup urCeni stavovych rovnic v podstaté shodny s po-
stupem uvedenym v odst. 3.11 nebo 3.12. Rozdil je vSak v tom, Ze pracujeme nyni
s maticemi a vektory.

PouzZijeme postup II, tj. podle odst. 3.12, a dostaneme po zavedeni vektord stavo-
vych veli¢in

X, = [X,1, X200 Xy ], v=1,2,..,n:

(3.37) x| =] —-A-, 1,0,..,0]|x ()| + |B,-1 | ¥(1),
x5(t) —A,_5,0,1,...,0| x,(1) B,_,
x)(0) —As 0,0,...,0||x.(1) B,

kde

A_, =°A_FA7', B,_,=°B,_,—A_jfA"B,, 1=1,2,...n

a kde vektor

y(0) = (), - (@1

Transformaci stavovych veli¢in na vektor vystupnich veliéin provedeme podle
rovnice

(3.38) v(t) = *A7 ! x,(1) + *ATUB, y(1)

kde vektor

ORIRIGRRORSEOILS

Druhy ¢len na pravé strané rovnice (3.38) je nulovy, kdyZ m;; < n;; pro vSechna ij.

Prevedeni soustavy diferencidlnich rovnic (3.32) na stavové rovnice (3.37) a (3.38)
je uvedenym postupem zfejmé mozné jen tehdy, pokud je matice A, reguldrni.
Je-li matice *A, singuldrni, zfistdvaji v platnosti rovnice definujici stavové veliCiny
podle jednorozm&rného vzoru (3.20). Pievedeni je tudiZ moZné, ale nelze uvést
obecng explicitni fe§eni. Pro soustavy diferencidlnich rovnic se singuldrni matici *A,
miZeme proto postup pfevedeni na stavové rovnice naznadit jen na zvldstnim pii-
kladu.
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Piiklad 1. Sestavme stavové rovnice dvourozmérové soustavy, jejiz dynamiku popisuji tyto
rovnice:

304(1) + v,(t) + v5(1) + Sui(r) + 20,(1) =
=y, (1) + 2y3(1) + 3y,(1) + 4y3(0),
205(1) + 203(1) + v,(1) + 3v3(r) + 6v3(r) + 20,(r) =
= 2y,(1) + 5p4(r) + 2p,(1) .

Reseni. Sestavme nejdfive matice A, _, a*B,_,, 1=0,1,2:
1,2 1,3
SA, = s , B, = ’ R
oLia) -]
‘A, = 3,5 SBI: 2, 4
2,6 | 50
0,1
A, = ’ , B, =0.
=53] =
Matice °A, je zfejmé reguldrni, takZe k sestaveni stavovych rovnic miZeme pouZit vzorca (3.37)
a (3.38):
3, —1 -3
SATL 1 > . 2>
SRR s
_ 1
Al = sA‘sAz—l - 3,5 %, Z
2,6 1,0
. 0, 1 —-3,'% 1,0
A, = SA A 1 _ 3 2> 2 — > .
o e [2,3][ 1,0] [0,1]
x’ll(t) =
x,u(t)

xh x(l)
x’zz(t)

a podle (3.38) urdime

Podle (3.37) je

- e
oo~
co~o
®

~

—~

=

=

D W

X

I

—

-

N
N =
N WO N

O[5 4]

Priklad 2. Nechf jsou dany diferencidlni rovnice dvourozmérové soustavy

vi(1) + 2vi() + 20,(1) + 3v5(1) + v,(1) = 4y,(r) + 5yi(1) + 3v,(0)
704(1) + 504(7) + vy(t) = 3y,(t) + y.(1) .

Sestavme stavové rovnice.
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Reseni. ProtoZe matice A, je singuldrni, nemiiZeme provést pievedeni na stavové rovnice
podle vzorcd (3.37) a (3.38). Sestavime v tomto p¥ipadé rovnice uréujici vztahy mezi stavovymi
a vstupnimi veli¢inami soustavy a to podle vzorct (3.21) a (3.22)

\

(3.39) x,(1) = *A, v(1) ,

(3.40) ) x,(1) = A, x,(1) + x7(r) — *B; (1),

0 = A, x,(1) + xé(’) ~ *Bo J’(’) >

kde viechny vektory veli¢in maji v feSeném pfikladu dva prvky. Z rovnice (3.39) a ze zadanych

diferencidlnich rovnic plyne
[x“(t):l _ [1, ()][vl(z)J
x1,(1) 0, 0 vz(t) ’

xy4(1) = v,(1),
x1,(t) =0,
coz je stavova rovnice definujici pfevedeni stavovych veli¢in na vystupni veli¢inu soustavy. Veli¢ina

v,(1) nezavisi na stavovych veli¢indch soustavy a je tudiz neregulovatelna.
Z rovnic (3.40) dostaneme:

Lol =[alleT+ (ol - o0
$a(l) = 26400) + x10) = 510

x22(0) = Tx1a(t) + x15(1)

S I S e el
0 = 2x,,(f) + x5,() — 4y,(t) — 3y,(t),

0 = 5x,5(f) + x32(1) = 3p2(8) ~ ¥a(1) -

Podle odvozenych vztahii miiZzeme nyni sestavit pfislu§nou stavovou rovnici

xp (O =1-20 1,0[]x,()]+]5 0|[y.(t)
x12(?) =7, 0,0, 1[|x,,(f) 0,0 ,:yz(’)]v
x54(t) —2,0,0, 0]x,(s) 4,3

x| [ =5 0.0 0f|x0()] |31
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3.2 Diskrétni verze
3.21 Postup I — stavové veli¢iny jsou definovdny vztahem x{k + 1) = x;, (k)

Jednorozmérovd soustava

U diskrétni verze odvozeni stavovych rovnic ¢lenit regulaéniho obvodu popsanych
linedrni diferencni rovnici s konstantnimi koeficienty musime rozliovat dva pfipady
a to pfipad diskrétné pracujicich ¢lentt a pfipad spojité pracujicich ¢lend. Je-li vstupni
veli¢ina ¢lenu obvodu y a vystupni veli€ina v (viz obr. 3.1), miiZzeme pfislunou di-
feren¢ni rovnici napsat ve tvaru

(341)  a, ok = n)+ g, ok —n + 1)+ ...+ a, ok — 1) + ag v(k) =
= bo y(k) + by y(k — 1) + ... + b, y(k — n).

U diskrétng pracujicich ¢lent regulaéniho obvodu, realizovanych napf. pocitacem,
milZe byt konstanta by, nenulovd, zatimco u spojité pracujicich ¢lendt musi byt az
na trividlni pfipad soustavy nultého fddu, konstanta b, rovna nule.

V rovnici (3.41) je vynechdna pro stru¢nost zdpisu v argumentu velidin v a y
perioda vzorkovdni T. Spravn& by melo byt napf. o[T(k — i)] misto v(k — i).
Zavedme pro posunuti o i period vzorkovdni symbol E7', tj.

(3.42) E~To(k) = ofk — 7).

S oznagenim (3.42) miZeme rovnici (3.41) pFepsat na tvar

(3.43) izoaiE"' v(k) = i b.E" " y(k),

i i=0

(3.44) Av(k) = B y(k),
kde zfejmé

: n n
(3.45) A=YaE" a B=Y bE™".

i=0 i=0
Stejné jako v odst. 3.11 mtZeme rovnici (3.44) vyjddfit dvéma vztahy:
(3.46) Ax(k) = 5(8), ~
G4 Bx(k) = ufk) .
Zavedeme-li nyni stavové veliCiny
(3.48) x(k — n) = x,(k),
x(k = n + 1) = x,(k + 1) = x,(k),
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x{k — n + 2) = xo(k + 1) = x5(k),

x(k — 1) : Xpoa(k + 1) = x,(k),
(3.49) (k) = x(k + 1),

miizeme rovnici (3.46) pfepsat na tvar

(3:50)  x,(k 4 1) = ai[y(k) %K) = a3 %y (K) — oo — ayx,(R)] -

Rovnice (3.47) je nyni se stavovymi veli¢inami (3.48) a (3.49)
(3.51) u(k) = bo x,(k + 1) + by x,(k) + ... + b, x,(k).

Dosadime-li v (3.52) za x,(k + 1) z (3.50), dostaneme
(352) oK) = 2 [0(k) — @y x(k) — @z 1 a(K) — . — anxi(0)] +
a, .
+ by x,(k) + ... + b, x,(k),

(3.53)  o(k) = ?,v(k) + (b, -

(b - %’(‘?) x, (k) .

Rovnice (3.48) a (3.50) uruji prvni stavovou rovnici

(3.54)  [x(k + 1)] = 0, ... O)[x(k)]+ 07K
xy(k + 1) L ... 0| xyk) 0
ap—y ay 1
x,{k + 1) co—= = x(k) —
A do do_| A Lag

a rovnice (3.53) urduje druhou stavovou rovnici

(3.55) o(k) = [(b - ”:%) - <b, - f?ffiﬂ k), o (0T + :—Zy(k)-

Obé rovnice miiZzeme struéné napsat takto:
(3.56) x(k + 1) = Ax(k) -+ B y(k),
(3-57) v(k) C x(k) + H y(k).

It

b"a‘)x,,(k) + <b2 - ?B‘_‘) 2y (k) + o
a, aq
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Vyznam jednotlivych maticovych operdtorit a vektori vyplyvd z porovndni
s rovnicemi (3.54) a (3.55). Jedn4-li se o regulovanou soustavu, kdy b, = 0, zjedno-
dusi se stavovd rovnice (3.55). Z (3.54) a (3.55) je zfejmé, Ze je uelné upravit pavodni
diferendni rovnici (3.41) tak, aby ao = 1.

Blokové schéma stavovych rovnic je uvedeno v obr. 3.4.

Priklad. Pienos Cislicového korekéniho &lenu v transformaci Z je dan vyrazem

P(z) = Eyz) 243627 —0827?
Ei(z) 1+07z7" + 0,1z72"

Sestavme piislu$né stavové rovnice.

bo 0

1
L
ao
e b—— - —
Xulk + 1) xalk) xi(le+ 1) xi(k)
L
Obr. 3.4,

Reseni. Dany pfenos pfepime na tvar odpovidajici rovnici (3.41)
0,ley(k = 2) + 0,7e,(k — 1) + ey(k) =
= 2¢,(k) + 3,6e,(k — 1) — 0,8¢,(k — 2).

Prvni stavovou rovnici sestavime podle vzoru (3.54)
(kD[ 0 1 0], 10
xz(k + 1) -0,1, =0,7 xz(k) 1
a druhou stavovou rovnici podle vzoru (3.55)
v(k) = [—1,2,2] [x (k) x2(k)]" + 29(k) .
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3.22 Postup II — stavové velic¢iny jsou linedrni kombinaci hodnot vstupni
a vystupni veli¢iny soustavy
Jednorozmérovd soustava
Napi¥me rovnici (3.41) v tomto uspofddani
(3.58) @, u(k) + ay_y v(k + 1) + ...+ a; ok + n — 1) + agv(k + n) =
=bov(k +n) + byv(k + n—1)+ ... + b, y(k)
a zavedme tyto stavové veliCiny
(3.59) x4(k) = ao v(k) — bo y(k},
(3.60)  xy(k) = a, v(k) + agv(k + 1) — by y(k + 1) = b, y(k)
x3(k) = a, (k) + a, v(k + 1) + ag v(k + 2) —
— b y(k +2) — by y(k + 1) = b, y(k),

x,(k) = @, o(k) + a,_ vk + 1) + ... + agv(k +n — 1) — ...
co = bk +n =1y — ... — b,y 9k + 1) = b,_y y(K) .

Z rovnice (3.59) vypotteme v(k) a dosadime do viech rovnic (3.60) a v t&chto rovni-
cich nahradime vSechny velidiny o(k + i) a y(k+1i), i=1,2,...,k+n—1
stavovymi veli¢inami x,(k + 1). Dostaneme

(3.61) (k) = (k) + 22 (1),

o do

(3.62)  xy(k) = D, (k) + x,(k + 1) — (bl - b0> (k) ,

ao ag

6) = L) + 6tk + 1) = (b= 2 00) 506,

do

5lk) = 22, () + xpm (e + 1) = (b - bbo) ¥K).

ao do
Pivodni diferen¢ni rovnici (3.58) miZeme nyni vyjddfit pomoci stavovych veliin
takto:
a a,
(3.63) 0= % (k) + x,(k + 1) - (b,, G bo) K.
o

Ao
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Rovnice (3.62) a (3.63) urduji prvni stavovou rovnici

(3.64) x,(k + O|=|- a_l, O, .., 0 «"1(’5) +1b, - a, bo | ¥(k) .
dg aq
Nk + )| [ =200 ol b - 2h
dg ag
e+ )] =200, 0k k)| b - b
L R L ag L ] ag

Druhou stavovou rovnici vyjadiuje vztah (3.61). Rovnice (3.64) a (3.61) ve vektorove
maticovém zdpisu jsou
(3.65) x(k + 1) = Ax(k) + B y(k),

M) = Cx(l) - H (),

|

xitk)

Obr. 3.5.

kde vyznam jednotlivych maticovych operdtort a vektorti vyplyvd z porovndni

s rovnici (3.64). S b, = 0 se zjednodusi rovnice (3.64) i (3.61). Z téchto rovnic je téZ

patrno, Ze je Gcelné upravit pavodni diferenéni rovnici (3.58) tak, aby a, = L.
Blokové schéma stavovych rovnic je uvedeno na obr. 3.5.

Piklad 1. Sestavme stavové rovnice k piikladu odst. 3.21!

Reseni. Podle (3.65) a (3.63) je

e i o M e
v(k) = x,(k) + 2y(k).
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Piiklad 2. Je d4n diskrétni pienos spojité &asti reguladniho obvodu
0;1306z~% +0,4094272 + 0,0792z73
1 — 22130271 + 1,5809z~2 — 0,3679z3 ’

ktery v sobé zahrnuje tvarovaci-&len nultého f4du, integradni servomotor s regulaénim orginem-
a regulovanou soustavu. Vypottéme odézvu na jedhotkovy skok: vstupniho signalu y(k)= 1,
k=0,1,2,...

Gy(z,0) =

Reseni. Piiklad mizeme Fesit tak, ¥e prenos G,(z, 0) vyndsobime obrazem vstupniho signélu
Yz =1 /(I *2“1) a provedeme pak déleni vyslednych polynomi. Miizeme viak té7 napsat
stavové rovnice podle (3:65) a odezvu vypotitat na Cislicovém potitaci

xy(k+ 1) = 22130; 1, 0}[x, (k)| + [0;1306] y(k) -
x,(k + 1) —1,5809, 0, 1 [ | x,(k) 0,4094
x3(k + 1) 0,3679, 0, 0| | x;(k) 0,0792'

v(k) = x,(k).
Pro x;(0) = x,(0) = x3(0) = 0 vypoiteme:
k] ot 2 3 4 5
o(k) | 0 01306 0,8290 2,2474 4,3300 6,9537
3.23 Stavovd rovnice diskrétni soustavy pFi piisobeni akéni a poruchové veliliny
Diferenéni rovnici soustavy, na jejimZ vstupu piisobi ak&ni veli€ina y i poruchovd
veli¢ina u, napiSme ve shod¢ s{3.58) ve tvaru:

(3.66) Yook + i)=Y b,y vk + 1)+ Y coiulk +1i).
i=0 i=0 i=0
Shodnym postupem jako v odstavei 3.22 dospéjeme k FeSeni
(3.67) ak+ )= =% 1o, .., 0f[x®]+
o
sk + 0] =201, ., 0| %k
o
. a
x,(k + 1) - =2,0,0, ..., 0|jx,(k)
L J L do JL
+ (b — El7170, ¢y - ﬁco HOI
do ao (k)
b, — & b, ¢, — 250
do do
b, — a_"bro: Cp — & Co
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(369) k) = i)+ () + (k)

dg
Stavové velifiny jsou definovdny takto:
(3.69) x3(k) = aq v(k) — by y(k) — co u(k),
(3.70) x5(k) = a; v(k) + x,(k + 1) — by y(k) — ¢; u(k),

x,(k) = a,_y v(k) + x,—o(k + 1) = b,_y y(k) — ¢,y u(k).
Rovnice (3.66) se stavovymi velig&inami (3.69) a (3.70) nabyvé tvaru
(3.71) 0 = a, (k) + x,{k + 1) — b, y(k) — ¢, u(k).

3.24 Mnohorozmérovd diskrétni soustava

Dynamiku N-rozmérové staciondrni linedrni diskrétni soustavy popisuje soustava
linedrnich diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty

(3.72) zN:la‘-j(E) vj(k) :Jg:lb,-j(E) yj(k) , i=1,2,..,N.

Pocet akénich velidin je podle rovnice (3.72) roven po¢tu regulovanych veli¢in, a,»j(E)
b,(E) jsou polynomy v E stupné n;; a E znamend posunuti ve smyslu vztahu (3.42).
Systém rovnic (3.72) miZeme téZ napsat v maticové formg

(373) “A(E) v(k) = “B(E) y(k) ,
ptiem? a,(E) a b;(E), i, j = 1,2, ..., N, jsou prvky matic %A(E) a *B(E).

Rozvedme matice A(E) a “B(E) na soutet matic tak, aby prvky jednotlivych matic
po provedeni rozkladu byly ndsobeny stejnou mocninou operdtoru E:
(3.74) (A, + %A, E + ... + ‘A E"Y + CAE") v(k) =

= (“BoE" + “B,E""! + ... + °B,_,E + B, y(k).

Rovnice (3.74) je obdobnd jako rovnice (3.58) aZ na to, Ze v (3.74) se vyskytuji misto
konstant a, a b, matice konstant A, a *B,, v =0, 1,2,..., n a misto veli¢in va y
vektory v a y.

Obdobné jako v odstavci 3.22 dostaneme po zavedeni vektorti stavovych velidin

X, =X, X0 Xon], V=142,000

(3.79) xi(k + 1) =[=A, 1,0, 0] [x,(k}| + [B | v(k),
x,(k + 1) —A,, 0, 1,...,0]|]| x(k) B,
x,(k + 1) ~A, 0,0,..,0||x(K)| |8,
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kde

(3.76) A =CARfASY, 1=1,2,..,n,
(3.77) B, =B, — ‘APA;B,, 1=1,2,..,n,
(3.78) v(k) = A5 " x,(k) + A3 B, y(k).

Ve stavovych rovnicich (3.75) a (3.78) je

y(k) = [yi(k), ..., y()]" @ v(k) = [v,(k), ..., ox(K)]T -
Ze vztaht (3.76) aZ (3.78) je zfejmé, Ze pfevedeni soustavy diferenénich rovnic
na stavové rovnice miZeme provdd&ét naznalenym postupem jen v piipadé, kdy
matice %A, je reguldrni. Je-li singuldrni, miieme uvést ze stejnych diivodd jako-
v kapitole 3.14 jen postup bez obecného explicitniho Feseni.
ProtoZe s reguldrni matici %A, je feSeni prostym dosazenim do vyslednych rovnic:
(3.75) a (3.78), uvedeme ddle jen piiklad feSeni se singuldrni matici %A,.
Priklad. Je ddna dvourozmérové soustava diferen¢nimi rovnicemi
0,1v,(k — 2) + 0,7v,(k — 1) + v,(k) — 0,090,(k — 2) + vy(k) =
= 0,5y,(k — 1) + 0,6y,(k — 2) + 2y,(k — 1) + yo(k — 2),
0,30,(k — 2) — Llv,(k — 1) + vy(k) + 0,2v5(k — 1} + v,(k) =
=4y,(k — 1) + 2y,(k — 2) + 0,2p,(k — 1) — 0,5y,(k — 2).

Sestavme piisluiné stavové rovnice!
Regeni. Podle zadanych diferenénich rovnic je
d
A, =117,
1,1

tj. singuldrni matice, tak¥e nemiiZeme pouZit vzorcl (3.75) a (3.78). Pfevedeni dané soustavy
diferenénich rovnic miZeme viak provést eliminaci veli¢in v,(k) a v,(k) z rovnic definujicich:
stavové velitiny

(3.79) x,(k) = A, v(K) ,
x(k) = ‘A, v(k) + x,(k + 1) — ‘B, y(%)

a z plvodni soustavy diferen¢nich rovnic vyjaddfenych pomoci definovanych stavovych veli¢in

(3.80) 0 = %A, v(k) + x,(k + 1) — B, y(k).
Z prvni rovnice (3.79) plyne
x(k)1=T1 1 v,(k)7,
[xlz(k)] [1> 1] [1’2(")]
(3.81) x11(k) = v,(K) + v5(k) = x12(k) -
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Z druhé rovnice (3.79) dostaneme

[xn(k)] =[ 0.7, 0 ][v.l.(k) - [xl,({k + r)il;+ 0,5, 2 ()T,
x22(K) —1,1, 02]fva(k) | boxg(k +1)] [_4, 0,2][y2(k)]
(3.82) x34(k) = 0,70, (k) + xyufk + 1), + 0;5y,(K). +2y,(k) ,
X22(k) = —L10,(k) + 0,205(k) + x,,(k + 1) + 4y, (k) + 0,2px(k).
Odegtenim rovnic (3.82). vylou¢ime x41(k + 1) a dostaneme
(3.83) x31(K) — x55(k). = 1,801 (k) — 0,20,¢k) + 3,5y4(k). — 1.8ya(k):.
Z rovnic (3.81) a (3.83) uréime nyni v, (k) a v,(k):
(3:84) v,(k) = 0,1x, (k) + 0,5%54(k). — 0,5x,(k). — 1,75p,(k) + 0.9,(k) ,
03(K) = 09, (K) — 0,5%51(K) + Q5x55(k) + 1,75y,(k) — 0,9y,(K) .

Rovnice (3.80) je po vyjadfeni matic

S P P P
(385) 0= 0,1u,(k) — 0,090,(k) + x5,(k + 1) — 0,6y,(K)- — y,(K) ,

0. = 0,3v,(k), + x55(k + 1) — 2p,(k) + 0.5y,(k)..

Dosadime-li nyni do kterékoliv z rovnic (3.82) a do rovnic (3.85) za v, (k) a v,(k) vztahy (3.84),.
mizeme explicitng vyjadfit x; ((k 4+ 1), X5,(k -+ 1) a x5,(k -+ 1) a sestavit prvni stavovou rovnici

xp(k + 1)} =1-007, 065 035 |[xu(k)|+ 1,725, 137 |[y,(k)].
x1(k + 1) 0,071, —0,095, +0,095 | | x,,(k) 0,9325, 0,829 || y,(k)
xp2(k + 1) —0,03, —0,15, +0,15 [{x,,(k) 2,52, —0,527

(3.86)

Druhad stavova rovnice vyjadfujici pfevedeni stavovych veli¢in na veli¢iny v(k) a v, (k) je defino-
vana vztahy (3.84)

Rl i gt R e e

4. TRANSFORMACE SOURADNIC

Mgjme dva vektorové prostory !X a 2X a maticovy operdtor F jimZ mizeme
piifadit kaZdému prvku 'x € X jednoznaén& prvek 2x e X podle vztahu

(4.1) 2x = Fix.
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Pro wektor “s(r) mitizeme psat
(4.2 Ix'(1) ="A'x(f) + 'B (1),
(*3) o)
a pro vektor *x(t)

(49 2x(1)
@5) (1)

Z rovnice (4.1) plyne

1C () + H () -

I

2A2x(r) + 2B ¥(1),

2C2x(1) + 2H W(f) .

(4.6) Lx(t) = F~1 2x(1)..

Po dosazeni (4.6) do (4.2) a (4.3):dostaneme

4.7) Fo12x(s) = TAF~1 2x(1) + 1B (f),
(4.8) ot) = 1CF~1 2x(r) + *H y(7) .

Roz3ifime-li rovnici (4.7) maticovym operdtorem F zleva, je
(4.9) 2x'(f) = FLAF~12x(f) + F'B (1) .

Porovndme-li nyni (4.4) s (4.9) a (4.5) s (4.8), je ziejms

(4.10) 2A = FAF-1,
2B = F'B,
2¢C = 1CF L,
4=

O ¢tvercovych maticich *A a 2A n-tého stupné tikdme, Ze jsou podobné, existuje-li
takovd reguldrni matice F n-tého stupng, Ze

2A = F'AF !,
Prvky matic A, 2A a F mohou byt redlnd nebo komplexni &sla.

Zvld$tni vyznam md transformace matice A. Napiseme-li k matici A typu (n; n)
tzv. charakteristickou matici

(4.11) A() = JE — A

kde E je jednotkovd matice, je determinant charakteristické matice tzv. charakte-
ristickpm mnohoclenem matice. PoloZime-li tento mnoho&len rovny nule, dostd-
vame charakteristickou rovnici pavodni diferencidlni rovnice n-tého fddu.
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Kofeny charakteristického polynomu nazyvdme vlastni ¢isla matice A. Jsou-li
vlastni &isla matice A jednoduchd Ay, A5, ..., 4;, pak existuje vZdy takovd transfor-
mace, Ze :

(4'12) Q'AQ =Jo; Jo=|4,0, ...,0
0, 4,,...,0
0, 0, s A

Matice (4.12) je tzv. Jordanova matice, kterd md s poli prvniho stupng. Jordanovym
polem k-tého stupné nazgvdme matici k-tého stupné tvaru

(4.13) 4, 1, 0,..,0, 07,
0, 4, 1,..,,0, 0
0, 0, 0,...,4;, 1
10, 0, 0,...,0, 4.1
kde A, je redlné nebo komplexni &islo.
Celkovy tvar Jordanovy matice je pak
(4'14) .’= jo: 0, ...,0 |,
0, Ji.., 0
0, 0, ... J,

kde jednotlivd pole J,, i = 1, 2,..., v, jsou vy&iho jak prvniho stupng, tj. tvaru (4.13),
aviak vlastni Cisla jednotlivych poli J; nemusi byt nutné riiznd. K jednoznalnému
uréeni tvaru Jordanovy matice je tfeba urit tzv. elementdrni délitele matice A(2).
Je-li matice A(Z) n-tého stupng a hodnosti h, uréime nejdfive nejuétsi spolecné
délitele D,(4) viech subdeterminantii r-tého stupn® matice A(1) pro r = 1,2, ..., h,
Do(A) = 1 a sestavime invariantni faktory (mnohotleny)

(@15) E() = FD‘% F= 1,2k,

které jsou prvky tzv. kanonické diagondlni matice (normélni diagondlni matice)
tvaru

(4.16) Ey(A), 0, ..,0, 0,..,07.
, 24,50, 0,...,0
o, 0, -+ Ef(4), 0,...,0
0, 0,  ..,0 0,..0
0, 0, -0, 0,..,0
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Matice (4.16) je ekvivalentni s matici A(L) n-tého stupné a hodnosti /. Invariantni
faktory E,(/l), pokud jsou nenulové, maji u nejvyssich mocnin koeficient 1 a polynom
E,. () je délitelny polynomem E,(2). Sougin

EX)Ex(R), ..., EA) £ 0, Epi(h) = Epus(d) = ... =E[2) =0.

Faktory E/A) se nazyvaji invariantnimi z ndsledujiciho dévodu. Jsou-li A(Z)
a B(%) dv& ekvivalentni matice miZeme transformovat jednu na druhou pomoci
elementdrnich operaci. Pfi tom se nem&ni nejvétii spoledni d&litelé D,(4) a tudiz
ani polynomy E,(2). Rikdme proto, Ze E(1), r = 1,2, ..., h jsou faktory (polynomy)
neménné tj. invariantni p¥i pfechodu od jedné matice k druhé s ni ekvivalentni.

Z rovnice (4.15) plyne, Ze

(4.17) D) = ¢ Ey(7) Es(2), ... E(A) ,

kde ¢ je né&jaké nenulové rediné nebo komplexni &islo.

Rozlozime-li nyni kaZdy (nenulovy) invariantni faktor E/(1) v sougin mocnin
riiznych kofenovych &initeldt (A — o)™, pak kazdy takovy &initel (A — «)" se nazyvd
elementdrni délitel matice A(1) a pFislusi mu v Jordanové matici jedno pole.

Je moZné dokdzat, Ze aby dv& matice napf. matice A a J byly podobné, (A = FJF1),
je nutné a postaujici, aby mély tytéZ invariantni faktory nebo, coZ je totéz, tytéz
elementdrni délitele.

Tuto vlastnost vyuZijeme k sestaveni Jordanovy matice k matici A. Vezméme
néjaky polynom

gA) ="+ a, "'+ .+ ad+a,.
Pak muiZzeme sestavit matici stupné m

L=f-a, 1,0,..0
~@p-2 0, 1,...,0

a ovefit, Ze charakteristickym polynomem matice L je

[AE — Al = |dp_y + 4, =1, 0,.., 0=g(}).

Ay 25 A —=1,.., 0
aig, 0, O0,...,—1
ay, 0, O,..., '1,

Je patrno, Ze minor k prvku a, charakteristické matice je +1 a proto nejvétsi spoleény
délitel
D, 1()“) =1

31



End) = PPy i(2) = DR =9(4) ,
E\(A) = ... = Ep_4(A) = 1.

Rozlozime-li invariantni faktor E,(1) na sougin elementdrnich délitelt H (A — oy,
i=

nmiZeme sestavit k matici L Jordanovu matici, kterd podle ndsobnosti- vlastnich Cisel a;
je-sestavena z poli typu (4.12) a:(4.13). Provedeme-li naznatenym zpiispbem rozklad
wvSech invariantnich faktort E,(4), r = 1,2,..,, h matice A, pak Jordanova matice
pfislusnd k matici A se sestavi ze viech Jordanovych matic J,, > = 1,2, ..., h pii-
sluinych jednotlivym invariantnim faktorim E, (A) Jestlize se elementarm dehtelé
v nékterych invariantnich faktorech opakuji, musi se nutn€ opakovat i v Jordanové
matici A, aby byly splnény ,podminky podobnesti.

Piiklad 1. Necht matice A je stupn&.n = 10 a hodnosti .z = 10-a necht jeji invariantni faktory
dsou Ex(D.=...= E;() = 1, Bg) = Ao+ 2, Bo(@ = (A + D20+ 3V aErg) = G+ 27 .
(4 3)°. Soustava elementdrnich dglitelt je tudiz (A+ 2), A+ 2% A+ 2% A+ 3* a
(). -+ 3)3 Piislu§na Jordanova matice ma tvar

Jednotliva pole jsou pro ndzornost ohrani¢ena.

Priklad 2. Stanovme Jordanovu matici k matici

A={—4, -1, -18, 0, 0, 0
16, 4, 65 0, -0, 0
0, 0, 1, 0 0 0
0, 0, 0 4 1, 5
0, 0, 0, -6 —1, —14
0, 0, 0 0 0 2
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Redeni. Matice A je quasidiagondlni se dvéma poli, ktera oznaéme A a A, takze

A=A 01
0, A,

V takovém piipadé miuZeme urit elementdrni délitele kazdého pole oddélené. Pro pole A,
je charakteristickd matice

Ay =2E— A =[1+4 1, 18
—16, A —4, —65
0, 0, A—1

Snadno si ovéfime, Ze nejveétdi spoletni délitelé jsou D (A1) = D,(A) = 1 a D3(2) = 20—,
Invariantni faktory vypoéteme podle (4.15). Dostaneme E3(4) = 220 —1), E,(W) = E{(A)= 1.
Soustava elementarnich délitelt pro pole A, je ziejmé 12, A—1.

Pro pole A, je charakteristickd matice

AN =2E- A, =[1-4, -1, —5'|.
6, A+ 1, 14
0, 0, /1—2J

Nejvétsi spoletni délitelé jsou Dy(2) =1, D,()=1a D)=L — 1A — 2)Z a invariantni

faktory jsou E3(A) = (A — 1) (4 — 2?2, LE,(4) = 1 a E,(4) = 1. Pro pole A, je soustava elemen-
tarnich déliteld (1 — 2)% a (A — 1).

Nyni sestavime Jordanovu matici pomoci elementdrnich d&liteld obou poli A; a A,.

[ T, 0

0 0 | .cooonnn. 0
oo 0
=1 0 1]...0

Jiné moZnosti urfeni Jordanovy matice jsou uvedeny v lit. [2].

Maticovy operdtor v rovnici (4.12) uréime pomoci tzv. vlastnich vektori matice A.
Pro jednoduchd vlastni &isla A;, i = 1, 2, ..., s vyhovuji vlastni vektory ¢; rovnici
(4.18) Agi=2q;, i=12.5s.

Vlastni vektory q.; j=1,2,...,m, piislu$né m-ndsobenému vlastnimu &islu
As+1 vyhovuji vztahtim

(4419) . AQiy = Agi19s+1 >
Aqsir = Geir + Ae19542 5
Adein = Germ-1 F Aot Gotm -

Podobn& by bylo moZné uvést vztahy pro urleni vlastnich vektori piislunych
dalsim ndsobnym vlastnim &islim matice A. Vztahy uvedené zde v souvislosti s trans-
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formaci stavovych rovnic ptisludnych diferencidlnim rovnicim plati i pro stavové
rovnice piislu$né diferenénim rovnicim.

" Piiklad 3. M&jme stavovou rovnici

x(t) = 'Ax(1) + By(1), oft) ="'Cx(t)

kde
A=~ 1,1
| —10, 0|

, *B=izy a €=J1,0].
3

Transformujme matici ! A na Jordanovu matici a provedme téZ odpovidajici transformaci matic
1,1
a ' C.

Redeni. Charakteristicka matice k matici YA je
A+7, =1
10, 2

2 4+T71+10=0,

a charakteristicka rovnice je tudiz

jejiz kofeny jsou Ay = —2, 1, = —5. Kofeny jsou jednoduché a proto podle (4.18) miZzeme
uréit vlastni vektory q; a g,.
Z rovnosti
'Aq, = Myq,
plyne

= 7911 + g2 = — 24115
—10g, = =29, -
Prvek g;; mizeme volit libovolng a prvek g,; = 5¢;;. Podobn& z rovnosti
'Aq; = A9,

zjistime, Ze prvek q,, miZzeme volit libovolné a pak prvek g;, = 2¢1,. Zvolme gy; = ¢, = 1,
takZe maticovy operdtor Q je

Q=[11]; @ '=[~-
o

A=[~2, 0]=Q''AQ.
o

Podle (4.10) vypotteme nyni 2B a 2C. Z porovnéni prvni rovnice (4.10) s rovnici (4.12) je zfejmé
F=Q 'arl=0q )

R I | I
g H

3¢ = 1cQ = [1, 0] [1, 1} =1, 17.

5,2

wln Wi
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Pfiklad 4. M&jme stavovou rovnici
x'(t) = *Ax(t) + 'B y(1),
v(t) ='Cx(),

kde
- 7,1,0], 'B=[2], '€=11 0 0].
—~16, 0, 1 31,

—12, 0, 0 1]

lA___

Transformujme stavové rovnice tak, aby po transformaci matice 2A byla matici Jordanovou.

ReSeni. Nejdiive sestavime charakteristickou rovnici podle (4.11)

A+7 -1, 0 =0,
16, 4, —1
12, 0, 4

B+ 7224161 +12=0

a vypocteme kofeny 4; , = —2, A3 = —3. Vzhledem k tomu, Ze jeden kofen je dvojndsobny,
zjistime nejdfive nejvétsi spoleéné délitele subdeterminantii matice A(%), ktera je v daném piikladu
stupné # = 3 a hodnosti 4 = 3. Ziejmé je D;(A) = 1, D,(M =12 Dy() = (A + 2)2 (A + 3).
Podle (4.15) jsou invariantni faktory

EM =1, E()=1 a EX)=(+2?(4+3)

a elementarni délitelé jsou (1 + 2)2 a(l+ 3). Jordanova matice je tedy tvaru

J=A=[-2 1, 0©
0, -2, 0
0, 0, -3

Nyni vypotteme vlastni vektory 9, aZ q,. Podle (4.19) je

‘Aq = —2q,, 'Aq, = q ~ 2q,,
= 1911 + g2 = 2911, | — 7921 + 422 = 411 — 24y,
—16411 + g3 = =292, | —1692; + G235 = q15 — 245,
=124, = ~2q,3, | —12q5 = q13 = 24,3 -
Vypocteme
q = [411, 5411 641:11" 92 = [421 5420 + 1, 645, + 3]"
=[t, 5, 6], =[o, 1, 377,
jestlize jsme zvolili g;; = 1 a ¢, = 0. Podle (4.18) je
'Aq; = —3qs,

= Tq31 + 432 = — 3431,
—16q5, + g32 = —3432,
—12q;, = =333 .
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Vypoéteme
q3 = [‘131» 444, 4‘131]T = [1, 4, 4]T

5431 = 1. Vlastni vektory q; aZ g5 jsou vektory maticového operatoru Q k ndmuz urdime Q ~1:

Q=[1,01]|; Q'=[-8 3, -1
5.1, 4 4, =2, 1
6,3, 4 9, =3, —1

Podle (4.10) nyni vypoiteme 2B a 2C, pti gemz F= Q 1 a F~1 = Q.

2B=Q'B=[-8 3 —1][2]=0~8],
4, -2, 1]|3 3
9, -3, —1||1 3
2c=1cQ=[t,0,0][1,0 1]=[10 1].
5,1, 4
6, 3, 4

5. SPOJITE RESENI STAVOVE ROVNICE
5.1 Reseni v éasové oblasti

M¢éjme stavovou rovnici regulované soustavy
(5.1) x(f) = Ax(t) + By(t) + u(),

kde A a B jsou konstantni matice typu (n; n) a (n; m). Po&dtecni vektor x(t,) v Caso-
vém okamZiku t, je zndmy stejn& tak jako vstupni signdl y(t} pro ¢ = t,. Ukolem
je vypotitat vektor x(f) pro t 2 1. V (5.1) x(¢) je stavovy vektor regulované soustavy
vyjadfujici svymi sloZkami dynamicky stav soustavy v jakémkoliv okamZiku ¢,
y(?) je vektor akénich velitin a u(r) je vektor poruchovych veli¢in. P¥ipomeiime,
Ze u jednorozmérné linedrni regulované soustavy je pofet sloZek stavového vektoru
x(1) urden Fddem soustavy a vektor y(f) miZe mit jen jednu slozku.
Homogenni rovnice pfisluind k (5.1) je

(5.2) » : x'(1) = Ax(t),
jejiz feleni je
(5.3) : x() = A= x(0),

kde x(0) je vektor po&dteénich podminek a e’ miZeme definovat pomoci rozvoje
v mocninnou fadu, jak uvedeno v (5.15). Zavedme

(54) A0 = (1 — 1),
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takZe (5.3) mbZeme pfepsat na tvar
(5.5) x(1) = &t — 15) x(0) .

Reseni nehomogenni rovnice (5.1) necht je

(5.6) x(i) = 8t — 1) C,(1).
Derivujeme-li rovnici (5.6) podle ¢, dostaneme

(5.7) x(t) = Ax(r) + (¢ — 1o) Ci(1) .

Z porovndni (5.1) a (5.7) plyne

(59 0t — 1) €5(0) = B y() + ul)

odkud

(5.9) (1) = J :Orl(f — 1) [By(2) + u(e)] dr + C; .

Regeni rovnice (5.1) je tudiz
i
(5.10) x(i) = (1 - 1) €, + J ot — ) [By(s) + u(x)] de .
to
ProtoZe ®(1 — 1,) nezdvisi na integradni proménné 7, mohli jsme v rovnici (5.10)

psdt
Ot — 1,) D711 — ty) = eAlTI) gTACTI) o AUTD < P(r — 7).

Vektor C, vypocéteme z pocdtecnich podminek. Pro t = ¢, je
(5.11) x(t) = ¢(0)C, = C;,

takZe vysledny tvar feseni (5.1) je

(512)  x() = 0t — 1) x{t0) + J ot — ) [By(x) + u(c)] dr .

to

Poznamenejme, Ze
o(f) = e

je tzv. fundamentdlni matice soustavy, pro kterou snadno odvodime tyto vlastnosti:
(5.13) (- =e M =071,

Bt + 1) = (1) B(to) »

Dt — to) = o) P™1(1o) -
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Numericky vypodet x(t) se na Cislicovém poditadi provddi tak, Ze se vyuZivd rozvoje
funkce e*’ v fadu
A2 AR

+ + ..
2! 3!

(5.15) A = E+ Ar +

pii demZ se bere tolik ¢lent Fady, kolik je tfeba k dosaZeni Zddané pFesnosti vysledku.
Vypodet mocnin matice A se podstatné zjednodusi, transformujeme-li matici A
na Jordanovu matici. Je-li Jordanova matice tvaru (4.12) je jeji k-td mocnina

(5.16) J-

Je-li Jordanova matice tvaru (4.14), miiZeme ji rozdélit na soudet dvou matic
(5.17) J=1, 41,

kde matice I, md v hlavni diagondle vlastni &isla matice A a matice I, md v super-
diagondle* jedni¢ky a nuly podle matice J. Vypodet k-té mocniny pak provedeme
podle binomické véty
k /K o
(5.18) =y (_)l';“l‘,.
o\ i

Jestlize I, md v superdiagondle jen jednitky (Z4dné nuly), pak s kaZdou mocninou
se diagondla jednicek posouvd do ndsledujici diagondly smérem k pravému hornimu
prvku. To znamend, Ze k-td mocnina takové matice I; stupné n je rovna nule pro
k =z n. Md-li I, v superdiagondle jedni¢ky i nuly, miZe byt k-t4 mocnina takové
matice I; nulovd i pro k < n. Vidime, Ze aplikace Jordanovy matice miiZe byt velmi
vyhodnd.

Také pfi analytickém FeSeni miiZeme s vyhodou pouZit Jordanovu matici. Pro
Jordanovu matici, kterd md s poli prvniho stupng, zfejmé& plati

(5.19) et = [eht, 0 ,...,0
0 ,e™ ...,0
0,0 ,..,e~f

a pro Jordanovu matici tvaru (4A13) stupné k je

(5.20) Ji=AE+ 1 ; elit = ghet ght

* Superdiagondla je diagonéla nad hlavni diagonalou.
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(5.21) et = et 1 AL

Matici (5.21) snadno odvodime, rozvedeme-li exp I,# v fadu. Soudet k &lent této

fady ndsobeny exp At je matice (5.21).
K vypo&tu exp At pouZijeme toho, Ze pro jakoukoliv matici M plati

(522)  (@MQ')* = (QMQ ') (QMQ™"),....(QMQ™') = QM'Q".

k-krdt
Proto
© k pk ©  kjk
tA __ . 1QJQ-1 _ kt! -k __ t! -1
ot =ewen =T ol = o(F (e
a tudiz
(5.23) et = Qef'Q L.

Priklad. M&jme stavové rovnice
x'(t) = Ax(r) + By(),
v(t) = Cx(1).

A=I::i (1)]; Bzm; c=1,0].

Stanovme obecny vyraz pro vektor x(¢), zndme-li x(ty) a y(2).

kde

Redeni. Podle (4.11) sestavime charakteristickou rovnici

A43, —-1[=0; 22+314+2=0
2, A
a uréime vlastni ¢isla matice A: 1) = —1, 4, = —2. Jordanova matice je

J=7-1, 0].
[

Podle (4.18) vypolteme maticové operatory

Q=[L1]; Q'=[-1, 17.
I
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Nyni podle (5.23) vypoiteme

e =1, 17e" 0 -1, 1=
2,1]10, e 2, —1
=[—e™" +2¢72" et — e 2
[—2(6“' _ e—zr), et — e—zt:l
a koneéng sestavime hledany vektor x(z) podle (5.12)

x() = [—e 0710 4 2e720-t0) o =(=t) _ =211 (g Y 4
_2[6‘(1"0) _ C'Z(l—!u)]’ 26"0‘10) _ e‘Z(I—tu)

+ [ e Y — e yr)de.
jlo [26_('_') _ e—zu~:>]
5.2 Souvislost FeSeni s Laplaceovou transformaci

Laplaceiv obraz rovnice (5.1) je
(5.24) p X(p) — x(0) = AX(p) + B y(p) + U(p),
ktery miZeme upravit na tvar
(529) (bE — A) X(p) = x(0) + B ¥(p) + U(p)-

kde E je jednotkova matice, takZe obraz stavového vektoru je

(5.26) X(p) = (pE — A)* x(0) + (pE — A ' [B Y(p) + U(p)].
Porovndme-li (5.26) s (5.12) je patrno, Ze

(v — A)" =L[4]= L[2(2)] .
Posledni vyraz téZ plyne pfimo z definice Laplaceova obrazu, aplikujeme-li ji na funkci
¢*. Druhy &len na pravé stran€ rovnice .(5.26) miZeme v asové oblasti vyjadtit
konvolutornim integrdlem. Po zpétné transformaci tedy dostaneme

(5.27) x(t) = (1) x(0) +_£¢(r — ) [B y(e) + u(®)] dr .

Abychom dospéli k vysledku shodnému s (5.12) je tfeba provést jesté ngkolik uprav.
Rovnici (5.27) napi¥me pro 1 = to

(5.28) x(to) = ®(to) x(0) + f‘o¢(to ~ 1) [B y(z) + u(r)] dr -
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a roziifme tuto rovnici zleva matici ®(t — t,):
to

(529)  B(r — to) x(t5) = (r) x(0) + J o(t — 1) [B y() + u(c)] dr.
o

Z rovnice (5.27) vypoéteme &(r) x(0) a dosadime do (5.29). Po nékolika tpravdch
dostaneme stavovou rovnici v Zddaném tvaru (5.12).

Priklad. Vypoltéme vektor x(¢) ptikladu odst. 5.1 pomoci Laplaceovy transformace.
Regeni,
L[o(] = [pE — A]™* = [p+3, —17] 7",
[ 2., p]
LeM]=r p 1 7.
4,4(p) 44(p)
-2 p+3
44(p) 44(p)

kde
Ap)=p*+3p+2=0p+1)(p+2)

je determinant matice (pE — A).
Stanovime-li k poslednimu vyrazu pfedmét, je

(1) = [—e" + 272 et — 0'2’] = eht,

—E(e'_t _ e"z'), 2e~t — g2t

Zavér feSeni je shodny jako v pfikladu odst. 5.1.
6. DISKRETN[ RESENI STAVOVE ROVNICE
6.1 ReSeni v ¢asové oblasti

M¢é&jme stavovou rovnici diskrétni soustavy
(6.1) x(k + 1) = Ax(k) + B y(k) + u(k),
kde A a B jsou konstantni matice typu (n; n) a (n; m). Zndmy je poddtetni
vektor x(0) a vstupni signdly, akéni veligina y(k) € €0, k — 1) a poruchova velicina
u(k)e <0, k — 1).
Podle stavové rovaice (6.1) vypodteme
x(1) = Ax(0) + B 3(0) + u(()),
x(2) = Ax(1) + B y(1) + u(l) =
= A? x(0) + AB y(0) + B y(1) + A u(0) + u(1),
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x(3) = Ax(2) + B y(2) + u(2) =
= A® x(0) + A%B y(0) + AB y(1) + B y(2) +
+ A% u(0) + Au(l) + u(2)
a obecné

k-1 k=1
(6.2) x(k) = A x(0) + Y AB y(k — j — 1) + ¥ AluI™D,
j=0 i=0

Je-li x(0) = 0 a pro vystupni velidinu soustavy plati, Ze

o(k) = C x(k),
pak s (6.2) je

(6.3) v(k) =:Z:CAJ'B yk —j—1) +:§:‘)1 CAlu(k — j — 1)
=§CA’[B vk —j = 1) +ulk —j = 1)].

Z vyrazi (6.2) a (6.3) je piimo patrny zpfisob numerického vypoltu a usnadnni
vypod&tu v pfipadg, Ze A je Jordanova matice.

6.2 Vahova matice

Zndme-li diskrétni hodnoty s(k), k =0,1,2,...,s(0) = 0, impulsni (vdhové)
charakteristiky soustavy a akéni veliginy y(k), k = 0, 1,2, ..., pak pro v(0) =0
miZeme vypotitat hodnoty odezvy soustavy pomoci konvolutorniho soudtu v jednot-
livych okamZicich k

k—

(6.4) o(k) =rzls(k -y, k=12..

=0

Rovnice (6.4) plati pro jednorozm&rné vektory v a y. Pro soustavu, jejiz vektor v
mé rozmér N a vektor y rozmér M, méZeme rovnici (6.4) zobecnit na tvar

k-1 M
(6.5) v(k) = Zo Yosifk=r)yi(r), i=12..,N,
: r=0 j=0
nebo na tvar s matici S(k) s prvky si{(k)
k=1 ‘
(6.6) v(k) = ;}S(k - 1) yr).
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Rovnici (6.4) miZeme téZ napsat takto

6.7) o(L) | = [s(1), 0, 0, .0 wW0) 7,
v(2) s(2), s(1), 0, .0 ¥(1)
u(3) s(3), s(2), s(1), .0 y(2)

kde dolni trojihelnikova matice typu (k; k) je vdhovd matice jednorozmérné soustavy.
Jestlize ve vyrazu (6.3) bude u(k) = 0, pak pro j = k — r — 1 bude
k

-1
3 CATIB ()

r

(6.8) v(k)

a z porovndni rovnice (6.8) s rovnici (6.6) plyne, Ze
(6.9) Sk—r)=CA " 'B, kzr+1.
P¥iklad. Je dana diferen¢ni rovnice soustavy
v(k) — 1,50(k — 1) + 0,50(k — 2) = y(k — 1) + 3y(k — 2).

Vypottéme vahovou matici této soustavy.

Regeni. Podle zaddni a podle (3.64) a (3.61) jsou matice stavovych rovaic

A=T 15 17; B=[1]; €=11, 0],
—0,5, 0 3

Vihovou matici soustavy mohli bychom nyni jiZ vypo&itat podle vztahu (6.9). Vypocet se viak
zjednodusi, transformujeme-li matici A na Jordanovu. Refenim charakteristické rovnice urime
nejdiive vlastni Cisla matice A: 2; = 1a 4, = 0,5. Podle (4.18) vypocteme pak maticové operatory

2 1 @t=[1 1
Q*[—l. ~1 [—1, —z]

a transformujeme matice A, Ba C
2A = Q7AQ = 1, 1 1,51 2, 1]=[1 01,
-1, =2]1-05,0f] -1, —1 0, 0,5
2B =Q°'B = 1, 1M = 47,
=1, =2]|3 -7

¢ = €Q =[1,0][ 2, 1]:[2,1],

1, -1
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Nyni podle (6.9) je vaéhova matice

Stk - =[2 1] [1, 0 ]'f-'-' [4] =8-7. 0,5'*--'-1 ,

0, 0,5 7

Rovnice odezvy (6.7) s vdhovou matici je

o(1)] =1, O, 0, < 0T [¥(0)
u(2) 45, 1, 0, L0 (@)
o3) | |625.45 1, .02

o(k) | Ls(k), sk — 1), s(k = 2), ..., 0| L y(k — 1) |
6.3 Souvislost feSeni se Z-transformaci

Jsou ddny diskrétni stavové rovnice
(6.10) x(k + 1) = Ax(k) + B y(k) + u(k),
(6-11) (k) = C x(k).

Uréime piisluiné Z-obrazy téchto rovnic.
Z-obraz rovnice (6.10) je

(6.12) z X(z) — z x(0) = AX(z) + B Y(z) + U(z),

(613) (zE — A) X(z) = z x(0) + B Y(2) + U(2),

(6.14)  X(z) = (zE — A)* z x(0) + (zE — A" [B Y(z) + U(z)] =
(B A x(0) + 2 E — 2 A) [B V() + U]

Z porovndni rovnice (6.14) s rovnici {6.2) plyne, Ze Z-obrazem matice A umocnéné
na nezdvisle proménnou Casu k, k = 0,1,2, ... je

(6.15) Z[A] = (E — z71A)7".

Vyraz (6‘15) muiZeme téZ napsat jako posloupnost plynouci bezprostiedné z definice
Z-obrazu, aplikujeme-li ji na funkci A*:

Z[A] =3 AkzF =E+ At A2 4
k=0
Z-obraz rovnice (6.11) je
(6.16) V(z) = € X(z).
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Priklad. Vypodteme Z-obraz k diferenéni rovnici prikladu v odst. 6.2.
Reseni. Podle (6.15) je

2 = 1—15z74 2717 1 1, 771
0,5zt 1 1— 1,527 +0,5272| —0,5z7%, 1 — 1,5z7¢

Nyni podle (6.14) je hledany obraz
1 z7! z7h 4 3272
Az) Az Az

@ 4@ || O
05 1 —1,5z71 327 — SL%

A(z) ’ A(z) *A(z)

kde A(z)=1—1,527% 40,5272
Pro x(0) = 0 a s ohledem na (6.16) je

X(z) =

Y(z),

-1 ~—2
Mo = — 2 E ),

- 1,527 + 05272
kde zlomek v poslednim vztahu je diskrétni pfenos soustavy, ktery je téz piimo patrny ze zadané
diferen¢ni rovnice.

6.4 Spojita soustava — vstupni signal posloupnost impulsi

Posuzujme nyni chovédni spojité soustavy na jejimZ vstupu plsobi posloupnost
impulsii, kterou vyjddiime jako posloupnost Diracovych impulsi modulovanou
spojitym vstupnim signdlem y(r)

(6.17) ¥t ) = ¥(8)

k

e

3t —1%),

kde t,+1 > &, ale jinak je f, libovolné.

Vyjadfime podobng i poruchovou veliCinu
(6.18) u(t 1) = u(t) Y 8(t — 1F)
a zavedeme o
(6.19) t=t+0, 0<0 <ty —t.
Dosadime-li nyni za y(r) a u(z) v rovnici (5.12) podle (6.17) a (6.18), je
(6.20) x(t;, + o) = &(c) x(t;) + &(c) [B y(15) + u(t))] .

Rovnice (6.20) je stavovd rovnice spojité soustavy, na jejimZ vstupu pisobi akéni
veli¢ina y a na vystupu soustavy poruchovd veliina u, pfi ¢emZ obg velifiny jsou
tvaru posloupnosti impulsii v okamZicich t;, k = 1,2, ...
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Jei interval #,.; — t, = T=konst. a ¢ = ¢/T, 0 < e < 1, zméni se rovnice
(6.20) na tvar

(6.21) x(kT + €T) = &(eT) x(kT) + &(cT) [B p(kT*) + u(kT*)].
Proe=1je
(6-22) x((k + 1) T) = &(T) x(kT) + &(T) [B y(kT*) + u(kT*)].

Regent rovnice (6.21) provedeme tak, Ze vyjadtime nejdfive explicitng x(kT') z rovnice
(6.22) podle postupu odst. 6.1. Po dosazeni takto ureného x(kT) do (6.21) dosta-
neme explicitni vyjddfeni x(kT+ sT).

S pouZitim matic v rovnici (6.22) a podle rovnice (6.2) je

(623)  x(kT) = #4T) x(0) +§;¢f(T) S(T)By[(k - - 1) T*] +
ST o) (1) uf(k — 1 - D T7] =
- ) x(0) + ¥ HM Bk - )T +
+ 3 o)l — ) T =
= OHT)x(0) + 3 P BT + 5 ¢ (DT,

kde v poslednim vyrazu jsme dosadili j = k — r.
Dosadime-li nyni (6.23) do (6.21), dostaneme

(624)  x(kT + ¢T) = ®(eT) 9T) x(0) + P(cT) [E::@""’(T) B y(rT™) +

T BT + 5 O(T) u(rT) + u(kTH],
kde °
P(eT) = e*7,
H(T) = 7 atp.
6.5 Spojita soustava — vstupni signal schodova funkce
Je-li v rovnici (5.12) y(r) = y(to) = konst a u(t) = u(t,) = konst, je
¢

(6.25) x() = {1 — 1) x(to) + J (1 — 7) B y(1g) dr +

to

+ f (1 — 1) u(tg) dr .

to
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S oznadenim

13 13
(6.26) J ot —t)Bdr = f er" Y Bdr =
to

to

— AL = A B = A0t — 1) — 1] B = Alt — 1),
(6.27) j Ot — ) dr = A [(1 — 10) — 1] = ¥(t — 1)

muiZeme rovnici (6.25) piepsat na tvar
(6.28) x(1) = D(t — 1o) x(to) + At — to) ¥(to) + P(t — o) uto) .

JestliZe jsou vstupni veliiny konstantni po dobu jednoho intervalu, tj. y(f) = y(t,) =
= konst a u(f) = u(t,) = konst, #, <t < f,,,, nabyvd rovnice (6.28) tvaru

(6.29) x(t, + o) = &(0) x(t,) + A(c) ¥(t,) + P(o) u(t),

kde 0 <0 <ty — 1y
Pro konstantni interval t,,, — t, = T = konst a ¢ = ¢T, 0 < ¢ < 1, miZeme
rovnici (6.29) pfepsat na tvar

(6.30) x(kT + eT) = &(eT) x(kT) + A(eT) y(kT) + ¥(eT) u(kT).
Proe=1je
(6.31) x((k + 1) T) = &(T) x(kT) + A(T) y(kT) + ¥(T) u(kT).

Regeni rovnice (6.30) provedeme obdobn& jako YeSeni rovnice (6.21) v odst. 6.4:
(6.32) x(kT) = &X(T) x(0) +§:¢f(r) AT) [k —j— 1) T] +
+:\;;q>f(r) w(T)uf(k - j - 1) T] =
= (1) x(0) + 5, 0 (1) A(T)5(0T) +

43P I (),

kde v poslednim vyrazu jsme dosadili j = k — r — 1.
Dosadime-li nyni (6.32) do (6.30), dostaneme

(633) (kT + ¢T) = &(eT) OHT) x(0) + ¢(er)k‘;:qsk~ﬂ(r) A(T) y(T) +
+ A(eT) y(kT) +
+ OET) Y. O I(T) W(T) u(rT) + ¥(eT) u(kT),

r=0
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kde

(634) A(T) = J ATCOBTdr = — AL T-1[E — AT BT =
0

- AT B8 - AT - o,

(6.35) A(T) = JleAT“_‘)BTdr = A" - E)B = A™![o(T) - E] B,

(6.36) W(eT) = j eATE™OTdr = A7 (e — E) = A7 [@(eT) — E],

o

1
(637) ¥(T) =f ATU-ITdr — A(AT — E) = A-'[@(T) - E].
0

Vztahy (6.32) a (6.33) se velmi dobfe hodi v pfipadech, kdy nds zajimd jen veli¢ina
x((kT + €T), kterd je Zasto shodnd s vystupni veli¢inou soustavy v (kT + ¢T).
V takovém pfipadé je moZné oba uvedené vztahy podstatné zjednodusit. Postup
ukdZeme pro jednodussi variantu, kdy poruchovd veli¢éina u = 0. Pro stavovou
veli€inu x,(kT) miZeme podle rovnice (6.32) psét

(638)  x(61) = LD 50) 45, T [0 D, 4(T)07),

kde [@%(T)],;,j = 0,1,2,...,n — 1, jsou prvky prvniho Fddku matice &¥(T) stupnd
naAfT), j=0,1,2,...n — 1, je j-ty prvek sloupcové matice A(T).

Podobn& mtZeme vyjddfit stavovou velidinu x,(kT + ¢T) pomoci rovnice (6.33)-
takto: :

(639) 56T + 1) = & [#(T)]50.0) 4% T [0 (T, 4T 507) +
+ Aye) y(kT),

kde

(6.40) x(0,¢) = &(eT) x(0),

(6.41) A(T, €) = &(T) A(T).

nebot zména potadi matic #(eT) a *(T) je piipustnd.

Priklad 1. Je dédna diferencialni rovnice spojité soustavy

v"(t) & 3v'(e) + 20(2) = ¥(1) .

Vypoétéme odezvu soustavy v okamzicich k=0, 1,2, ... na obecny schodovy signdl y(kT),
jestlize v(0) = v/(0)= 0 a T= 1.
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Refeni. Maticeve stavovych rovaicich
x'(f) = Ax(t) + By(t),
o(t)y = Cx(t)

jsou shodné s pfikladem feSenym v qdst. 5.1

A =I::; é]; BL;;[;(I)]; c=[1 0],

kde jsme téz vypotitali matici exp Az = &(r), takZze miZeme piimo psat:

O(T)=[— e T+ 2%, ¢ T —e 21 =[-0,0972, 0,2325].
—2e7T + 26727, 2e"T — 27| | —0,4651, 0,6004

Podle (6.35) vypotteme ,.A(7) s matici

A“;[O, -37,

L -3

A(T) = A7 [S(T) — E]B =~ 7 + 3e72T + ¥ =70,19987.
—2¢T + 46727 + 3| |0.8319]

Podle (6.31) je stavova rovnice soustavy pro vstupni schodavy signal
xl[(k + 1) T] = [ —0,0972, 0,2325 xl'(kT) + [0,1998 y(k)‘
x[(k + 1) T] ~0,4651, 0,6004 | | x,(kT) 0,8319

Podle zadané diferencidlni rovnice a podle definice (3.20) stavovych velitin je x;(#) = »(?) a
x,(t) = 3v(t) 4- v/(t), takZe pro dané pocatetni podminky je x(0) = x,(0) = 0.

Pomoci vypoltené stavové rovanice miiZzeme rekurentné pocitat na €islicovém pocitadi hodnoty
odezvy v okamZicich k = 1, 2, ... Napf. pro y(k) = I, k= 0, 1, 2, ... bylo vypoiteno:

k| x Ty | xkT)

0 ’ 0 0

1 0,1998 0,8319
2 0,3738 1,2384
3 0,4514 1,4016
4 0,4818 1,4635
5 0,4932 1,4865

Z-vypoétenych hodnot veli¢iny x; miZzeme snadno spogitat prvky vahové matice (6.7).

S(l) =0,

5(2) = x,(T) = 0,1998 ,

5(3) = x,(2T) — x,(T) = 0,1750,
5(4) = x,(3T) — x,(2T) = 0,0776,,
s(5) = x,(4T) = x,(3T) = 0,0304,
5(6) = x,(5T) — x,(4T) = 0,0114 atd.
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Ptiklad 2. Je ddna soustava jako v pfikladu 1. Vypoltéme odezvu v okamiicich k7 &7,
k=10,1,2,...,2= 0,5 T= 1 na obecny schodovy signal y(kT).

ReSeni. Vypolet provedeme podle vzorce (6.30), kde
lP(sT) — AT [ o7 g 2em 2T T _ gm 20 o
—2e~¢T 4 2e~ 2T 2e=#T _ g=%T
= 0,1292, 0,23877.
-0,4773, 0,8452
Podle (6.34) je
A(ST) = A»‘l[@(sT) - E] B =[0,07747.
0,4709

takZe s vypoltenou matici @(eT) a A(eT) je rovnice (6.30)

xl(kT + ST), = 0,1292, 0,2387 xl(lcT) + [0,0774 y(k) .

xz(kT + ET) —0,4773, 0,8452 xl(kT) 0,4709
Numericky vypocet se provadi na Cislicovém poéitaci podle stejného programu jako v pfikladu 1.
Kazda vypodtend hodnota vektoru x(kT -+ T') je proti pfedchazejici asové posunuta o interval T,

takZe pfi konstantnim y(k) dostdvime postupné pii zadaném politetnim vektoru hodnoty
v okamzicich T, 2¢T, 3¢T, ... Napf. proy(k) = 1, k= 0, 1, 2, ... bylo vypoiteno s ¢ == 0,5:

i | x,(ieT) [ x,(ieT)
0] o | o

1 00774 0,4709
2 | 01998 0,8319
3| 03018 | 1,107
4| 03738 | 1,238
50 04216 | 13393

Vysledné hodnoty pro i = 2 a 4 tohoto pfikladu jsou nutné shodné s hodnotami ptikladu 1 pro
k=1a2.

Pozndmka. K vypottu na ¢islicovém poéitaéi mizeme v piikladu 1 a 2 pouzit téZ vztahu (6.33).
Pro tento vztah je program sestaven tak, Ze se zadava jen A, B, C, H, T, ¢, x(0) a kmay, takZe
neni tfeba provadét 74dné analytické vypotty.

6.6 Vypocet koeficientii diferenéni rovnice

Rovnice (6.38) a (6.39) se velmi dobfe hodi k ur&eni koeficientii diferenéni rovnice
nebo koeficientti diskrétntho p¥enosu spojité soustavy, na jejimZ vstupu plsobi
schodovy signdl. Napi¥eme-li rovnici (6.38) pro k =0, 1,2,...,n — 1, dostaneme
systém n rovnic. Budeme-li povaZovat x,(kT), x,(0) a y(kT) za n-rozmérové vektory,
miZeme tento systém rovnic napsat pomoci matic. Zavedme oznadeni

w-1 k=1
(6.42) x,(kT) = .ZOM“ x;0) + ZoNk' WwrT),
i= r=
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kde
(6.43) M,; = [(pk(T)]lj >

649 Ny =3[0 AT = T Men oy AL

pro 0=r<k—1,

(6.45) i Nk,=0.pro 0>r>k-1,

pak

(6.46) : x,(k) = M x(0) + N y(k),

kde

(647) M =[Moy, Moy, ..M, |; N=T0, 0,
Mo, My, oMy, Mod, 0,
.......................... M4, MoA,

Je-li M reguldrni, miZeme z (6.46) uréit po&dtedni vektor

(6.48) x(0) = Mt x,(k) — M~'N y(k),
(6:49) 5(0) = 3[4 m017) — (47N) ()]

Dosadime-li (6.49) do (6.42),je s k = n

(6.50) x,(nT) =:§;Mnj:g;[(M"1)ﬂ 5,(IT) — (M7'N),, y(1T)] +r":z":zv,,, 1),

Dostdvdme rekurentni vztah

©s1) *,(nT) ——ji;:[:g:M"j(M‘l)ﬂ] (T =
= '_,:g:;[:g:Mnj(M‘lN)jl = N, y(7),

ktery je shodny s obvyklym zdpisem diferenéni rovnice

(6.52) x,(nT) +"gla, x,(IT) =:§:Ulb, wIT).
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" Podobné piepiSeme i rovnici (6.39)

-1 x
(6.53) x,(kT + £T) f=.§:OM,d x;(0,8) + ZoNk, y(rT),
= r=

kde

k k-1
(6.54) ZON"’ y(rT) = _ZDNk, y(rT) + Ay(e) y(kT),

n—1 n—1
(6.55) Ny = Zo[q’k—r‘l(T)]u AT &) = AZOMk—r—l,j A{T.¢€)

i= i=

pro0=r=k-1

(6.56) Ny, = A,(e) pro r=k,

(6.57) N, =0 pro 0>r>k,

takZe rovnice (6.39) ve vektorov& maticovém uspofdddni nabyvd tvaru

(6.58) x;(k, ) = M x,(0,¢) + Ny(k),

kde matice M je shodnd s (6.47) a matice N je nyni

(6.59) N =T[4 0o, 0, 0
| Mo A(s),  Ay(e), 0, .0
M, A), My A(e), Ae), .0

| M, _, A(e), M,_5 A(g), M, Afe), .., Ayle)z

Za ptedpokladu, 7e M je reguldrni matici, miZeme opét z (6.58) urCit podtetni
vektor .
(6.60) x(0,e) = M~ x,(k,e) — M™'Ny(k),
B n—1
(6.61) x40, ¢) =IZ (a2 1), (1T eT) — (M7IN);, p(IT)] -
=0
Po dosazeni do (6.53) za x (0, £) dostaneme pro k = n
n—1 n—1
(662) x,(nT,eT) =3 MnleOE(M“)n x(IT,T) — (M~ N);; y(IT)] +
j=o =
+ YN, ¥(rT).
r=0
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Po uspotdddni na tvar

n~1 n-1

(6.63) xy(nT, eT) — go[ _;)M,,I(M“V‘)},] x,(IT, eT) =

== LLT M MN)y = N J y(IT) + Ny y(nT)
=0: j=
jsme opét dostali reKurentni vztah shodny s obvyklym zipisem diferen&ni rovnice:

=L n
(6.64), x,(nT, eT) + ¥ a, x,(IT,eT) = ¥ b, y(IT) .
=0 =0

Mur

BliZsi podrobnosti viz pivodni prace [4].
7. Stavové rovnice regulaéniho obvodu

Dosavadni vysledky, uvedené v pfedchozich odstavcich ndm umoZiiuji analyzovat
jednotlivé Cleny regulaéniho obvodu, a to jak Cleny spojité pracujici, tak Cleny
diskrétng pracujici. Nyni se budeme zabyvat sestavenim stavovych rovnic celého
regulainiho obvodu. Nejobecnéjsi je piipad, kdy v regulaénim obvodu jsou. spojité
pracujici &leny (regulovand soustava), diskrétng pracujici &leny (islicové korekéni
&leny) a tvarovaci Eleny, které v obecném piipad8 nemusi pracovat soucasn&. Postup
sestaveni maticovych rovnic, ktery zde uvedeme, miiZeme snadno aplikovat i na re-
guladni obvod, ve kterém jsou jen spojité &leny nebo jen diskrétni Cleny. Takové
obvody se sourodymi &leny miZeme sice popisovat stavovymi rovnicemi veelku,
tj. jako jediny €len pomoci vztah@ uvedenych v pfedchozich kapitoldch, u nékterych
tloh je v8ak vyhodné, aby jednotlivé &leny obvodu mohly byt vyjddieny samostatng.
Je to napf. tehdy, chceme-li m&nit vlastnosti jen-jednoho &Elenu obvodu a zkoumat,
jak se méni vlastnosti celého obvodu.

Typickym pfikladem obvodt s nesourodymi ¢leny je regulaéni obvod se spojité
pracujici soustavou, diskrétnim korekénim &lenem a tvarovacim Elenem. Blokové
schéma tohoto obvodu je naznageno v obr. 7.1 jednodarové, tzn. Ze spojnice mezi

X+

Obr. 7.1.

jednotlivymi bloky schématu, p¥isluiné vyznadenym vektoriim, mohou byt a jsou
obecnd vicesloZkové: Ve schématu P znadi Cislicovy korekéni &len, H tvarovaci
¢len a S regulovanou soustavu. Regulované soustavé necht patii s stavovych veli¢in
uspofddanych ve vektoru x®, tvarovacimu &lenu I stavovych velicin- uspofddanych
ve .vektoru x" a Cislicovému korek&himu &lenu p-stavovych veli¢in uspo¥ddanych
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ve vektoru x?. Celkovy pocet stavovych veli€in je tudiz
(7.1) n=s+h+p.

Fyzikdlng to znamend, Ze v obvodu je s integrdtorii, p posouvajicich &lentt a h tvaro-
vacich &lenli nultého fddu. Pomoci t&chto operaci miiZeme vyjddfit jakoukoliv
vlastnost linedrnfho obvodu véetn€ tvarovacich ¢lent vys§iho jak nultého fddu,
v jakémkoliv sloZit&j§im uspofdddni neZ jak je uvedeno na obr. 7.1 a pfi jakékoliv
&asové soudinnosti vzorkovacich a tvarovacich Elenti.

JestliZe v obvodu podle obr. 7.1 se bude provddét vzorkovdni odchylky e a vstup

do tvarovaciho ¢lenu soutasnd (synchronng), mizeme v tomto nejjednoduisim

x(t6) x(i )

x(te + o)

Obr. 7.2

pfipadé zvoleny obvod zndzornit obecné schématem na obr. 7.2, kde jednotlivé
bloky predstavuji matice, s jejichZ prvky se provddi transformace vstupnich vektorii
na vystupni vektory. Transformace se provadi vZdy jen v té ¢dsti matic, kterd je vysSra-
fovdna. Z obr. 7.2 vidime, Ze v nevySrafované &dsti matic jsou v diagondle vidy
jednotkové matice, kterymi se pFevddi p¥isluiné stavové veli¢iny bez zmény k dal§imu
bloku. Ostatni prvky v nevySrafované &dsti matic jsou nulové, takze v kazdé matici
S, P, H, P* a H” se provadi transformace jen jednoho druhu. KdyZ to fefend uloha
vyZzaduje, napt. pfi nesynchronnim vzorkovéni a tvarovédni, je podet diléich matico-
vych operdtorll a tim i bloki schématu v&t§i neZ uvddi obr. 7.2.
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Podle obr. 7.2 je celkovy stavovy vektor obvodu

12) x(i) = [x*(1)],
x2(t)
x(r)

jehoZ rozm&r je n. Vystupni stavovy vektor x(t, + o) vypolteme postupn& podle
schématu na obr. 7.2:

(13) )

H x(t,) + H” w(t,),

x(tyT) = Px(t)) + P w(n) =
= PH x(t,) + (PH” + P*) w(t,),
x(t; + o) = $(c) [PH x(t;) + (PH" + P") w(t,)]
nebo struéné
(7.4) X1, + 0) = M(o) x(1) + N(o) wi(t),

kde
M(o) = S(c) PH ,

N(o‘) = S(o‘) (PH“’ + P‘“) .
7.1 Tvarovaci ¢len nultého Fadu

Nechf v okamZiku t, se provddi vzorkovdni na r-tém tvarovacim &lenu, jehoz
stav popisuji stavové veli¢iny x;, s + p + 1 £ i < n. Stavové veli€iny x; se ne-
spojit€ zméni v okamZiku 1, aviak ostatni stavové veliCiny x;, ! % i, zlistanou
nezménény. Nové hodnoty stavovych veliéin x,~(t,:r ) jsou obecné linedrni kombinaci
stavovych veli€in x(#,),j = 1,2, ..., n, a vstupnich velidin obvodu wit,),j = 1,2, ...
..., N, kde N je rozmér soustavy

(19) S(0) = E s ) + LR w) pro 1=,
x{(t2) = x(t) pro l=+1i,
I=12,..,n s+p+1=sisn.
Rovnici (7.5) mbiZeme napsat pomoci matic
(7.6) x(t) = Hix(t) + H® w(t) =
= HP x(t) + HP x?(t,) + H? x'(t,) + HY w(t,),
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kde HY, HI” a H'" jsou submatice matice' Y = [H{*, H¥ F*.a-matics H'v-obt: 7.2,
jejiz tvar je
@7 H-=

Tvar matice H" je'

(1.8) H"=[ 0

Prvky matic (7.7) a (7.8) jsou riizné pro kazdou mnoZinu x;, kterd se souasné méni
v okamZiku 7.
Nechl pro s = 2; p'= 1, h-="3, N = 2'se méni v okamZiku t, jen velidina x;, kde
i =5. Pak
n=s+p+h=6,

6 2
xo(0F) = 3, sy ) + 5 K i) = HE () + HE" ()

j=1

x(t;) = x(t) pro I+5,

7.2 Diskrétui ¢ast obvodu -

Nechf v okamZiku t, se zmé&ni n8které stavové veliCiny x;, s + 1 < i <5 + p,
av¥ak ostatni veli¢iny x,, I # i se nezmé&ni. Pak plati

s " N
79 x(ty) = le,l- x(t) + le}‘} wft) pro I=1,
- J= J=
x(tF) = x{t) pro l+1i, -
) I=12..,n; s+1Zizs+p,
(7‘10) x(t,j) = P? X(tk) + PP w([k) =

= PP xi(t,) + P2 x?(t,) + PP* xi(t,).+ PP w(s),

Kde P? =[PP, P?, p*i_m]“
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V obr. 7.2 jsou matice P a P*

(7.11) P =

Nechfpros = 2,p = 2, h = 1, N = 2 se méni v okamZiku ¢, veli¢iny x,, i = 3a 4.

Pak
n=s+p+h=5,

x(t) = P54 x(t) + PEY w(t)

P31 P32 | P3z Psa
Pay Paz i P43 Pas | Pas
00 [0 0 1

7.3 Spojita ¢ast obvodu

Neméni-li se v intervalu <, 1) vektory x” a x", je podle (6.29) a (5.12)
(7.12)  x*(t + 6) = (o) x*(t) + A™(o) x"(1) +

+f (0 — 1) B w(k + 7)dr, 0< 0 <ty — 1.
o

kde tieti &len na pravé stran& rovnice (7.12) se uplatni jen tehdy, kdyZ veliginy vektoru
w ménici se spojité na intervalu {f, t + &) mohou pfimo ovliviiovat veliéiny vektoru
x*. Jsou-li vak veli¢iny vektoru w na intervalu <{t,, t, + 0) konstantni, pak rovnici

(7.12) mbzeme prepsat na tvar
(7.13) x(t, + o) = ¥(0) x(t) + A™o) x'(1) + 4™(0) w(t,) ,
0< o=ty — .

Pro cely vektor x plati
(7.14) x(t, + o) = $(o) x(1) +J S(o — ) S"w(1, + 1) dr,
0

kde

(7.15) S(o) = AMo) = A%(0) Q*,

| Ao
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(7.16) SV = BsvY : BsY = BSQw s

kde Q" a Q" jsou maticové operdtory. V obycejnych &islicovych regulaénich obvo-
dech je zpravidla $” = 0. Pracuji-li vSak v regulaénim obvodu ¢islicovy korek¢ni
&len a spojity reguldtor paralelng, je $* + 0.

7.4 P¥iklady

Priklad 1. Sestavme stavovou rovnici regulainiho obvodu se spojitou soustavou, &islicovym
korek&nim ¢&lenem a tvarovacim €Elenem nultého Fddu. Dan ptenos soustavy

S(p)

’ N N
pp+1)]
pienos Cislicového korekéniho &lenu, jehoZz konstanty byly vypoéteny pro koneény podet kroki
regulace,
ez(z) by + bzt _ 1,58198 — 0,58198z 1

e(z) 14+az! 1+041802:70 .

P(z) =

konstantni perioda vzorkovani T=1a o= ¢=0,5.

Reseni. Regulaéni obvod odpovida schématu na obr. 7.1. Vektor stavovych velitin x* = [xy, x,1
nechf prisluii regulované soustavé druhého fadu

I;”(t) + v'(t) = y(t) s
vektor x? se stavovou veli¢inou x; &islicovému korekénimu &lenu, jehoz diferenéni rovnice prvniho
tadu je
e;(k + 1) + a, ey(k) = b e;(k + 1) + by e,(k)

a vektor x" se stavovou veli&inou x4 tvarovacimu ¢lenu nultého Fadu.
Podle (3.23) a (3.25) jsou matice soustavy

As:[glf 1]; Bs:[o]; c =[1,0]; H =[0].

0,0 1
Podle zadané diferencidlni rovnice regulované soustavy je charakteristickd rovnice
Z+a=0

a vlastni &isla matice A® jsou Ay = 0a d; = — 1. Jordanova matice je

/=10, 0].
Lo -]
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Z rovnic

Aqy = 4,9, a Aq; = Aq,

vypocteme vlastni vektory q; @ g, a pak uréime maticové operatory

Q=[1L1]; Q'=[0 1].
1,0 1, -1
Podle (5.23) je

e =QeQ™! =[1, 171, 0 0, 1]=[e"1-¢e"],
1, 0f[0, e " 4|1, —1 0,1
takze

N R U |

0, 1 0, 1

Matici 4%(1) nembzeme poéitat podle vzorce (6.26), protoZe matice A° je singularni, Musime
v takovém piipadé provést integraci kaZdého prvku v integrandu vztahu (6.26) samostatng.

t 13 —(t—1) e (t=1)
44y = | o1t —)Bar = [ |° L-e [0 dr =
o oL0 1 1
I3 _ a—(t—1) _ =t
(7.18) =J [1 ¢ :Id‘r:l:t Tre ]
0 1 t

AHT) = [T— 1+ e‘T] . AMT) = [ET— 1+ e_*T:l_

T eT
Podle (3.62), (3.65) a (3.66) jsou matice &islicového korekéniho ¢lenu
AP = —a,; B =1b; —aby; C=1; H"=b,.

Vstupni veli¢inou &islicového korekéniho &lenu je odchylka e a vystupni veli¢inou stavova veli-
&ina x5, takZe stavové rovnice Cislicového korekéniho Clenu je

x3[(k + 1)T] = —ayx3(kT) + (b; — a,by) e(kT).

Rovnice tvarovaciho &lenu je vlastn€ druhd stavovd rovnice (3.66) se vstupnimi veliGinami x5 a
e a s vystupni veli¢inou x4

x4(kT) = x3(kT) + boe(kT).
Dosadime-li do obou poslednich rovnic podle definice

e(kT) = w(kT) — x,(kT),

dostaneme
(7.19)  x3[(k + ) T] = —a;x3(kT) — (by — aybo) x,(kT) + (b, — a,be) w(kT),
(7.20) X4(kKT) = x3(kT) — box,(kT) + bow(kT).
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Tim jsme si pfipravili viechny vztahy potfebné k sestaveni vSech dil¢ich matic a submatic regu-
lagniho obvodu, pfi ¢em% jednotlivé matice budou v tomto pfipadé pfesné odpovidat schématu
na obr. 7.2

Dfive neZ jednotlivé matice sestavime, pfipravime pfedem <iselné hodnoty prvkd matic
&°5(eT) a A™(eT) pro zadané T= lae= 0,5

2%(0,5) = [(),60653 0,39347] ; A™(0,5) = [0,10653] ;
0 1 0,5

(1) =[0,36788 0,63212]; A%(1) =[0,36788].
0 1 1

Podle (7.7) a (7.8) a podle (7.20) je

(721) H=

Podle (7.11) a (7.19) je

(7.22) P= 1o ; PV = 0].
01 0
~(by ~ aibo) 0 by~ aib
00: 0
Podle (7.15), (7.17) a (7.18) je
(7.23) Se)=Te " L —e™*™ 0 eT—1+e].
0 0
0 0

Podle (7.3) je nyni hledany vektor
(7.24) X(kT + 8) = S(z-:) [PHX(kT) + (PHW + Pw) w(kT)] ,

kde v daném ptipadé PHY = HY
Pro e = T je rovnice (7.24)

x[(k + 1) T]] = [0,36788 0,63211 0} 0,36788

%[k +1)T]| |0 X HE
x3[(k + 1)T] 6 :
x4[(k +1) T] 0T
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1 0 xy(kT)] +
0 1 x,(kT)
1,24328°0 x3(KT)
0 0 x4(kT)
+| O w(kT)) .
0
—1,24328
1,58198
Na poéitaci vypoéteme:
k ‘ Xy ‘ X3 . x3 1 x4
0 0,58198 ‘ 1,5820 —1,2433 [ 1,5820
1 1,0000 1,0000 0,0000 —0,58198
2 1,0000 | 1,0000 0,0000 0,0000
3 1,0000 H 1,0000 0,0000 0,0000

Pro o = ¢ = 0,5 je rovnice (7.24)

(kT + ) = [0,60653 0,39347 | 0 | 0,106537.

0 1
0 0 i
0 0 P01
(O x(kT) +[ © w(kT)) .
0] . 0
—1,24328
1,58198
Na potitati vypotteme:
! |
!
k x,(k + o) x,(k + o) x3(k 4+ 0) | x4k o)
0 0,1685 0,7910 —1,2433 1,5820
1 0,9134 1,2910 0,0773 —0,5820
2 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000
3 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000
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8. PODMINKY STABILITY
M¢jme staciondrni lin edrni diskrétni systém s homogenni stavovou rovnici
(8.1) x(k + 1) = Ax(k)

pro ktery zndme politeSni vektor x(0). Pfitom matice A nechf md jednoduchd
vlastni Cisla 4;, i = 1, 2, ..., n. Pak podle (4.12) je Jordanova matice

(8.2) Jo=Q'AQ =4
0

a feSeni rovnice (8.1) je

(83) x(k) = J5x(0),
kde
(8.4) - Je=[20 ..0
: 0 2...0
00 .7k

Z rovnice (8.3) plyne véta, vyjadfujici podminky stability, nebot zfejmé lim x(k) = 0
k= oo
pro |4l < 1,i=1,2,...,nalimx(k) - oo, je-li alespoii jedno vlastni &islo |4, > 1.
k=0
Tento poznatek muiZeme snadno rozsifit i na ndsobnd vlastni &isla matice A.
Véta 1. Staciondrni linedrni diskrétni systém je asymptoticky stabilni tehdy a

jen tehdy, jsou-li viechna vlastni ¢isla matice A v rovnici (8.1) v absolutni hodnoté
mensi neZ jedna.

Podobné miZzeme odvodit podminky stability v pfipadé kdy nezndme Jordanovu
matici, ale umime matici A transformovat na trojuhelnikovou matici. Napf. s trans-
formaci

(8.5) (k) = Fx(k)

takovou, Ze

(8.6) C *A = F-*AF

je horni trojuhelnikovd matice, pak transformovand matice (8.1) je
(8'7) . cl(k + 1)' = A1y Gy ... Qyy él(k) .

e | [0 an el oo
T I e I
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Pro stavovou veli&inu {, plati

(8.8) Lk + 1) = anl(k)

a pro libovolné k = 0 a pro libovolné po&éteéni podminky
(8.9) (0) = F-1x(0)

je

(8.10) Lk) = ¥, £,(0).

Z rovnice (8.10) plyne, Ze klim {,(k) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li |a,,| < 1.
o
Pro stavovou velidinu {,_; plati
(8.11) Gomalk + 1) = ay_y il i(R) + a,- 1, 5(K)
" Nyni lim {,_,(k) = O tehdy a jen tehdy, jestliZe |a,—1, ,—s| < 1 a jestliZe souasnd
lim 0 = o.

Podobné miizeme postupovat aZ k veli¢ing {,. Podminky stability mdZeme vy-
slovit takto:

Véta 2. Staciondrni linedrni diskrétni systém je asymptoticky stabilni tehdy a
Jjen tehdy, jsou-li vSechny proky hlavni diagondly trojihelnikové matice *A =
= F7YAF, kde A je matici rovnice (8.1), v absolutni hodnoté mensi nez jedna.

Podaii-li se provést transformaci podle véty 2, pak prvky v hlavni diagondle jsou
vlastni ¢isla matice A.

Obg vyslovené véty piedstavuji matematickou formulaci podminek stability, avSak
pro praktickou kontrolu se nehodi. Pro praktickou kontrolu stability jsou vhodnd
pravidla uvedend v [6]. Vychdzi se ze skutenosti, ¥e stopa matice A, tj. soudet
prvkil hlavni diagondly matice A, je roven soultu vlastnich C&isel matice A. Je-li
soustava stabilni, pak viechna vlastni &isla matice A jsou |4 < 1, i=1,2,....n,
kde n je rozm&r matice A. Pak plati

(8.12) [StA] <n,
kde

(8.13) stA =Y,
a také

(8.14) ISt A < n.
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Je-li viak alespofi jedno vlastni &islo |4;] > 1, soustava je nestabilni a
(8.15) [StAY >n; YA >n
i=0

pro k dostatecn& velké celé &islo. Prakticky postaci kontrolovat stabilitu jen s n&ko-
lika mdlo hodnotami k. Uvedené poznatky miZeme shrnout vétou:

Véta 3. Staciondrni linedri diskrétni systém je asymptoticky stabilni tehdy a
jen tehdy, je-li absolutni hodnota stopy matice A*, kde k je libovolné velké celé
nezdporné ¢islo, mensi neZ rozmér matice A.

Vyslovenou vétu lze pouZit téZ pro kontrolu stability staciondrnich linedrnich
spojitych soustav, jestliZe v charakteristické rovnici

|a - iE| =0

téchto soustav dosadime za A operdtor

—

(8.16) A= +—1

L=}

o

jimZ se transformuje levd polorovina komplexni roviny A do oblasti ohraniéené
jednotkovou kruZnici se stfedem v poldtku komplexni roviny ¢. Transformovand
charakteristickd rovnice je

(8.17) [“A — oE| = 0,
kde
(8.18) ‘A=(A—-E)"'(A+E)=E+2A—-E)"!

Konetné lze poznamenat, Ze kontrolu stability spojitych i diskrétnich systémi
miZzeme provddét podle b&%n& zndmych algebraickych kritérii stability, jestliZe se-
stavime k matici A charakteristickou rovnici definovanou determinantem

|AE — A| =0.
Tato charakteristickd rovnice necht md obecn& tvar
(8.19) P A+ b d+ay=0.

JestliZze rozmér n matice A je velky, vét3i neZ n = 3, je b&ny zplisob urdeni charak-
teristické rovnice pomoci rozvedeni determinantu ]AE — A[ na determinanty tfetiho
stupné a pomoci Sarrusova pravidla zna&n& nepfihodny a nevhodny pro numerické
feSeni na Cislicovém poditadi. UkdZeme zde proto jiny postup urdeni koeficientd
charakteristické rovnice (8.19), ktery zminéné nevyhody nemd.
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Podle Cayleyovy-Hamiltonovy véty [1,8] &tvercovd matice A musi vyhovovat
své vlastni charakteristické rovnici a proto (8.19) méZeme p¥epsat na tvar

(8.20) A+, AT L+ At aE =0,

Vyndsobime-li nyni tuto rovnici zprava zvolenym vektorem x,, uréime n vektori
x, k=1,2,..., n takto

x; = Ax,,
(8.21) x, = Ax, ,
X, - Ax,_, .

S t&mito vektory je nyni rovnice (8.20)
(8.22) X, + Oy Xyq + .+ A X + GeXe =0

a pfedstavuje soustavu n nehomogennich linedrnich rovnic s nezndmymi koeficienty
a, i=0,1,2,...,n — 1:

Xpt F Uy Xyoq,p oo F 04X+ 0gXe =0,

Xpz F Hye1Xpg 2 F oo WXy F GXg,p =0,

Xy Uy 1 Xy gy e+ AgX, A doXo, = 0.

Regenim této soustavy rovnic uréfme koeficienty charakteristické rovnice (8.19) a
tu pak miZeme podrobit kontrole stability nap¥. pomoci zndmého Routhova-Shuro-
va algoritmu. PoédteCni vektor x, volime samoziejmé co nejjednodussi, napf. x, =
=[L1,0,0,...,0]".

Koeficienty charakteristické rovnice (8.19) miZeme té% potitat pomoci Béchero-
vych vzorch [1,8]. RozloZime-li charakteristickou rovnici na soudin kotenovych
Cinitelty
(8.24) A-2)A—-2)...(A-2)=0,
je zfejmé& v rovnici (8.19) koeficient
(8.25) tyey = —(A + Ay + ... + 4).

Jak jsme jiZ diive uvedli, je soucet vlastnich &isel matice roven stop& matice A, takZe
té% plati

(8.26) Oyq = —StA= —8§;.

Podle (4.12) a (5.22) je

(8:27) A= QfQ .
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Stopa Jordanovy matice umocnéné na k je zfejmé

(8.28) Stff=2+ 2+ + A

a protoZe plati vztah (8.26), je také

(8.29) StA =2 + B+ ..+ X =5,.

ProtoZe celodiselné mocniny matice A miiZeme na pogitadi snadno provddét, mGiZeme
také uvedenych vlastnosti vyuZit k vypoltu koeficientli charakteristické rovnice
(8.19). Snadno se ptesvédeime, Ze podle Bdcherovych vzorci je

(8.30) oy = —S;,
Ayg = —é(“n—xs1 + Sz)a
Op3 = _%‘(an—zs1 + o, 1S, + Sa):
1
ag = — = (0S; + 0,8 + .. + 0,15, 1 + S,)
n

Uvedené vzorce plati i pro ndsobnd a komplexni vlastni &isla.
9. PODMINKY RIDITELNOSTI A POZOROVATELNOSTI

Vyjadiime-li linedrni diskrétni staciondrni systém stavovymi rovnicemi v normdi-
nim tvaru, tj. s Jordanovou matici, pak pfi jednoduchych vlastnich islech Jordano-
vy matice miiZeme posuzovat zmény kazdé stavové veli€iny izolovang podle rovnic

(0.1) xi(k + 1) = Xx,(k) + Ybyyk), i=1,2..,n,
=1

9.2) vlk) =Yexfk); 1=12..p,
i=1

kde poSet ak&nich veliSin je m a podet vystupnich (regulovanych) veli¢in systému je p.

Z rovnice (9.1) je patrno, Ze v pfipadg, kdy matice B md ngktery Fadek nulovy,
4. b;; = 0 pro viechna j a pro néktery index i = v, pak stavovou veli€inu x, nemiZe-
me ovliviiovat af pfimo & nepfimo Zddnou vstupni veli€inou y;, j = 1,2, ..., m.
Rikdme v takovém piipadé, Ze stavovd veli€ina x, je neriditelnd.

Podobné, mad-li ‘matice C néktery sloupec nulovy, tj. ¢;; = 0 pro vSechna I a pro
n&ktery index i = p, pak Zddnd vystupni velidina nezdvisi na stavové veli¢ing x, a

_ fikdme, Ze stavovd veliCina x, je nepozorovatelnd.
Na zdkladg téchto poznatkii miiZeme vyslovit véty:
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Véta 1. Staciondrni linedrni diskrétni systém je Fiditelny a pozorovatelny, jestliZe
pfi nendsobnych vlastnich &islech matice A nemd matice B #ddny nulovy Fddek
a matice C Zddny nulovy sloupec.

Jestlize matice A md ndsobnd vlastni &isla, je tfeba vyslovenou vétu ponékud
upravit. Jsou-li napf. Jordanova matice a matice B a C né&jakého systému tvaru

J={A 1 0 0|; B=1b b|; C=[cys €15 €13 C1a]>
04,10 byy by Ca21 €22 C23 Cp4
00 4,0 b3y bay
000 4, by byy

pak takovy systém je fiditelny i pozorovatelny, protoZe matice B nemd Zddny nulovy
fddek a matice C Zddny nulovy sloupec. To je oviem postacujici podminka, ale neni
to podminka nutnd. Vezmeme-li v tivahu vztahy mezi stavovymi veli¢inami pfisluinymi
nasobnym vlastnim &islim, zjistime, Ze systém je fiditelny i kdyZ jsou prvai dva
fddky matice B nulové a je pozorovateiny i kdyZ jsou druhy a tfeti sloupec matice
C nulové. Podle naznadené uvahy mohli bychom odvodit obecné podminky fiditel-
nosti a pozorovatelnosti.

Dopliime uvedené Gvahy o pfipad kdy k staciondrnimu linedrnimu diskrétnimu
systému, se stavovymi rovnicemi v normdlnim tvaru, sestavime vahovou matici

(9.3) Sk —1r)=CA™" !B, k>r.

Ma-li takovy systém n&které veliiny nefiditelné nebo nepozorovatelné, pak takové
veli¢iny nepfispivaji Zddnou slozkou k vdhové matici §. Vdhovd matice pfedstavuje
tudiZ jen Tiditelny a pozorovatelny subsystém daného systému.

Je-li n&jaky systém piné popsdn diferencidlnimi nebo diferenénimi rovnicemi, pak
takovy systém je mozné téZ vidy popsat stavovymi rovnicemi jako systém fiditelny
a pozorovatelny. Nevychdzime-li vSak pii urCovéni stavovych rovnic z diferencialnich
nebo diferen¢nich rovnic, miZeme dospét k stavovym rovnicim, které mohou pfed-
stavovat systém z&dsti nefiditelny nebo nepozorovatelny.

Podminky Fiditelnosti miZeme téZ odvodit pfimo z definice Fiditelnosti, uvedené
v odst. 2.10.

Podle (6.31) je stavovd rovnice diskrétni soustavy, je-li poruchovd veli¢ina u = 0,

(9.4) x(KT + T) = &(T) x(kT) + A(T) y(kT),
Pro k=0 je
95) : x(T) = o(T) x(0) + A(T) ¥(0).

Cheeme-li, aby z potdtednich podminek x(0) byl dosaZen v jedné periodé T stav
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x(T) = 0, pak tento poZadavek miZeme splnit pro podtedni vektor
(9.6) x(0) = =& T) A(T) y(0) = —S,1(0).
Podobné pro k =1 je .
(9.7) x(2T) = ®(T) x(T) + A(T) y(T)
a ve dvou perioddch méZeme dosdhnout stav x(2T) = 0 z po&dtetnich podminek
09) x(0) = = ®(T) A(T) Y0) — &(T) A(T) (T) =
= ~5.3(0) - $:%(T)

a obecng pro k = n, kde n je ¥4d soustavy,

(9) x(0) = =¥Solli = D 7]
s vektory
(9.10) S, = &7(T) A(T) = &(—iT) A(T).

Neni-li akéni veligina y(kT) omezend, miZeme pak libovolny po&dtesni stav x(0)
vyjddfit jako linedrni kombinaci vektort S;, i = 1,2,...,n a nebo jinymi slovy,
miZeme soustavu n-tého fddu pievést z libovolného po&dtecniho stavu x(0) v n pe-
rioddch do stavu x(nT) = 0. Podle t&chto tvah miZeme vyslovit vétu:

Nutnou a postaéujici podminkou pro Fiditelnost soustavy, vyjddiené rovnici (9‘4)
je, aby vektory S;, i = 1,2,..., n, definované vztahem (9.10), byly linedrné nezd-
vislé.

10. ZAVER

Z vysledkd uvedenych v pfedchozich kapitoldch je patrno, Ze analyza regulova-
nych soustav a regulacnich obvodl pomoci stavovych rovnic je celkem jednoduchd
a pfipousti znaéné zmechanisovdni vypoltin. Pii feSeni konkrétnich Gloh sta&i prosté
dosazeni €iselnych hodnot do vyslednych vztahl. Znova je viak tfeba poznamenat,
Ze analyza pomoci stavovych rovnic neni minéna pro vypoéty s tuZkou a papirem,
ale predpokldda se provadgt &iselné vypodty na &slicovém potitadi. Ctendfe miiZe
zajimat, Ze v dob& dokonéovdni tohoto rukopisu byly pfipraveny programy v pro-
gramovacim jazyku Elliott Algol pro vypodet odezvy podle rovnic (3.34), (3.64),
(3.75), (6.2), (6.23), (6.24), (6.32), (6.33) a to pro rovnice kap. 6 pro u = 0. Pro uza-
vieny regulacni obvod se spojitou soustavou a &islicovym korekénim &lenem je pro-
gram vypracovan podle rovnice (7.4). Uvedené programy vypracoval Ing. J. Vali,
pracovnik Ustavu teorie informace a automatizace CSAV. Rdd pouZivém této pfi-
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leZitosti, abych mu na tomto misté podékoval za ochotu a zdjem, s kterym se této
prédce ujal. Hotovy je téZ program pro vypodlet diskrétniho pfenosu k dané spojité
soustavé a to podle vztahti (6.63) a (6.64). Tento program a jeho analytické od-
vozeni vypracoval aspirant Ustavu teorie informace a automatizace CSAV Ing. J.
JeZek v rdmci své kandiddtské préce. V ni je téZ feSena opadnd uloha, t.j. vypodet
koeficientt diferencidlni rovnice spojité soustavy, je-li ddna diferenéni rovnice
soustavy nebo jeji diskrétni pfenos.

Zévérem je tieba téZ poznamenat, Ze s ohledem na rozsah latky mohly byt uvedeny
v pfedchozich kapitoldch jen zdkladni poznatky a souvislosti. Vyjddfeni dynamickych
vlastnosti soustav pomoci stanovych rovnic pfipousti v¥ak pomérn€ snadné zobec-
néni na piipady nestaciondrnich soustav a fe§eni obvodil se spojitou soustavou a
Cislicovym korekEnim ¢lenem, uvedené v kap. 7, miiZe byt formulovdno i pro odli§né
zplisoby vzorkovani, napf. s nestejnou dobou vzorkovdni, s neperiodickym vzorko-
vénim atp. Také Markovovy procesy je moZné analyzovat se stejnymi matematic-
kymi prostfedky.

Uvedend tématika neni zde tudiZ zpracovdna vylerpdvajicim zptisobem, nybrZ
md pomadhat pfi osvojovdni a md byt podnétem k praktickému vyuZivdni matematic-
kého pfistupu a podnétem k dal§imu studiu.
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