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Lagrangeovy nasobitelé a optimalizace
nepietrzitych Markovovych fetézcli

PETR MANDL

V praci je pouzito metody Lagrangeovych ndsobitelll k uloze maximalizace primérného
vynosu na jeden krok v Markovové fetézci, jehoz pfechodova matice je funkci P(x) parametru u.

Teorie F{zenych Markovovych fetézei byla rozvijena hlavné metodou dynamic-
kého programovani ([1], [2], téZ pfiloha Casopisu Kybernetika [3]). Podstatnym
pro pouZiti této metody je pfedpoklad, Ze hodnota parametru ¥izeni je funkci oka-
mzitého stavu soustavy. Pfitom k fizeni soustavy miZe byt zvolena libovolnd takovd
funkce. Neni-li tento pfedpoklad splnén, neni moZno dynamického programovdni
pfimo pouZit. To nastdvd napf. nelze-li nékteré stavy soustavy pozorovdnim odligit.
Tato prdce se tykd optimalizace primérného vynosu v nepfetrZitych FfetSzcich.
Ackoliv se jednd o nalezeni podmin&ného extrému, nezdd se, Ze by né€kdo o této
tloze z hlediska klasické metody Lagrangeovych ndsobitell d¥ive pojednal.* Prdce
ddvd interpretaci nékterych vysledki dynamického programovéni pomoci Lagran-
geovych ndsobiteld. NepouZivd viak zmin&ného predpokladu, vyZadovaného meto-
dou dynamického programovdni. Je ukdzdno, Ze plati globdlni nutnd podminka
optimadlnosti, pfipustime-li smiSené strategie.

Ka7dému u e U = R* budi pfifazena stochastickd matice P(u) = |p;(u)|} =1
kterou nelze prerovndvdnim fddki a sloupcd uvést na tvar

P, 0, 0
0, P,, 0],
Rl’ RZ’ R3

kde Py # 0, P, % 0 jsou &tvercové matice. Tento pfedpoklad znamend, Ze matice
neni totdln& rozloZitelnd neboli, v terminologii Markovovych fetézch, definuje

* Kdyz byla tato price v tisku, vySel &lanek P. J. Schweitzera (Perturbation theory and
undiscounted Markov renewal programming. Operations Research 17 (1969), 716—1727), ktery
obsahuje vyjadieni gradientu odpovidajici formuli (10).
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pouze jednu izolovanou rekurentni tfidu. Oznatme P(u)’ = ” pfj’(u)”f j=1. Limity
N

)] imN7LY pPw), j=1,..,r,

N-oo n=1
nezdviseji na i a pfedstavuji jediné fcSeni soustavy rovnic
(2 xPu) =x, x={(x',..,x7),
s podminkou Y'x/ = 1, tj.

i

(3) x.e=1, e=(1,...,1).

Tetka znadi skaldrni sougin.

Chépejme nyni P(u) jako matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce
a pfedpoklddejme, Ze s vyskytem fetézce ve stavu j je spojen vynos velikosti o¥(u).
Primérny vynos na jeden krok @(u) je potom roven

0() = lim N1 2 Srpe) o) = T,

kde x je feSeni (2) spliiujici (3). Uloha nalezeni takového u € U, pro né je primérny
vynos maximdlni, spogivd tedy v nalezeni maxima funkce

) x . ofu)

za podminek (2), (3). Ve (4) je o(u) = (¢'(u), ..., ¢"(w)). u pFedstavuje parametr
fizeni.

Pouzijeme metody Lagrangeovych ndsobiteli. Zpo&dtku budeme pfedpoklddat,
Ze P(u), o(u) jsou definovdny na n&jaké oteviené mnoZiné G > U a maji spojité
parcidlni derivace v G. Zavedme vektor Lagrangeovych ndsobiteld 4 = (A%, ..., A7)
odpovidajicich podminkdm (2) a ndsobitel u pro podminku (3). Utvofme Lagran-
geovu funkci

L=x.0(u)+ A.(xP(u) — x) + p(l — x.e).
Podminka staciondrnosti L vzhledem k prom&nnym x!, ..., x" je

5) 0= 5 C ) + o) B~ M —p=0, j=1,...r.
dx’ «
Nechf x spliiuje (2), (3). Vyndsobenim (5) x/ a settenim pro j = 1, ..., r dostd-
vime

0= 3 25 = . ofu) + - (<P — )



tj.
n=x. Q(u) = Q(u)‘
A je tedy TeSenim soustavy

(6) Oe + A = go(u) + A P(u) .

Cérka zna¥ transponovanou matici (vektor).

Lemma 1. Soustava (6) jakoZto soustava rovnic pro nezndmé O, (', ..., ") md
FeSeni pro kaZdé u € U. PFitom O je urdeno jednoznacné, A aZ na aditivni konstantu.

Dukaz. Vyhovuji-li A a @ soustavé (6), potom ji vyhovuji i A + ke, ©. MiZeme
proto voliti A = 0. Tim dostdvime soustavu rovnic pro nezndmé @, A*,..., A"~*
s determinantem

(7) 1, 1~ Pu(”) , e T plr—l(“)

1, - P21(U) s ey T er—l(u)

1, - Pr~1,1(u) A pr-—l,r—l(“) \'
L —poaw) . = poi(u)

CylE — P(u)] oznaguje algebraicky doplngk prvku v i-tém Fddku a j-tém sloupci
v determinantu |E — P(u)|. O platnosti (7) pro libovoiné i se presvédtime, pfitte-
me-li k (i + 1)-vému sloupci determinantu ostatni sloupce kromé prvého a rozvine-
me-li determinant podle prvniho sloupce. C;[E — P(u)], j = 1, ..., r, pfedstavuje
pro nekteré i (ve skuteSnosti pro viechna i) nenulové fefeni soustavy (2). Toto feSeni
je umérné limitdm (1). Je tedy zejména » C,;{E — P(u)] # 0, a proto determinant

J
v (7) je nenulovy. Vidime, Ze @, A', ..., " ~! jsou urdeny jednoznatné. [J
du e R® nazveme piipustnou variact u € U, kdyz

®) f=u+edu+ole)elU
pro e >0, ¢— 0.

Lemma 2. Plati-li (8), potom

) o) = O(u) + e56(u) + ofe) ,
kde je
(10) 30(u) = du . V{x . [o(u) + AP(u)]}.

V (10) V znadj gradient vzhledem k promé&nnym u’ ve funkcich o(u) a P(u). x je
feSenim (2), (3), A feSenim (6).
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Diikaz. Necht plati (8). Ve stru¢ném zépisu budeme veli¢iny odpovidajici hodnoté
#i odlifovat vinovkou. Mdme

O-0=x.(-0e)=%.(g+r—0—AP)Y=%.(G—0)+XP-P)V.

JelikoZ X — x pro ¢ — 0, jak se piesvédéime napf. vyjddfenim X pomoci dopliiki
k libovolnému sloupci determinantu IE - P(u)l, dostdvdme

G-0=x.(@—0+x(P-P)¥ + ofe) =
= edu . V{x . [o(u) + AP(u)]} + o) .
Tim je (9) a (10) ovéfeno. (1
Pozndmka. Vztahy (9), (10) je moZno strucn& zapsat jako
VO(u) = V{x. [o(u) + AP(u)']}.

Je viak tfeba pfitom mit na mysli, ¢ @(u) pro ue G — U nemusi byt definovdno,
takZe gradient na levé strang nemusi mit smysl.
i € U nazveme optimdlni hodnotou parametru Fizeni, kdyZ

o(d) = max Ou).
Z maximality 6(#) a z (9) vyplyvd, Ze pro kaZdou pfipustnou variaci 4 parametru
@ musi byt §@(a) < 0, tj.
(11) on. v{%. [e(@) + AP(@)]} £ 0.
Je-li 4 vnitfnim bodem mnoZiny U, takZe viechny variace jsou p¥ipustné, musi byt
V{2 . [o(@) + AP(a)]} = 0.

(11) piedstavuje lokdlni kritérium optimdlnosti.
K odvozeni globdlniho kritéria utvofme pro u € U ze sloupcového vektoru o(u)’

a matice P(u) matici

R(w) = (o(u), P(w))
a pfedpoklddejme, Ze mnoZina

R ={R(u):uelU}

je konvexni mnoZinou matic. Tj. pro libovolné a, 0 < a < 1, spolu s maticemi
R(uy), R(u,) obsahuje také matici aR(u;) + (1 — a) R(uy).
Kdyby R nebyla konvexni, bylo by tfeba uvaZovati jeji konvexni obal

R={YyR():u;eU, y»20i=1..nYyn=1Ln=12.]}.
i=1



n

> 9,P(u;) je matici pravd€podobnosti pfechodu Markovova fetézce, ve kterém v kai-
i=1
dém kroku volime parametr 4 ndhodné&, hodnotu u; s pravdépodobnosti ;. Vektor
n

Y vio(u;) uddvd ofekdvany vynos. Konvexnost mnoZiny R lze tedy docilit ndhodnou
=
volbou parametru fizeni neboli pouZivinim smiSenych strategii. Pfitom podminka,
aby prechodovd matice nebyla totdlné rozloZitelnd zistavd zfejme zachovdna.

O derivatelnosti o(u) a P(u) podle u nejsou v daliim &indny Z4dné predpoklady.

Véta, Tvori-li R konvexni mnofinu a je-li @ optimdlni hodnotou parametru
Fizeni, potom plati

(12) £ [a(0) + 2P(@)] = max . To() + 1P()].

Diikaz. Mé&me spolu s optimdlni hodnotou # libovolné u € U. UvaZujme problém
maximalizace vzhledem k a e [0, 1] veliginy

x . [ag(u) + (1 — a) o(@)],

x[aPu) + (1 —a) P@)] =x, x.e=1.

kde

Dle piedpokladu ke kaZdému a existuje u, tak, Ze je
ag(u) + (L — a) o(@t) = o(u,), aP(u) + (1 — a) P(&) = P(u,).

x. [ag(u) + (1 — a) 0(@)] = O(u,)-

Odtud

Snadno se vidi, Ze plati
(i) = O(uy) = max O(u,).
0gasg1
Tedy a = 0 je optimélni. JelikoZ jsou splnény pfedpoklady derivovatelnosti, pouZité
pfi odvozeni (11). dostdvdme
d

0z 6w = d% (% [ag(u) + (1 — a) ofd) +

+ MaP(u) + (1 — @) P(@) Bazo = 2. [o(u) + IP(u)] — 2. [o(@) + 1P(2)].
Tim je (12) dokdzdno. []

Bellmanova rovnice. Budiz U =Z; x Z, X ... x Z,, u = (z',...,2"), P{u) =
= |pifz)]}, =1 To znamend, Ze kaZdy Fddek matice P(u) je funkci nezdvislého

parametru, coZ je predpoklad metody dynamického programovani. RovnéZ tak,
necht o(u) = @(z’), i = 1, ..., r. Aby platilo (12) musi byt zfejms

(1) 2 + Toale) # = max [0 + Tpule) 2.
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pro ta i, pro kterd je £ > 0. Je-li P(#) nerozloZitelnd matice, je £ > 0 pro viechna i.

Potom plati (13) pro i = 1, ..., r a to je s ohledem na (6) vztah odvozeny v [1].
Diskontovany vynos. Vektor y = (v‘, . y’) uréeny vztahem

¥ = Y B P ofu) .

n=0

kde je 0 < f < 1, uddva ocekdvany diskontovany vynos pfi pocdteénim stavu
fetézce i = 1, ..., r. Je jedinym fefenim soustavy rovnic

(14) v = o(u) + ByP(uy .

Budiz g = (g%, ..., ¢") dané rozloZeni pravdépodobnosti po&dteniho stavu fetézce.
Zabyvejme se maximalizaci ofekdvaného diskontovaného vynosu, tj. veliiny y(u) =
= g .y, kde y spliinje (14). Z podminky staciondrnosti Lagrangeovy funkce

L=gq.y+ A.(e(w) + ByP(u) — y)
dostdvdme pro Lagrangeovy ndsobitele rovnice
A—BAP(u) =q.
Obdobné jako v predchozim se odvodi
Vip(u) = VA. [o(u) + ByP(u)]
a pro optimdlni hodnotu i € U vztah

2. [e(@) + BpP@a)] = If:;x 2. [e(u) + BoP(u)],

tvofi-li R konvexni mnoZinu.
(Doslo dne 24. bfezna 1969.)
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Lagrange Multipliers and Optimization of Non-terminating
Markov Chains

PETR MANDL

The paper is devoted to the mean reward per one step in a Markov chain, the tran-
sition matrix P(u) of which depends on a parameter u € U = R®. The parameter is
to be chosen so as to maximize the mean reward ©(u). Employing the method of
the Lagrange multipliers a formula for the gradient of @ with respect to u is obtained.
Hence a local condition for optimality is derived which is strengthened to a global
one under the assumption that the transition matrices together with the correspond-
ing reward vectors form a convex set. The paper gives an interpretation of the quan-
tities employed in dynamic programming approach in terms of Lagrange multi-
pliers. The same method can be followed in the case of the expected discounted
reward and in the case of continuous time parameter.

Dr Petr Mandl, DrSc., Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2.



