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Dvé vlastnosti vyrazil v jisté volné univerzalni
algebie

JAN MARES

Clanek se zabyva dvéma vlastnostmi vyrazi v jisté volné univerzilni algebfe a to rozndso-
bitelnosti vyrazh zleva a zprava a existenci jediného tiplného pravého vytknuti daného vyrazu.

UVOD

Pfi abstrakini syntéze automatd pomoci reguldrnich vyrazd, tak jak je popsdna v [1], hraje
jistou roli tvar (s ohledem na uZiti distributivnich zdkon®) regularniho vyrazu, od které¢ho vy-
chédzime. Pokus o nalezeni jakéhosi v uréitém smyslu ,,minimalniho tvaru* daného konetného
reguldrntho vyrazu byl ulinén v [2]. Pfitom se podstatnd vyuZivaly dvé vlastnosti koneénych
regularnich vyrazil, a to:

1. Méme-li libovolny konelny regularni vyraz, 1ze jej aplné rozndsobit tim zplisobem, Ze nej-
prve uZivame pouze levého distributivniho zakona a potom pouze pravého distributivniho
zékona.

2. Méame-li ,,iipIn& rozndsobeny‘‘ koneény reguldrni vyraz, miZeme v ném provadét vytykani
zprava tak dlouho, pokud to jde. Tak dostdvime pojem Uplného pravého vyiknuti daného
vyrazu. Toto uplné pravé vytknuti pak nezavisi podstatné (vzhledem k danému algoritmu syntézy)
na zpiisobu, jakym vytykdme.

V tomto ¢lanku jsou tyto vlastnosti dokdzdny obeengji jako vlastnosti ,,dobfe utvofenych*
vyrazil ve volné univerzalni algebfe s vlastnostmi odpovidajicimi v podstaté vlastnostem algebry
reguldrnich vyrazi.

Volba roznasobitelnosti nejprve zleva a pak zprava a Gplného pravého vytknuti je dana pouze
motivaci ve zmingné syntéze automatl, kde hraje podstatnou tlohu. Analogicky by se zfejmé
daly dokézat symetrické vysledky v pfipadé, kdy by vSude byla zaménéna slova ,,pravy* a ,Jevy*.

1. ROZNASOBITELNOST ZLEVA A ZPRAVA
Bud X = {x4,...,x,} abeceda, tj. konetnd neprdzdnd mnoZina libovolnjch

symbolii. UvaZujme volnou univerzdlni algebru G s mmnoZinou volnych prvkil X
a dvéma bindrnimi operacemi +a., ve které jsou splnény ndsledujici identity.



(Znak operace . oviem vynechdvdme, jak je to obvyklé.)

(6)] G+ +z=x+(y+2),
© x+y=y+x,

®) (y)z = x(y2),

) (x+y)z=xz+yz,
(5) Z(x + y) = zx + zy .

Tedy G = (2,1, %), kde @ = {+, .} je mnoZina operaci a I je mnoZina identit (1)
az (5).
Definujme, co budeme rozumét vyrazy v algebie G.

Definice 1. 1. x; je vyraz v G (i = 1, ..., n); 2. jsou-li R, a R, vyrazy v G, jsou také
Ry + R, a(Ry) (R,) vyrazy v G, pfi¢em zdvorky napiSeme pravé tehdy, je-li to nutné
pro spravnou interpretaci vyrazu.

Jsou-i Ry, ..., R, vyrazy v G, m = 2, jsou ziejm& také R; + ... + R,aRy,...., R,
(s n&jakym uzdvorkovénim) vyrazy v G; nazveme je po fad® soucet a soudin (vyrazt
Ry, .iiy R,,,); VYIazZ X;, ... Xip kde x,-jEZ pro 1 £ j < p, nazveme elementdrnim
soucinem. V daliim zahrneme elementdrni soudin mezi soudiny, takZe za soulin
budeme povaZovat i jediny volny prvek.

Od tohoto okamZiku rovnost R = S bude znamenat, Ze R a S jsou si rovny jako

Py

posloupnosti prvki ,,roziifené abecedy*
Zi=Zu{+()}.

Je-li R soudet, rozum&me uzdvorkovanym soudtem (R) Je-li naopak S uzdvorko-
vany soudet, S = (R), definujme Int S = R.

Bud R = yy, ..., y,, vyraz. (Symboly yi, ..., ,, jsou zde oviem prvky abecedy
%,.) Kazdy viraz poyisss ..o ¥ (1 £ k £t £ m), kde y,-, ¢ Z nebo y, ¢ X a sou-
Casné y, ¢ X nebo y,,, ¢ X nazveme podvyrazem vyrazu R. ‘

UvaZujme nyni mnoZinu piepisovacich pravidel:

(a) X+yi=y+x,

(B) xz+yzi=(x+y)z,
© (x+y)z:=xz + yz,
(D) z(x + y):1=zx + zy.

1
Tato ptepisovaci pravidla se aplikuji tak, jak je to obvyklé napf. u gramatik, tj.:

,,Dosadime-li* za symboly x, y, z do levé strany nékterého pravidla (X) vhodné
vyrazy tak, Ze dostaneme né&jaky podvyraz daného vyrazu R, nahradime tento
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podvyraz v R vyrazem vzniklym odpovidajicim dosazenim do pravé strany pravidla
(X) (X = A, ..., D). Pfitom v pravidlech (B) a (C) budeme za symbol z dosazovat
ne libovolny vyraz, ale pouze elementdrni soudin.

Je-li dén vyraz R, oznadme R™ vyraz, ktery vznikne z R k-ndsobnou (k = 0, 1)
aplikaci pravidla (A) pro X =B (pro X = C, D nebudeme pravidlo (A) viibec
aplikovat), déle aplikaci pravidla (X) a konetn& odstran&nim z takto vzniklé po-
sloupnosti symbolil viech ,,zbyte€nych* zdvorek, tj. takovych zdvorek, které nejsou
nutné pro spravnou interpretaci vyrazu. Jestlize pti Zddné volbg aplikace pravidla (A)
nelze aplikovat pravidlo (X), polofme R® = R (X = B, ..., D). (Ze R™ je skutecng
vyraz plyne ihned z toho, Ze pfepisovaci pravidla (A) aZ (D) nejsou vlastn& nic jiného
neZ identity (2), (4) a (5). Jde samoziejm& o b&Zné uZivéni levého nebo pravého
distributivniho zdkona jednim & druhym smérem.)

Vyrazy R®, R© a R® budeme v dal§im oznaovat po fad& R’, R¥ a R* a nazveme
je po fad& pravym elementdrnim vytknutim, pravym elementdrnim rozndsobenim
a levym rozndsobenim vyrazu R.

Zavedme je§té pojem kanonického zplisobu vytykdni.

P¥i kanonickém zpiisobu vytpkani aplikujeme p¥i pfechodu od R k R’ pravidlo (A)
jen tehdy, umoZni-li se tim aplikace pravidla (B) na souginy, na které jinak (B) apli-
kovat nelze, a pak aplikujeme (B) prévé na tyto dva souginy a ddle vytknuti pro-
vedeme tak, aby souéin dosazovany v (B) za xz ,,zlistal na mist&*, tj. aplikujeme pfi-
padné pravidlo (A) vpravo od tohoto souginu (a ne vlevo). Navic, p¥i zvoleném
soutinu dosazeném za xz v (B), aplikujeme (je-li to viibec t¥eba) pravidlo (A) na
,onejlevéjsi podvyraz vyrazu R, ktery lze dostat odpovidajicim dosazenim za yz
v (B).

Kazdy vyraz o; + ... + o, kde je n 2 1, o; elementdrni soucin (i = 1,..., n),
nazveme polynomem.

Definice 2. Bud R vyraz a nechf existuje posloupnost vyrazi Py, ..., P, Sy, ..., S,
tak, Ze.
Py =R, Pi+1:PI"

Sy =P,, Sj+1=S}) (j=1,..‘,n—1).

(i=1,...m-1),

1. Je-li S, polynom, fekneme, Ze R je rozndsobitelny zleva a zprava. Je-li navic
m = 1, fekneme, Ze R je rozndsobitelny zprava (na vyraz S,)-

2. Jeldi n = 1, fekneme, Ze R je rozndsobitelny zleva na vyraz S;.

Nasim cilem je dokdzat toto tvrzeni:

Véta 1. KaZdy vjraz je rozndsobitelny zleva a zprava.

Dtive, ne? prikrodime k vlastnimu dikazu této vity, zavedeme nékteré pojmy
a dokdZeme n&kolik pomocnych tvrzeni.

NechtR =y, ..., y;jevyraz,1 < k < t. Necht m resp. n je podet vyskytli symbolu
levd zdvorka resp. symbolu pravd zdvorka pred y, (tj. v ,,podietézu® y ..., y}c--l)'



Oznatme h(y,) = m — n (h(y,) 2 0). Hloubkou vyrazu R rozumime Cislo h =
= Max h(y,).

1<kst

Definujme nyni pojem, ktery se ukdZe byt ekvivalentni pojmu rozndsobitelnosti
zprava. Tak dostaneme jakousi ,,popisnou* charakteristiku vyrazi rozndsobitelnych
zprava, kterou je vyhodné pouZit v ditkaze véty 1.

Je-li R = R,«, kde R, je uzdvorkovany soudet a « je elementdrni soudin, ozna¢me
R =R,

Budte R a S vyrazy. Rekneme, ¥¢ R md tvar F, jestlife R = R, + ... +R,
kde je m = 1 a R; je bud elementdrni soudin nebo je R; = S«;, kde S; je uzdvorko-
vany soucet a «; je elementdrni soudin (i =1,..., m). Rekneme, 7e S md tvar Tot F,
jestlize md tvar F a jestliZe pro kaZdy podvyraz P vyrazu S, ktery md tvar F, P =
=Py +...+ P, n2=1 mélnt P, pokud existuje, tvar F (i = 1,..., n).

Uvedme lemma, které vyuZijeme v dtikaze tvrzeni 1:

Lemma 1. Bud R vyraz rozndsobitelny zprava a necht existuje R. Pak také
Int R je rozndsobitelny zprava.

Dikaz se provede indukci die po¢tu ,,Cinitelé* v soudinu o a dle hloubky vyrazu
Int R.

Tvrzeni 1. Vyraz R je rozndsobitelny zprava prdvé tehdy, kdyZ md tvar Tot F.
DokaZme nejdiive

pomocné tvrzeni 1. Necht R je vyraz, ktery nemd tvar F. Pak R neni rozndsobi-
telny zprava.

Diikaz. Je R = Ry + ... + R,, m 2 1, R; jsou soudiny a existuje k, 1 S k < m
tak, Ze R, nemd tvar danych vlastnosti. Zfejmé& nyni staci dokdzat, Ze R, neni roz-
ndsobitelny zprava.

Rekneme, Ze vyraz V mé viastnost v, Ize-li psat

V=YY,Y; nbo V=YY,

kde Y, je uzdvorkovany soudet.
D4 se dokdzat toto: Md-li vyraz V vlastnost v a je-li Vi, ..., V, libovolnd posloup-
nost vyrazii takovd, Ze

Vi=V, Vi =V} (i=1,---,t"1),

md vyraz V; viastnost v (i = 1, ..., t). (Specidlng tedy vyraz s vlastnosti v neni roz-
ndsobitelny zprava.)

Stali tedy ukdzat, Ze R, md vlastnost v. Bud R, = XY. Je-li Y elementdrni soudin,
nemiiZe byt X elementdrni soudin ani uzdvorkovany soudet a lze tedy psdt

X =Y,Y,Y; resp. X =7Y,Y,,
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kde Y, je uzavorkovany soudet, ¥; je elementdrni soudin; sta¥i tedy poloZit
Yy = ¥, resp. Yy =Y.
Necht Y neni elementdrni sou¢in. Potom je Y bud uzdvorkovany soucet nebo lze psdt
Y=1,7,Y; resp. Y=79,Y, resp. Y=VY,¥,
a Y, je uzdvorkovany soucet. V prvnim pfipadé€ stadi poloZit

Y =X, Y,=Y,
ve druhém
Yy =XY, rtesp. Y, =XY, resp. Yy =X.

Dikaz tvrzeni 1. 1. Nechf R md tvar Tot F. Indukci dle hloubky R. Mé-li R
hloubku 0, implikace ziejmé plati. (R je totiZ v tomto pfipad& polynom.)
Necht dokazovand implikace plati pro vyrazy hloubky nejvye n, n = 0 a nechf R
md hloubku n + 1. Je
R=R;+...+R,, mzx1.

Ziejmé stadi ukdzat, Ze R; je rozndsobitelny zprava pro vSechna i. Zvolme tedy k,
1 £ k £ m. Je-li R, elementdrni soucin, jsme hotovi. Jinak m4d viak Int R, hloubku
nejvySe n a je tedy dle indukénjho pYedpokladu rozndsobitelny zprava. Dile je to
ziejmé.

2. Nechf R nemd tvar Tot F. Indukci dle hloubky R: R samoziejmé nemiiZe mit
hloubku 0. Necht tedy hloubka R je 1. Pak vSak R nemd tvar Tot F prdvé tehdy,
kdyZ nemd tvar F, takZe dle pomocného tvrzeni 1 neni R rozndsobitelny zprava.

Necht dokazovand implikace plati pro vyrazy hloubky nejvyse n, n = 1 a nech{ R
md hloubku n + 1,

R=R;+..+R,, m=21.

Rozliujme tyto pfipady:

A. R nemd tvar F. Pak neni R rozndsobitelny zprava dle pomocného tvrzeni 1.
B. R md tvar F. Sta&i dokdzat, Ze aspoii jeden R, 1 £ k < m, neni rozndsobitelny
zZprava.

Existuje podvyraz S vyrazu R tak, Ze S md tvar F, S = S, + ... + S, a aspoii
jeden Int S, 1 £ k < t, nemd tvar F.

a) S =R.Tedyt =m,S; =R; (i =1,..., m)aaspoil jeden Int R, nemd tvar F.
Int R, neni tedy rozndsobitelny zprava a dle lemmatu 1 neni ani R, rozndsobitelny
zprava.

b) S = R. S je podvyrazem n&kterého R,. Nemd-li R, tvar F, jsme hotovi. Jinak
Int R, nemd tvar Tot F a md hloubku nejvyse n; tedy dle indukéniho predpokladu



neni Int R, rozndsobitelny zprava. Dle lemmatu 1 neni ani R, rozndsobitelny zprava.
DokaZme nyni koneén€ vétu 1. PoloZme

_ /(P), jeli P souet,
F = <P, je-1i P soudin .

Ziejms stadi dokdzat tvrzeni (T):

(T) Kazdy vyraz je rozndsobitelny zleva na vyraz, ktery je rozndsobitelny zprava.
Bud R libovolny vyraz. Indukci dle hloubky vyrazu R: .
M34-li R hloubku 0, je to polynom a jsme hotovi.

Necht tvrzeni (T) plati pro vSechny vyrazy majici hloubku nejvyse s, s = 0 a nechf
R md hloubku s + 1, R =Ry + ... + R,, n = 1, Ry, ..., R, jsou soudiny. Bud k
libovolné, 1 < k £ n. Zfejmé staci dokdzat, Ze (T) plati pro soudin R,.

PoloZme S = Ry; je-li S elementdrni souéin, je to zfejmé; jinak pi¥me S = {S,) ...
... {8, m 2 2, kde S; je bud elementdrni sougin nebo soulet (i = 1, ..., m) a s,
S;.1 nejsou soucasné elementdrni souciny (j =1,..,m— 1).

S; md hioubku nejvySe s a tedy dle induk¢niho predpokladu je rozndsobitelny
zleva na vyraz P,, ktery je rozndsobitelny zprava; &ili P, md tvar Tot F (i = 1,..., m).

Staci nyni dokdzat toto:

Je-li T=<(T,><KT,), kde T; a T, maji tvar Tot F, je T rozndsobitelny zleva
na vyraz, ktery md tvar Tot F (a je tedy rozndsobitelny zprava).

Indukci dle hloubky (7T,): (Hloubkou uzdvorkovaného soudtu U rozumime oviem
hloubku Int U zvétsenou o jednicku.)

Mid-li {T,) hloubku 0, je T, elementdrni soudin, &li (Ty> T, md tvar Tot F.
Necht tvrzeni plati jiz pro (T,) majici hloubku nejvy$e r a necht nyni (7,) md
hloubka 7 + 1. Je bud T,'=D; + ... + D, nebo T, = (Dy + ... + D,) 6, kde
t=2, 6§ je clementdrni souin a D; je soutin (i =1,...,f). Oznalme D =
= (Dy + ... + D,). Pak {T;> D je jist& rozndsobitelny zleva na {(T,> Dy + ... +
+ <T;> D, a D; md tvar Tot F a hloubku nejvyie r. Dle indukéniho pfedpokladu
je tedy {(T;> D; rozndsobitelny zleva na vyraz, ktery md tvar TotF (i = 1,..., 1).
Celkem je tedy {(T;) {(T,) rozndsobitelny zleva na vyraz, ktery md tvar Tot F.

Tim je véta 1 dokdzdna.

1. UPLNE PRAVE VYTKNUTI

V tomto paragrafu bude vyhodné uvazovat algebru G = (2,1, ) s jednotkovym
prvkem 1, tj. @ = {+,., I}, kde I je nuldrni operace ,,vzeti jednotkového prvku«.
Tuto jednotku budeme povaZovat za prdzdny elementdrni soudin, tj. soucin neobsa-
hujici Zddné ,.Sinitele. Je nutné dodat, Ze v pfepisovacich pravidlech (B) az (D)
neni dovoleno ,,dosazovat* za z jednotku.

KaZdy vyraz R = o) + ... + o, kde je n 2 1, «; elementdrni soucin, «; # o;
pro i #j (i,j = 1,...,n) nazveme prostym polynomem. V daliim budeme slovo
,,prosty* vynechdvat, nebof k omylu nemtiZe dojit. Ozname jesté r(R) = {a,, ..., o;,}.
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Definice 3. Bud R polynom a nechf R, ..., R,, je posloupnost vyrazi takovd,

7e
Ri=R, Ry, =R} (i=1,..,m—1) a R,=R,.

Pak vyraz R,, oznatime R” a nazveme jej dplnym (pravym) vytknutim vyrazu R.
(Slovo ,,pravé“ budeme vynechdvat.)

Je vidét, Ze kazdy polynom md aspoii jedno tplné vytknuti. Cilem tohoto paragrafu
je ukdzat, Ze toto tplné vytknuti je prdvé jedno aZ na uziti komutativniho zdkona.

Dile se budou vyskytovat pouze takové vyrazy, které maji tvar Tot F. (To plyne
z toho, Ze ma-li S tvar Tot F, md zfejmé i S” tvar Tot F)
Bud R vyraz, ktery md tvar Tot F a necht R,, ..., R,, je posloupnost vyrazii takovd,

w©e

Ry=R, Ry, =R} (i=1,...,m—1) a R,=R,.

Pak vyraz R,, oznafime Ry a nazveme jej #plnym rozndsobenim vyrazu R. (RT je
oviem polynom.)

Je-li o = x4, ..., x, elementdrni soudin, rozuméjme minus k-tym prvkem soudinu o
prvek x,_,.q (k =1,..., 0).

Bud R polynom s ndsledujicimi vlastnostmi:

I.LR=R'+..+R" kde mz1a R (j=1,...,m) je soudet prévé t&h
elementdrnich soudin® z mnoZiny r(R), které maji stejny minus prvni prvek (R’
se ovem miZe redukovat na jediny elementdrni sougin).

2. Necht d + 1 je maximum z podtu ,Ciniteli elementdrnich soudinii patficich
do #(R) a necht R, je libovolny podvyraz vyrazu R, ktery je soudtem pravé téch
elementdrnich soudinii z mnoZiny r(R), které maji na minus i-tém misté (i = 1, ..., k)
stejny prvek (k =1,...,d). Pak je Re =RL + ...+ Ri*, kde t, 21 a R} (j =
=1,..., 1) je soudet prdvé t&ch elementdrnich soudinti z mnoZiny r(R,), které maiji
stejny minus k + 1-ni prvek. (Pfitom minus k + 1-nim prvkem elementdrniho sou-
&inu o k ,,Einitelich rozum&me symbol 1 ¢ X.)

Potom vyraz R nazveme normdlnim polynomem.

Charakterizujme nyni jisté vyrazy pomoci vektorii. Nechf R = Ry + ... + R,
m 2 1 je vyraz, ktery md tvar Tot F. Necht f(i) oznaluje minus prvni prvek ele-
mentérniho soudinu o; (kde R; = Roy;resp. R, = o) (i = 1,...,m). Je-li R; =1,
polozme f(j) = A .

Vyrazu R ptifadime vektor V(R) = [y, ..., y,], » £ m, ndsledujicim zptisobem:
bud n podet viech vesmés riiznych f(i) (i = 1, ..., m); poloZme

=51
je-li .
nw=fH Ask=y,
poloZme
Yr+1 :f(' + P)’



kde p = 1 je nejmensj &islo takové, Ze f(t + p) * ¥i, ..., Vi PoCet sloZek vektoru
V(R) oznagme »(R) (tj. v(R) = n).

Konegné oznadme T(R) =[f(1),...,f(m)]; T(R) nazveme koncovou posloup-
nosti vyrazu R.

Snadno lIze dokdzat

Lemma 2. Bud M mnoZina normdlnich polynomii takovd, Ze

L. #(R,) = (R,) pro Ry, R, € M;

2. je-li N libovolnd mnoZina elementdrnich soudini patiicich do r(R) pro ReM
a majicich stejny minus proni prvek, je pofadi soudinii mnoZiny N stejné ve vSech
polynomech mnofiny M.

Pak zobrazeni V je prosté na M.

Tvrzeni 2. PFi kanonickém zplisobu vytykdni existuje k danému normdl-
nimu polynomu nejvyse jedno jeho tiplné vytknuti.

Predpoklddejme nyni, Ze tvrzeni 2 plati a dokaZme, Ze pak plati

Véta 2. PFi kanonickém zpiisobu vytykdni existuje k danému polynomu
pravé jedno jeho uplné vytknuti.

Duikaz. Bud R libovolny polynom. Zfejmé& stadi ukdzat, Ze Giplné vytknuti existuje
nejvyse jedno.

Ozna¢me M mnoZinu viech vyraz (R")r (tj. mnoZinu tplnych rozndsobeni viech
aplnych vytknuti polynomu R). D4 se ukdzat, Ze mnoZina M splituje pfedpoklady
lemmatu 2. (Zde se prdvé vyuZije kanoni€nosti zpisobu vytykdni.)

Ponechdme-li v koncové posloupnosti T(R) pouze ,,nejlevéjsi vyskyt* kaZdého
prvku a ostatni viskyty vynechdme, dostaneme jednak T(R") (pro libovolné RT — to
je také dbsledek kanonitnosti), jednak V(R), tedy T(R") = V(R). Posloupnost
T((R");) dostaneme z T(R") tak, Ze nkteré prvky nahradime nEkolika exempldii
téchto prvkd, takZe V((RT)y) = V(RT). ProtoZe viak zfejm¢ V(RT) = T(R"), mime
celkem V((R");) = V(R) pro libovolné R”. Podle lemmatu 2 je tedy mnoZina M
jednoprvkovd. .

Budte nyni R, a R, dv& tplnd vytknuti polynomu R. Oznaéme S = Ry)r =
= (R,)r. Je snadno vidgt, fe R, a R, jsou Uplnd vytknuti polynomu S, ktery je
normélni a tedy dle tvrzeni 2 je R, = R,. .

Zbyvd tedy dokdzat tvrzeni 2. )

Dtkaz tvrzeni 2. Bud R normélni polynom, k=1, m; 20 (i=1,..., k),
R="a115 0 Qg + oor T Bigs oo gy

Indukci dle &isla k. Je-li k = 1, je RT = R a jsme hotovi. Necht tvrzeni plati pro
I1sk=pabudk =p + 1. Bud ddle

VR) = [by,-.sby], nSp+1.
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1. Nechf nejdtive n = 2. Oznadme R; soudet viech elementdrnich soudint o e r(R),
jejichZ minus prvni prvek je b, (i = 1,...,n). Pak je R = R, + ... + R, a kaZdy R;
je normdlni polynom a pfitom sou¢tem nejvySe p elementdrnich soudint (i = 1, ..., n).
Déle se snadno zjisti, Z¢ RT = RY + ... + RY. Odtud a z indukéniho pfedpokladu
tvrzeni ihned plyne.

2. Bud tedy n = 1. Definujme posloupnosti {R'} a {b'}:

R'=R, (b =by);

- jelit =1 a u(RY) = 1, polozme [b'] = V(R); R**! dostaneme z R* vynechdnim

véech minus prvnich prvki elementdrnich soudinti patficich do r(R?);
je-li o(R?) = 1, b* ani R**! pedefinujeme.
Necht nyni existuje to 2 1 tak, Ze R*? neni uZ definovédno, tj. o(R**1) = 2.
UkdZeme, 7e pak je
(RY)T = ((Re*H)T) b, ..., b

Odtud bude tvrzeni plynout dle pfipadu 1 tohoto dikazu. (R' je totiZ normdlni
polynom pro kaZdé t.) Stadi ziejmé dokdzat, Ze pro kazdé t, 1 £ t  t,, je

(RI)T = (R!+1) Tbl R

Snadno se ukdZe, Ze (R)T = Xb*, kde X (v piipads t = , oviem Int X) je n&jaky
vyraz. Z definice posloupnosti {R’} oviem plyne, %¢ X = (R**!)T.

Budd = min (mj, ..., m,). DokdZeme, Ze existuje to, 1 < t, < d tak, Ze o(R™*1) =
= 2. Tim budeme s celym ditkazem hotovi.

Necht nejd¥ive existuji aspoii dva elementdrni soudiny «, f € r(R) o d , initelich®,
O = X1y .00y Xgs B = Y1, ..., yo. Musi byt @ # B, tedy existuje ¢ tak, Ze x, & y, a necht
t; je nejmensi z t&chto ¢ Je-li o(RY) =1 pro ¢ < t;, miZeme poloZit to = t; — 1.
Necht tedy existuje pravé jeden elementdrni soudin o e r(R) o d , &initelich a bud
oRY)=1proi=1,..4d &l (RY) = (R*)) b, ..., b".

Mezi elementdrnimi souSiny patticimi do r(R?**) je oviem prdvé jeden prazdny
souin 7 a tedy V(R?*') md aspoti dv& slozky, totiz n&jaké b e X a 2, tedy o(R***) = 2.

Vyslovime a dokdZeme nyni hlavni v&tu tohoto paragrafu, kterd, stejné jako véta 2,
je ditsledkem tvrzeni 2, ale md vzhledem k v&t€ 2 pon&kud slabsi predpoklady i tvrzeni.

Véta 3. K danému polynomu existuje prdvé jedno jeho iiplné vytknuti aZ na uZiti
komutativniho zdkona. (Tj.: Libovolnd dvé diplnd vytknuti daného polynomu se daji
prevést jedno na druhé k-ndsobnou (k = 0) aplikaci pravidla (A).)

Dukaz. Je-li R libovolny polynom, dd se ukdzat, Ze kazdé uplné vytknuti poly-
nomu R je rozndsobitelné zprava na pravé jeden normdlni polynom. Naopak, existu-
ji-li iplnd vytknuti P; a P, tak, Ze (P,)r = (P,)r, musi byt P, = P, (nebof vytykdni
inversni k rozndsobovdni je kanonické).

Pritadime-li tedy kaZdému tiplnému vytknuti P normdlni polynom Py, dostaneme



prosté zobrazeni f mnoZiny vSech Uplnych vytknuti polynomu R na mnoZinu viech
normdlnich polynomd, které lze dostat z R uZitim komutativniho zdkona, tj. k-nd-
sobnou (k = 0) aplikaci pravidla (A). K diikazu véty tedy stadi ukdzat, 7e plati
tvrzeni (T):

(T) Jsou-li R, a R, libovolné dva normdini polynomy takové, Ze r(Ry) = #(Rs),
Ize uZitim komutativniho zdkona prevést f~*(Ry) na f ~'(R,).
Mgjme tedy dva takové polynomy R, a R, a necht

V(R = [ay,....a,], V(Ry) =[ai,..na:],

kde iy, ..., i, je n&jakd permutace &isel 1, ..., n.
Je-li S polynom, polo¥me M(S) = max {t [ X1y e X € ()}
Tvrzeni (T) dokdZeme indukei dle &sla M(R,).
Jelli M(R,) = 1, je vie jasné. (P¥ipad M(R;) = O je trividini.) Necht tedy je
M(R,) = s + 1, s 2 1 a necht (T) plati pro polynomy R, pro které je M(R;) < s.
Oznaéme A; soulet viech elementdrnich soucinli z r(R,), jejichZ minus prvni
prvek je a; (i = 1,...,n) a poloZme R = A;, + ... + A, (Z vlastnosti polynomi
R, a R, plyne, Ze miizeme p¥ejit od R, k R, tak, Ze nejdfive utvofime R a pak uZijeme
komutativniho zdkona na jednotlivé polynomy 44, ..., A,,.)
Ziejmé
FTUR) =71 (A) + .-+ T4,
FTYR) =f7YA) + ... + 174,

tedy f ~*(R,) Ize pfevést na f ~*(R) uZitim komutativniho zdkona. Stadi tedy ukdzat,
Ze fT1(R) lze ptevést na f ~'(R,) uzitim komutativniho zdkona.

PmeR, = B, + ... + B, kder(B) = (4)(i = 1,...,n). Zvolme k, 1 S k < n
libovoln&. Oznadme A, resp. B, polynomy, které vzniknou z A, tesp. B, vynechdnim
viech minus prvnich prvki elementdrnich soudint patticich do r(4,). Pak je M(4,) <
< s, (A0 = r(B) a tedy dle induk&niho pfedpokladu Ize prevést f ~1(4,) na f ~1(By)
vZitim komutativniho zdkona.

Dile je ztejmé, Ze

TR = Ay ay + ot STHAD as,,
f_‘(RZ) = <f_l(§i,)> a;, + ...+ <f_l(§i,.)> a;, .

Tim je véta 3 dokdzdna.
(Doslo dne 28. kvétna 1968.)
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SUMMARY

Two Properties of Expressions in a Certain Free Universal Algebra

JAN MARES

In this paper there is considered a certain free universal algebra, i.e. a set of free
generators together with two binary operations + (addition) and . (multiplication)
and with some identities. A sum of products of free generators is here said to be
a polynomial. Expressions in the algebra are defined as usual. We use the left and
right distributivity in the one or in the other direction in order to “transform” one
expression into another one. ) '

The proof of the following two statements is given:

1. Let R be an expression. Then it is possible to transform this R into a polynomial,
using first the left distributivity only and then the right one only.

2. No matter how we use the right distributivity in one direction beginning with
a polynomial and continuing as long as possible, we ‘obtain'in all cases the same
expression..” 1. P . : : ;
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