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O metod€ postupnych aproximaci pro nalezeni
optiméalniho fizeni markovského fetézce

KAREL SLADKY

V prdci je ukazano, Ze pfi hleddni optimalniho fizeni markovského fetézce metodou postup-
nych aproximaci odvozenou v préci [2] Ize snadno v kaZzdém kroku itera¢niho postupu konstruovat
dolni a horni odhady optimélniho primérného zisku, které monotonné konverguji k hodnoté
optimalniho priimérného zisku. RovnéZ primérny zisk piislusny fizeni ziskanému v kazdém
kroku itera¢niho postupu je omezen odpovidajicim dolnim a hornim odhadem.

UvoD

V préci [1] Howard odvodil na zdkladé metod dynamického programovéni
iteradni postup pro nalezeni optimdliniho ¥izeni markovského fetézce s ohodnocenymi
pfechody mezi jednotlivymi stavy pro pfipad, Ze celkovy pocet pfechodil roste nade
viechny meze a kritériem optimality je bud prim&rny zisk pfipadajici na jeden pfe-
chod nebo celkovy diskontovany zisk (t.j. soudet hodnot ziskanych pfi jednotlivych
prechodech, jestlize hodnota ziskand p¥i k-tém prechodu je vyndsobena of (pro k =
=1,2,..., o), kde «€0; 1) je tak zvany diskontni faktor (anglicky ,,discount
factor*). Howardova iteradni metoda, pomoci které obdrzime hledané optimalni
fizeni po né&kolika krocich, spo¢ivd v ohodnoceni pouZitého Fizeni pomoci vdhovych
koeficientti jednotlivych stavii a v dal§im zlepSovdni pouZitého fizeni ve vech stavech
na zaklad& zndmych vdhovych koeficientii. Nevyhodou této metody je, e ohodnoceni
pouZitého Fizeni je po numerické strance dosti ndroéné, nebot je tfeba fesit soustavu
n rovaic o n nezndmych (kde n je podet stavil vySetfovaného markovského Fetdzce).

Pro ptipad, Ze kritériem optimality vySetfované ulohy je prim&rny zisk p¥ipadajici
na jeden ptechod, White (viz [2]) ukdzal, Ze za jistych podminek je moZno najit
optimdlni ¥izeni metodou postupnych aproximaci. Tato metoda se vyznaduje tim,
Ze v kaZdém kroku iteraéniho postupu je provddéno zlepSovdni vypolitdvanych
vdhovych koeficientd a priamérného zisku, které je kombinovdno se zlep$ovdnim
pouzitého fizeni. Uvedend metoda se doporuduje zejména pro ruéni vypodet a pro
piipad, kdy fe$ime tlohu o velkém poctu stavi.
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Pro kritérium celkového diskontovaného zisku metoda postupnych aproximaci
byla podrobng diskutovdna v [3] a [4]. V [4] bylo rovnéZ ukdzdno, jak lze generovat
v kazdém kroku iteraénfho postupu dolni a horni odhady optimalizovanych veli€in.
Posloupnosti dolnich a hornich odhad@t potom konverguji monotonn& k ¥eSeni
vySetfované ulohy.

V této préci je ukdzdno, Ze pro pfipad, kdy kritériem optimality je primé&cny zisk
pfipadajici na jeden pfechod, lze velmi snadno v kazdém kroku metody postupnych
aproximaci konstruovat dolni a horni odhady optimdlniho pramérného zisku, které
monotonn& konverguji k hodnot& optimainiho pramé&rného zisku. Rovn&Z primérny
zisk pfislu$ny Fizeni nalezenému v kaZzdém iteradnim kroku je omezen odpovidajicim
dolnim a hornim odhadem. Odhady optimdlniho primérného zisku mohou byt ze-
jména uZite&né p¥i ruénim vypodtu.

FORMULACE PROBLEMU A JEHO RESENI

Hleddni optimdlniho Fizeni markovského fetézce miZeme piesné formulovat takto:

Mgéjme markovsky Fetézec s n + 1 stavy. V i-tém stavu lze pouZit jedné z s; zada-
nych strategii. Pfi pouZiti strategic k v i-tém stavu pfejdeme s pravddpodobnosti pf;
z i-tého do j-tého stavu. PoufZiti strategie k v i-tém stavu pfinese zisk ¢;. Soubor
pouzitych strategii v jednotlivych stavech nazveme Fizenim markovského fetgzce.

Hleddme takové fizeni, pro které primérny zisk pfipadajici na jeden p¥echod bude
co nejvyssi, jestlize celkovy podet pfechodi roste nade viechny meze. ,

V préci [1] Howard odvodil, Ze p¥i optimdlnim fizeni ergodického markovského
fetézce musi byt splnén systém rovnic

nt1

1) v+ g = max [c+ le’;jvi]
=

k=1,2,..5:

(proi=1,2,...,n,n+1),

kdyZ klademe jedno v; = O (v nalem piipad€ v,.; = 0). v; je vdhovy koeficient
i-tého stavu, g je hodnota pramérného zisku.

V préci [2] navrhl White pro feSeni systému rovnic (1) tento postup:

Za predpokladu, Ze existuje takovy stav markovského fetézce (ktery oznalime
indexem n + 1), celé &islo u > 0 a jisté & > 0 tak, Ze z libovolného stavu pfi libovol-
ném piipustném fizeni se po u pfechodech s pravdépodobnosti vétsi nebo rovnou ¢
dostaneme do stavu n + 1, potom pomoci niZzz uvedeného algoritmu 1 obdrZime
feSeni systému rovnic (1) (Je patrné, Ze za t&chto podminek vySetfovany markovsky
fetSzee bude vidy ergodicky).

Algoritmus 1 (White). 1. Vyjdeme z libovolnych hodnot vdhovych koeficientd v,
(pro i = 1,2, ..., n) a hodnoty priimérného zisku g. Klademe v,,, = 0.



2. Na zdklad& dfive zji§t&€nych hodnot vdhovych koeficientd v; uréime zlepSené
hodnoty vdhovych koeficienti v, a primérného zisku g a zlepSené fizeni podle
vztahii:

6 Vim+1) = _max [ew+ 3y om)].

k=1,2,..,
kde
V{m) = v(m) + g’'(m) pro i=1,2,....n

glm)=g'(m+ 1) = max [,y p+ 3 Pherj-om)]-
X j=1

=1,2,008n+1

m znadi krok iteraéniho postupu.

Bod 2 opakujeme aZ je dosazeno uspokojivé presnosti hledaného feseni.

Duikaz konvergence algoritmu 1 za vy3e uvedenych pfedpokladi Ize nalézt v prd-
ci [2].

Didle dokdZeme vétu, kterd umozZiiuje generaci dolnich a hornich odhadt optimdl-
niho pramérného zisku, které monotonné konverguji k hodnoté optimdlniho pra-
mérného zisku. Tyto odhady mohou byt generovdny nepatrnou upravou vyie
uvedeného algoritmu 1 pfi jednotlivych krocich iteraéniho postupu.

Véta 1. Jestlize vychozi hodnoty vdhovych koeficientit pFi iteradnim postupu
podle algoritmu 1 jsou nulové, potom lze v kaZdém kroku iteracniho postupu zjistit
dolni (resp. horni) odhad optimdlniho priimérného zisku guy (resp. guo:) podle
rovnice:

n
(3) daafm) = min { max [eg + 3 ply - vf(m)] — vfm)}
1=1,2,..., n =1,2,..,8i Jj=
resp.
(3%) Fhoe(m) = max +1{k max [ea + le',fj .o (m)] — v(m)}.
i=1,2,...,n =1,2,..,5; Jj=

Posloupnost hodnot gdol(m) (resp. ghm(m)) konverguje monotonné k hodnoté opti-
mdlniho primérného zisku.

Pozndmka. Konstrukce dolnich a hornich odhadd optimdlniho primérného zisku
n
neni nikterak ndrotnd, nebot vyrazy Vy(m + 1) = max [cy + Y. pf;. v(m)] jsou
k =1

vypod&itdvdny jiz v algoritmu 1. Z uspornych diivod budeme pouZivat téZ zkrdceného
zdpisu max, max.
i k

Vétu 1 dokdZeme pomoci nékolika lemmat.
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Lemma 1. Jestlize vychozi hodnoty v(l) v iteracnim postupu podle algoritmu
1 jsou nulové, potom vdhové koeficienty v(m) jsou pro m = 1 typu:

4) vi(m) = A{m) — A, (m) (i=1,2,..,n,n+ 1),
kde
n+1
A(m) = max [cy + Y p5dm — D] pro m>1;
2,80 =1

E=1,2,...5
A1) =0.

Dukaz provedeme tplnou indukci. Nejprve viak vyuZitim vztahu v, ,(m) = 0
a vyloudenim hodnoty g(m) piepiSeme soustavu rovnic (2) na tvar:
n+1

(2% v{m + 1) = max [cy + Y pf.0(m)] —
k=1,2,..,5¢ i=1

n+1
—  max  [eypipt X P,y v (m)].
k=1,2,..,5n41 j=1

Pro m = 1 tvrzeni lemmatu zfejmé plati.
Predpoklddejme ddle platnost lemmatu pro jisté m = 1. Dosazenim vztahu (4)
do vztahu (2*) dostdvdme pro v(m + 1): )

v(m + 1) = mkax [ex +:Z:p’,fj(Aj(m) — Ay (m))] —

n+1l
— max [e,41 +zlpﬁ+1,j(Aj(m) — Ay ()] .
-

nti n+1

Protoze » pi; =1, Y pkiy; =1 a pro libovolnd B, B plati max(B; — B) =
i=1 j=1 J

= max B; — B dostdvime:
i

n+1 n+1
vfm + 1) = max [ew +_le’,§ A (m)] - max [ensi + le”;ﬂ,r Afm)].
j= i= .

Tento vztah Ize rovn&Z psdt ve tvaru :
vm + 1) = Afm + 1) — A, (m + 1),
kde

il
Af{m + 1) =max [c, + 2 pl; . A(m)] (i=1.2..,nn+1).
k = .



Lemma 2. JestliZe pouZijeme znaceni z lemmatu 1, potom vyrazy (3) (resp. (3%))

pro dolni (resp. horni) odhad optimdlniho primérného zisku lze psdt ve tvaru:

n+1
dea(m) = min { max [ey + Y pf; 4,(m)] — 4(m)}
s j=1

i=1.2,. 041 k=1,2,...,

resp.

dolm) = max { max e +Y oy Afm)] — Afm)}

i=1,2,.0+1 k=1,2,..,5

Dikaz. ProtoZe v,.,(m) = 0 lze vyraz (3) psdt ve tvaru:

n+1
Geo(m) = min  { max [ecg + Y pi; - v(m)] — v(m)} .
P= 1,2t L E=1,2 00080 i=1

Dosazenim vyrazit zjisténych v lemmatu 1 pro v;(m) obdrZime:

Gaoi(m) = min {mkax feu +"2,1p’,fj(A,-(m) = Ay (m)] = (A(m) — Ay o(m))} .

nti

Protoze Y p%; = 1 a pro libovolnd B; B plati max (B; — B) = mjax B; — B po
i=1 J

j=
pravé dostdvdme:

n+1
Gao(m) = min {max [cy + le,[‘j A (m)] — A(m)}.
ik i=

Zcela analogicky postup lze provést i pro Irae(m)-

n+1
Lemma 3. Jestlie p;; 2 0,y p;; = 1 potom pro libovolnd aj, b; plati:
=1

nt1 ntt

1. maxa, z maxy p;;.a;, (resp. mina; < min), p;;.a;).
i i j=1 i Pa=t
2. max (a; ~ b;) Z Max a; — max b;.
i i i
3. min (q; — b;) £ Maxa; — max b;.
; i ;

Dukaz. Vztahy 1. a 2. jsou trividlni. Vztah 3. dokdZeme vyuZitim vztahu 2. Plati

totiz:
— min (¢; — b;) = max (bs = a) 2 max b; — maxa; =
i i ¢

R < - ;
min (“i bi) £ max a; m?x b;.
. i
i
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Nyni mtZeme pfistoupit k dikazu véty 1.

Dilkaz vé&ty 1. JestliZe zvolime takové fizeni, Ze strategie k; pouZitd v i-tém
stavu spliiuje vztah c;,, = max [cy], potom primérny zisk pfi tomto Fizeni bude
k

zfejmé spliiovat vztah g = min {max [¢;]} = gao(1). Primérny zisk kteréhokoliv
i K
piipustného fizeni je zfejm& omezen vztahem g < max {max [c;]} = gpol1)-
i k

Jak je dokdzéno v [2], iteraéni postup podle algoritmu 1 konverguje k fegeni
soustavy rovnic (l), a proto musf byt splnéno

lim gdol(m) = Gopt = llm qhor(m)
kde g,,, zna¢i primérny zisk pii optimdlnim fizeni. Staci proto dokdzat pouze
monotonnost konvergence dolnich a hornich odhadi@i optimdiniho primérného
zisku, tj. prokdzat platnost vztahi:

() min { max [M+ZP., Am)] — A{m)} =

i=1,2,.n+1 k=1,2,.

n+1

< min { max [ka + Zpu Afm + 1)] = 4(m + 1)},

i=1,2,...,n+1 k=1,2,,

(5%) max { max [clk + Z Pl A{m)] — A(m)} 2

i=1,2,..,n+1 k=1,2,.

n+1

= max max |:c,,c + Z pii-Am + 1)] — 4(m + 1)}.

i=1,2,...,n+1 k=1,

DokdZeme nyni platnost vztahu (5). VyuZitim lemmatu 3 Ize psdt:

min {max [e +zi P Am)] — Am)} <

IIA

n+1 n+1l
min {min le'?; - {";ax [epr + 12117?2 - Afm)] — A m)}} =
i Kk j= . = s

n+1

min {min [ca + 3.y fmax e+ 325 A} = (o 43,y )]} <

Il

1IA

nti nt1l n+1
min {max[cy + lelicj' {rriax [es +[le7’}; A(m)]}] - max [ew+ ZIP?/- Afm)]} =
i k i= i = i=

I

n+1
min {max [cy + Y. pl; . Aj(m + 1)] — 4(m + 1)}
i k i=1



Podobnym zplisobem lze dok#zat platnost vztahu (5*). Plati:

n+1
max {max [c; + ¥ pl; . 4,(m)] — A(m)} 2
i x i=1

n+1 n+1
Z max {m:lx le’,-‘j . {mkax [eje + lzlpﬁ; CA(m)] - A(m)}} =
; .- . <

n+1

n+1 nt1
= max {mkax [ew + ZII’?;'- {mﬁx [ep + lZf’Ez A(m)]} — [ea + le’i‘j A1} 2
i = = =

n+1

n+1
> max {max [cy + le’,fj {max [cp + zz Pl A(m)]}] -
i X i= P =t

nti
- mix [cik + leli(i . Ai(m)]} =
f= .
a1

= max {m?x [eu + le”fj CAfm + )] = Am + 1)}
i i=

Odhad pramérného zisku, ktery pislusi fizenf nalezenému v kazdém kroku algo-
ritmu 1 umoZiiuje véta 2.

Véta 2. Jestlize jsou splnény pfedpoklady véty 1, potom pramérny zisk pFislu-
Sejici Fizeni nalezenému v my-tém kroku je rovnéZ omezen hodnotami gsq(mg)
a Gnoe(Mo), kieré jsou dané vztahy (3) a (3*).

Dikaz. Primérny zisk pfislu$ny fizeni nalezenému v mgy-tém kroku lze nalézt
tak, Ze v dal§ich krocich iteraéniho postupu podle algoritmu 1 bude pouZivat stejného
fizeni jako v mg-tém kroku (proto budeme vynechdvat index k).

Vziah (5) (resp. (5*)) lze potom pro m = m, piepsat ndsledovng:

n+1
) min e+ gy Afm) — A(m)] =
i=1,2,..041 i=1
n+1
£ min e, + Y piy-A4im + 1) — A4(m + 1)]
P=1,2, 41 i=1
resp.
. n+t
(6%) max  [e; + Y pij. A m) = A(m)] =
i=1,2,004 1 =
n+1
2 max [e;+ Y py-Am+ 1) — 4(m+ 1)],
i=1,2, 01 =1
kde
n+1

A{m + 1) =c, + Y pi;. Af(m).
=1
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ProtoZe vztahy (6) a (6*) jsou specidlnimi piipady vztahii (5) a (5*) pro p¥ipad, ze 175
§; = 8, = ... = 5,4, = 1, plyne jejich platnost z platnosti diive dokdzanych vztahi

(5) a (5%). Pro ilustraci popsané metody spodteme piiklad, ktery je uveden v Howar-

dové monografii [1] na str. 44.

Piiklad 1. Hledame optimdlni fizeni markovského fetézce se 3 stavy. Ve stavu | miZzeme pouZit
jedné ze 3 strategii zadanych hodnotami:

ply=025; pl,=025; ply=05; ¢y =T7,0;
i =0,125; p2,=1075; p23=10125; cgp=40;
pI1=075; p},=0,0625; pl;=0,1875; c;3=4,5.

Ve stavu 2 mame k dispozici 2 strategie:

pli=105:  pi,=00; ply=05; ¢ =160;
P31 = 00625; p3,=0,875; p3s3==0,0625; c,y = 150.

Ve stavu 3 mzZeme pouZit jedné ze 3 strategii: Ve stavu 3 miZeme pouZit jedné ze 3 strategii:

Py =05; pl,=025; pli=025; ¢y = 8,03
p2y =00625; p2,=075; p3;=01875; c3,=275;
P31 =025; p3,=0125; p33=0,625; c33=425.

Vysledky obdriené Fesenim piikladu 1 podle algoritmu 1 jsou uvedeny v tabulce 1. V kazdém
kroku iteraéniho postupu je provddén dolni a horni odhad optimalniho primérného zisku.
Vypocet byl proveden na poéitagi LGP-21, program byl sestaven v jazyce ACT-V.

(Doslo dne 31. srpna 1968.)
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SUMMARY

On Successive Approximations Method for Finding Optimal Control
of a Markov Chain

KAREL SLADKY

White [2] uses some sort of successive approximations method to determine optimal
control for a Markov chain with returns for the average return criterion of optimality.
This paper describes how to produce upper and lower bounds of the optimal average
return at each iteration of the algorithm proposed in [2]. These upper and lower
bounds converge monotonely to the optimal average return. Also the policy determ-
ined at each stage achieves an average return which is lower than the corresponding
upper bound and at least as good as the corresponding lower bound. Similar results
for the case with discounting were obtained in [4].

Ing. Karel Sladky, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, VySehradskd 49, Praha 2.



