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Asymptoticka distribuce vyb&rové
informacni miry zavislosti

JANA ZVAROVA

V ¢lanku zkoumdame asymptotické viastnosti vybérového odhadu informaéni miry zdvislosti,
kterd je dana vzorcem (1). Je odvozena podminka pro rychlost konvergence vybérového odhadu
ke spravné hodnoté informaéni miry zavislosti a urena asymptoticka distribuce vybérového
odhadu.

1. GvoD

V préci [1], [2] A. Perez navrhl veli¢inu, nazvanou informac¢ni mira zavislosti, kterd méki
silu statistické vazby mezi dvéma ndhodnymi elementy. (Ndhodnym elementem rozumime veli¢inu,
kterd nabyva hodnot z libovolné abstrakini abecedy s danym pravdépodobnostnim rozloZenim.)
Informaéni mira zévislosti nabyva hodnot v intervatu <0, 1) a obecné neni symetrickou funkei
néhodnych elementi. Krajni hodnotu 0 nabyva pravé kdyZ uvazované nahodné elementy jsou
vzéjemné nezavislé, krajnl hodnotu 1 pii jejich deterministické zavislosti. Hodnota informaéni
miry zavislosti se nezméni pfi transformaci nahodnych elementi zménou meéfitka.

V tomto Elanku se zabyvame vybérovym odhadem informadni miry zéivislosti a jeho asympto-
tickymi vlastnostmi. UkdZeme, Ze uvaZovany vybérovy odhad ma vét§inou asymptoticky nor-
malni rozioZeni se stfedni hodnotou rovnou spravné hodnot& informaéni miry zavislosti a roz-
ptylem Gmérnym pfevracené hodnoté rozsahu vybéru. Aviak pii platnosti uréité podminky se
stane, Ze limitni rozptyl je nepfimo umérny &tverci rozsahu vyb&ru. Asymptotickd distribuce
vyb&rové informadni miry zavislosti je potom urlena distribuci kvadratické formy v ndhodnych
proménnych s normalnim rozloZenim a hodnotou entropie jednoho z ndhodnych elementi
(o ktery nahodny element jde, ur¢i smér zkoumané zavislosti).

Pfi odvozovani asymptotickych vlastnosti vybérové informaéni miry zdvislosti pouZivame
postupu vypracovaného v &lanku [7] pro odvozeni asymptotickych vlastnosti vybérové informace.
Podminka, uréujici rychlost konvergence vybérového odhadu ke sprdvné hodnoté parametru,
je viak obecné& odli$nd pro pfipad vyb&rové informaéni miry zavislosti a vyb&rové informace.
V zéavéru prace uvadime nékolik ptikladd, kdy stanovena podminka je splnéna.



2. FORMULACE A RESENI ULOHY

Nechf (X, X) je méfitelny vstupni prostor a (¥, J) je méfitelny vystupni prostor.
Nechf déle {Py,,, xe X} je mno¥ina pravdépodobnostnich distribuci na méfitelném
prostoru (Y, 3). P¥edpokladejme, % pro kaZdou mno¥inu Fe 3. je Py,(F) (jako
funkce proménné x) X-méfitelnd. MnoZinu {Py,, x € X} nazyvdme kandlem se
vstupni o-algebrou ¥ a vystupni c-algebrou I a znaéime (¥, Py, 3) [3], [4]-
Méjme ddnu pravd®podobnostni distribuci Py na méfitelném prostoru (X, X).
Trojici (X, X, Py) nazyvdme zdroj informace. Necht zdroj informace (X, X, Py)
je pfimo pfipojeny na vstup kandlu (X, Py, 3). Oznadme (Xex ¥, ¥ x 3, Pyy)
indukovany dvojity zdroj a (Y, 3, Py) indukovany vystupni zdroj [3], kde Pyy
(resp. Py) je indukovand pravdépodobnostni mira na métitelném prostoru (X x Y,
X x J) (resp. (Y, 3)).

V naSem ¢ldnku uvaZujeme piipad, kdy (X, X), (Y, ) jsou konetné mefitelné
prostory X = {x;,...,x}, r> 1, Y = {p;, ..., }, s > 1, a c-algebra X (resp. 3)
obsahuje viechny jednobodové mnoZiny prostoru X (resp. Y). Predpoklddejme ddle,
e {X, Py,,, 3} je diskrétni kandl bez paméti ve smyslu [5], [6]. Pro jednoduchost
znafime p;., (0 < pi. < 1) hodnotu pravdépodobnostni miry Py na mnoZing {xi},
i=1,..,rp; 0O<p;< 1) hodnotu pravdépodobnostni miry Py na mnoZin&
{vi}» i=1,...5 a p;;, (0= p;; £ 1), hodnotu pravdépodobnostni miry Pyy na
mnoZing {(x;, y)}, i =1,...,1j=1,..,s

Jak je zndmo z literatury [4], [5] jsou v daném piipad& hodnoty informace I(X, Y),
vstupni entropie H(X) a vystupni entropie H(Y) ddny vyrazy:

KX, Y)=Y Y pyin-Bi,
i=1 j=1 D

1.0

kde pro p;; = 0 pfislusny scitanec klademe rovny nule,

HX) = = ¥ pi.la ps..

s

H(Y) = _jzxp'j]n P.j»

kde In oznaduje pfirozeny logaritmus.
Informagni mira zdvislosti vstupniho ndhodného elementu na vystupnim (resp.
vystupniho ndhodného elementu na vstupnim) je dle [1], [2] definovdna:

’ X, Y)
1 2(X[Y) = R
respektive

I(X, )

z(Y[X) = Tl
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Zkoumejme nyni zadany systém v pfipadg, kdy vSechny pravddpodobnosti p;;,
Di., P.; jsou nezndmé hodnoty. Provedme posloupnost n vzdjemng nezdvislych pokusit
na vstupu kandlu. ProtoZe uvaZovany kandl je bez paméti jsou i prvky posloupnosti
odpovidajicich pozorovdni na vystupu vzdjemné nezdvislé. Nezndmé pravdépodob-
nosti p;;, p;., p.; odhadneme na zdkladé pokusu pomoci maximding v&rohodnych
odhadt p;;, p;., p.;, které jsou ddny vyrazy:

(2) ﬁiJ':E’ ﬁ1.=£‘1, ﬁ.j:‘h;

n n n
kde n;; je podet pokusii pfiznivych vyskytu bodu (x;, y;) prostoru X x Y, n;. poet
pokusit ptiznivych vyskytu bodu x; prostoru X a n, ; pocet pokusit ptiznivych vyskytu
bodu y; prostoru Y. Vyb¥rové odhady informadni miry zdvislosti z(X/[Y) resp.
2(Y/X) jsou ddny vyrazy:

® sy = 10,
respektive

09 = 102,
kde

=1
A(Y) = i FLVAE

Diéle budeme studovat vlastnosti vybérové informacni miry 2(X|Y). VSechny tvahy
pro 2(Y/X) jsou analogické. Provedme ndsledujici rozklad:

W+ HX) Uy + [I(X, Y) = HX)]U, = HX) U,

@ 2(x[Y) - 2(x]Y) =

H(X) H(X)
kde
W=y Z(ﬁu piy)cy» ¢y = H(X)In = P +I(X,Y)Inp,.,
i=1 j=1 Pip.;
Up=Y ¥ pymby,
i=1 j=1 Di;
) U, =Y p. .y
i=1 P
U, = Z Py P,
i=1 D.j



Néhodné veli€iny U;, i = 0, 1, 2 zavedli jiZ auto¥i &ldnku [7] pfi odvozovani asym-
ptotickych vlastnosti vybérové informace. Oznaéme:

©) Z{ = n'*(py; ~ piy)
Z? = n'(p. — p.),

"1/2(19‘1' - Py

i

(n)
8

SdruZené rozloZeni ndhodnych veligin ZE}) je asymptoticky mnohorozm&rné normaini
rozloZeni s nulovymi stfednimi hodnotami a konstantnimi rozptyly. (Dle véty o asym-
ptotickych vlastnostech maximding vérohodnych odhadd [8] Sec. 33.3.) Ndhodnd
veli€ina n'/?W je linedrni kombinace ndhodnych velitin Z{P a tedy ([8] Sec. 24.4,,
10 § 11.4) m4 asymptoticky normdlni rozloZeni s nulovou stfedni hodnotou a rozpty-
lem danym vyrazem:

() lim Dn2W = lim nEW? = lim Y, :(21: cicanE(pi; — pij) (B — Pu) =

n-o n—co n-w i,

=1limYy Y c;encov[ZP,Z0].
now i, kil

V uvaZované situaci maximdlng vérohodné odhady p;; maji sdruZenou distribuci
multinomickou (tedy asymptoticky normdlni [8]) a plati:

(8) cov [ZE;), ZY;)] = ncov [ﬁija ﬁkl] = Pij(éikfsjl - pkl) >
kde §;; je Kroneckertv symbol (3;; = 1 pro i = j, §;; = 0 pro i # j). Pomoci (8)

upravime vyraz (7) a asymptoticky rozptyl ndhodné velitiny n'/2W dostaneme ve
tvaru:

lim Dn*/?W = Zg cricubiSudp — Pu) = )3 i — (L cubii)” -
i

n->c0 Lk, iJ
Pouzitim Schwartzovy nerovnosti a Zpu = 1 dostaneme:
i
2. 1/2 2

(ZP.‘,I pij/ cij)2 = Zpijcij'

i3 (8]
Rovnost ve Schwartzové nerovnosti nastane pravé kdyZ pro viechna i, J, ¢i; je rovno
konstanté. MiZeme tedy shrnout: Asymptoticky rozptyl ndhodné velidiny n'2Ww

nabyvd hodnoty nula prav€ kdyZ pro kazdé p;; plati:

I
(10) pifpy — apip) =0,

kde » = 1 — [I(X, Y)[H(X)] a o je kladnd konstanta,
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V ddnku [7] je,provedgn rozvoj ndhodnych veligin 2rU;, i = 0, 1, 2 v mocninou
fadu, ktery ddle pouZijeme:

(11) MU, = 3 pii 25 + 0~ Y p P2
Ly 6
20U, = ZP;lZ?.(") + n7l2g, Xpi_-zz?.("’,
i i
2nU, = Zp;‘Z,zj‘”’ + n"2g, Zp,}zl?j‘“’ s
J J

kdeO<t;<1lproi=0,1,2.
Nesplituje-li systém podminku (10), md ndhodnd veli¢ina

(12) " nt2{W + H(X) U, + [I(X, Y) — HX)]U, — H(X)U,}

asymptoticky normdlni rozloZeni s nulovou st¥edni hodnotou a rozptylem danym (9).
Tento zdvér plyne z vlastnosti ndhodnych veligin n'/2U,, i = 0, 1,2, které (jak je
patrno z rozvoje (11)) konverguji v pravd&podobnosti k nule. PouZijeme-li v§znamné
vity o konvergenci ([8], Sec. 20.6.) vidime, Ze asymptotickd distribuce ndhodné
veliiny dané vyrazem (12) je stejnd jako asymptotickd distribuce ndhodné velitiny
n'/2W. Vybérovy odhad entropie A(X) je konsistentnim odhadem sprdvné hodnoty
entropie H(X) [7], [9]. Op&tnym pouZitim v&ty o konvergenci ([8] Sec. 20.6.) dosta-
neme ndsledujici vysledek:

Nesplifuje-li systém podminku (10), distribuce ndhodné velidiny n"/2[2(X|Y) —
— z(X]Y)] je asymptoticky normalni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem:

ZPIJ Cij — (‘ZPuCu‘)z
ot

(13) 11m D ?[2(X[Y) — 2(X]Y)] = L T

V pfipadg, e systém je vdzany podminkou (10), W je identicky rovno nule a ndhod-
nd veligina n*/2[2(X[Y) — z(X|Y)] konverguje v pravd&podobnosti k nule. V tomto
piipadd studujme asymptotickou distribuci ndhodné veli€iny 2n[2(X/Y) — z(X]Y)].
Z rozpisu (11) a pouZitim v&ty o konvergenci [8] dostaneme, Ze asymptotickd distri-
buce ndhodné velifiny

2n{W + H(X) U, + [I(X]Y) — HX)] U, — H(X) U,}
je stejnd jako asymptotickd distribuce kvadratické formy

0% = H(X) ZM‘ZZ‘"‘ + [I(X, Y) ~ HQO)] Y pi' 23 — H(X) Yp5' 25" .
i J

Z definice (6) plyne, Z& Q™ je kvadratickd forma v ndhodnjch proménnych Z{P. Pro

pi;j = 0 klademe Z{? = 0 identicky. Ozname k poéet nenulovych p,;. Bez djmy

na obecnosti lze predpokladat % P, * 0. Potom (vzhledem k podmince ZZ(") =0)
r=1s-1

nahradime ve form& 0 ndhodnou proménnou Z7’ vjrazem — ¥, ¥ Z{P. Kvadra-
i1 /51



tickou formu Q™ p¥evedeme timto zpisobem na formu v (k — 1) nﬁhodnych pro-
ménnych s kovariandni matici 4 = (4. jy,.1)» kde pro prvky matice 4 (viz (8)) plati:

A(i,j),(k,l) = pij(‘sikéjl - pkl) .

A je nesinguldrni matice, kterd je pozitivnd definitni. Existuje k ni tedy matice in-
verzni A™* s prvky 4G4, aon, kde

-1 -1 -1
A = OubjPi; + Prg -

Kovarianéni matice A nezdvisi na n, je tedy i kovarianéni matici sdruZené limitni
distribuce uvaZovanych ndhodnych proménnych Z{}’. Oznadme Z™ sloupcovy vektor
z (k — 1) ndhodnych velidin Z{P. Z definice (6) plyne, Ze sdruZend asymptotickd
distribuce ndhodnych veligin Z™ m4 (k — 1) rozmérné normdlni rozloZeni s hustotou

£(2) = [Det (4)]/2 2m)~972 exp [ ~3247'2],

kde z znaéi hodnotu limitnf ndhodné veli€iny Z se slozkami Z,;, p¥islusné k z™
(z' je transponovany vektor k z). Asymptotickd distribuce kvadratické formy Q™
v (k — 1) prom&nnych Z{} je distribuce formy:

i

Q = H(X) Tp; 23 + [IX. ¥) = HOO1 022 — HX) $03'Z),

v (k — 1) proménnych Z;;. Jak je uvedeno v [11] (kap. 10, § 6) existuje redlnd nesin-
guldrni transformace nédhodnych prom&nnych Z;; na ndhodné prom&nné u,, kterd
prevadi Z’A7'Z na u? + ud + ...+ ui_; a Q na Al 4+ Aus 4 ..+ A quiog,
kde Ay, ..., 4 jsou charakteristickd &isla matice 44, kde A je matice formy Q
(i formy Q™). Néhodné velitiny u;, I = 1,2, ..., (k — 1) jsou nezdvislé, normdlng
rozloZzné, s nulovymi stfednimi hodnotami a jednotkovymi rozptyly. Asymptotickd
distribuce kvadratické formy Q™ je tedy distribuce formy Q prevedené do tvaru:

Q = Al 4+ Aud + .o+ A_quiy,

kde u;, I=1,2,...,(k— 1) jsou nezdvislé normované gaussovské promdnné.
Oznadime-li F(f) distribugni funkci formy Q, opétnym pouZitim véty o konvergenci
[8] a konsistence vybérového odhadu H(X) dostaneme:

Asymptotickd distribuéni funkce ndhodné velidiny 2n[2(X[Y) — z(X[Y)] je pti
platnosti podminky (10) ddna vztahem G(f) = F[H*(X) ], kde F(f) je distribuéni
funkce formy Q.

3. PRIKLADY

Mezi systémy spliiujici podminku (10} se fadi i dva dileZité ptipady: p¥ipad vzd-
jemné nezdvislosti a p¥ipad deterministické zdvislosti,

55



56 A. Pripad deterministické zdvislosti. V tomto ptipad€ p;; = Opro i +ja p; =

= p;. = p.;, tedy » = 0. Podminka (10) je splndna s o = 1. Je vSak zfejmé, Ze
v tomto ptipad¥ 2(X|Y) = z(X|Y) identicky.

B. Pripad vzdjemné nezdvislosti. Systém md pravd&podobnosti vdzané podminkou:
Py =Dpipjpoi=1,...,7rj=1,..,s5 tedy x = 1. Podminka (10) je op&t spinéna
s « = 1. Asymptotickd distribu¢ni funkce ndhodné veliginy 2n[2(X[Y) — z(X|Y)] je
v tomto p¥ipads R[H(X) t], kde R(t) znadi distribuéni funkci y*-rozloZenis (r — 1)
(s — 1) stupni volnosti (viz [7] str. 268 a tvar @ v pfipad€ I(X, ¥) = 0). Pro systémy
spliiujici podminku (10) se vemi pravdépodobnostmi p;; > 0 miiZeme vyslovit
obecny poznatek: Systém splitujici podminku (10) se viemi p;; > 0 spliiuje podminku
nezdvislosti tj. p;; = p..p.; pro vechna i, j.

Dukaz:
e . "
0 < pij=apip;, 0<p,;;=oap.pj,
0 < pu = apipx, 0 < pg = apgpu,
tedy
Py _ Py _ Py
Prn P Pan
a
p +
pij = = p,
Pgn
Pro g = h = 1 mdme
o PyPu
ij
J 2
tedy
1=Yp,;= P1.P.s
b P11
a
D
ZPU =D = Lt P
' P11
Zpij_ PJ=£1_1P.1
P11
Dostdvdme
Pipy = P1.P.a . P1Pir _ s
P11 Pu

a systém spliiuje podminku nezdvislosti.



C. Platnost podminky (10) v pfipadé rovnomérného rozlofeni na vstupu. V pfipadé
rovnomé&rného rozloZeni na vstupu je platnost podminky (10) ekvivalentni s platnosti
podminky z &ldnku [7] pro rychlost konvergence vybérové informace. Podminka
z dédnku [7] je tvaru:

(14) pii(pi; — Bpip.) =0
pro vSechna i, j, kde B je kladnd konstanta. Ob& podminky lze pfepsat na spoledny
tvar:

pifpi; — 1p.;) = 0
pro viechna i, j kde 7 je kladnd konstanta. V tomto p¥ipad® systém zfejm& md ndsle-
dujici vlastnosti:

C 1: Po&et nenulovych p;; je stejny pro vSechna j.

Dtikaz. Oznaéme n; poet nenulovych p;; pro dané j. Potom

nj
Y. Py = Py = n;7p,;
=1
tedy

=
I
= |~

pro viechna j.
C2. Ozna¢me ) “p,; soudet viech p.; pro kterd p;; > 0. Potom Z(i)p,j = 1ry,
kde r je pocet boéﬁ prostoru X. ’
Dukaz:
ZP.-,» = 1 = ?Z(Up.j
J r

tedy

Z(i)P. i =

J

Systém spliiujici podminku (10) v ptipad& rovnomérného vstupu je tedy napfiklad
systém s r = 4, s = 4 a matici pravddpodobnosti (p;;) ve tvaru:

(P;,-)=§000
1000
1 1 1
oI FE
0 5 1616

D. Systém s nerovnomérnym vstupem, ktery spliiuje podminku (14). Systém s té-
mito vlastnostmi md pravdépodobnosti vdzané vztahem p;; = p;p,; a spliiuje tedy
podminku nezdvislosti.
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Dukaz:
Dij = Bpip.; = apip.;

pro p;; * 0, tedy pif*VE® — ¢ kde ¢ je konstanta nezdvisld na i. Vzhledem k ne-
rovnomérnosti vstupu nutnd I(X, Y) = 0 a systém splituje podminku nezavislosti.

E. Systém s dvoubodovym vstupnim a dvoubodovym vystupnim prostorem. Dokd-
Zeme, Ze tento systém spliiuje podminku (10) pouze v piipad§ vzdjemné nezd-
vislosti nebo deterministické zdvislosti.

Ditkaz: Jsou-li viechna p;; > 0 viz B. Jsou-li prdvé dvé p;; = 0 viz A. Necht
existuje pravé jedno p;; = 0. Pfedpoklddejme, Ze p,; = 0. Potom

Pit = &(pir + P12)* Pur s
Piz = d(pys + Pr2) (P12 + Pa2)s
tedy
Py _ Py
P12z P12+ paz
a

Pzt Pa2=1—p11.

Z predchozich vztaht plyne p;, =.1 — pyy a tedy p,, = 0, spor s pfedpokladem
P22 F 0.
(Doslo dne 17. dubna 1968.)
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SUMMARY

The Asymptotic Distribution of Sample Information Measure of
Dependence

JANA ZVAROVA

This article deals with the asymptotic properties of the sample estimate of informa-
tion measure of dependence. This information measure of dependence was introduced
by A. Perez in [1], [2] and in our article it is given by (1). By means of results given
in [7] we derive some asymptotic properties of the sample estimate of this information
measure of dependence. The rate of convergence for sample estimate is expressed
by condition (10) and also the asymptotic distribution of the sample estimate is
found.
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