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Test linearni separability

Miro§ THOMA

Prace se zabyvd moZnosti testovani linedrni separability p¥i pouZiti prahového logického
adaptivniho obvodu v modelovani procesu uéeni. Ukazuji se moZnosti nahrazeni uceni nékterou
béZnou trenovaci metodou testem linedrni separability.

1. GvoD

Problematika udeni a uticich se obvodi je jiz dosti dlouhou dobu oblasti zvyZeného zajmu,
v peposledni Fad® vzhledem k moZnostem aplikace jako ugicich se reguldtori. Valnd vé&tSina
znadmych praci, které se zabyvaji uvedenou aplikaci uéicich se obvodt v regulaci, pouZiva jako
zékladnfho prvku pro tyto obvody prahového adaptivniho logického elementu. Nejvétsi zdsluha
o prosazovani tohoto elementu v uvedené problematice se pfipisuje prof. B. Widrowovi., Ve
svych pracech se zabyva problematikou adaptivniho logického prahového obvodu a jeho apli-
kacemi. Pro podobnost tohoto obvodu s linearnim modelem neuronu nazyva jej B. Widrow
ADALINE (adaptivni linedrni neuron).

2. PRAHOVY LOGICKY ADAPTIVN{ OBVOD

Na obr. 1 je schéma uvedeného obvodu. Vlastni prahovy obvod se sklddd z n fdd-
nych vstupii, z prahového vstupu, ze sumdtoru a kone¢ng z vystupniho &lenu (limi-
téru). Viechny vstupy, v&etnd prahového, jsou pfipojeny k sumdtoru pres vahové
prvky. Velikost vah oznadme wg, Wy, «.., Wy

Pro funkci obvodu je ddle nutné adaptaéni zafizeni, které samo neni pfimo sou-
&dsti prahového obvodu a které obstardvd piestavovdni jednotlivych vah. Pfedpo-
klddejme, Ze vstupni veli¢iny mohou nabyvat pouze dvou hodnot, a to +1a —1.
(Prahovy vstup je konstantng pfipojen na +1.)

Nazveme kone&ng& jako obraz kaZdou moZnou kombinaci vstupnich proménnych
+1 a —1. Kazdou jednotlivou vstupni proménnou oznaéme x;, i = 1, ..., n, cely
obraz pak symbolem a(xi), kde a je pofadové &islo obrazu.



a2 Mgjme ddno s riiznych obrazit 4(x), ..., (x;)-a to tak, e poZadujeme, aby pfi
jejich rozpozndvdni byly fazeny obrazy ,(x3), ..., (x;) do prvé a obrazy ,.,(x;), ...
<. (x;) do druhé skupiny. Pfislunost obrazu do prvé skupiny vyzna&i prahovy
obvod v procesu rozpozndvdni vystupem (ozname V) +1, pislufnost do druhé
skupiny vystupem —1.

Pokusime-li se nyni postihnout funkci prahového obvodu, pak jeho ¢innost musime
rozdélit do procesu udeni a procesu rozpozndvdni. V procesu ueni adaptadni zafizeni
pfestavuje vdhy v jednotlivych vstupech tak, aby obvod poZadovanym zpiisobem
reagoval na jednotlivé obrazy ptivddéné na jeho vstupy.

Obr. 1.

V procesu rozpozndvdni prahovy obvod pak zafazuje pfivdd&né vstupni obrazy
do pfislusnych tfid podle toho, jak byl ,,natrénovén‘ v procesu udeni.
Viimneme-li si, jakym zptisobem obvod provédi zafazeni, vidime, Ze

(l) V = sign S(a),
kde
)] » S(a) = wo +i;axiwi R

coZ je soutet prahové vdhy a skaldrniho soudinu vektoru obrazu a(xi), i=1,...,n
a vektoru vahového w = [w,, ..., w,]. Pro zpfesnéni rozpozndvini se zavadi tzv.
pdsmo necitlivosti

(3) d>0.
Potom

€)] V=+1,
jestlize

©) S@>d




(6) V= -1
jestlize
@) S(a) < —d.

Neni-li splnéna ani jedna z nerovnosti (5), (7), pak obraz je oznacen jako neidenti-
fikovatelny.

3. LINEARNI SEPARABILITA

Pro nalezeni vdhového vektoru w, ktery spliiuje zaddni tlohy, je zndmo nékolik
postupt, oznatovanych jako trénovaci metody [1], [2].

Konvergence téchto metod je dokdzédna za pfedpokladu, Ze hledany vdhovy vektor
existuje. (Existuje-li takovy vektor, pak tloha se oznacuje jako linedrng separabilni.
V opaéném piipad€ jako linedrn& neseparabilni.) P¥i modelovdni prahového obvodu
a procesu udeni (tieba na poéitaéi), nekonverguje-li proces udeni, tj. neni-i moZno
nalézt vektor w, nemizeme Fici, je-li tomu tak proto, Ze problém je linedrn& nesepa-
rabilni, nebo Ze je nekonvergence zpiisobena nevhodnou volbou pdsma necitlivosti,
Dile je ziejmé, Ze fedeni — vektor w — obvykle neni jediné, avSak pfi pouZiti zming-
nych trenovacich metod dostaneme pouze jediné feSeni (i kdyZ spliiujici danou
ulohu).

Zdd se tedy byt opodstatnény poZadavek nalezeni takového postupu, ktery by

a) rozhodl o linedrni separovatelnosti & neseparovatelnosti dané alohy,
b) vymezil pokud moZno celou mnoZinu Feseni.

Zde bude uZiteéné uchylit se k prostorové interpretaci celého problému. Obrazy
reprezentované n resp. (n + l) vstupnimi proménnymi lze povaZovat za body
v n resp. (n + 1)-rozm&mém prostoru. Ddle je ddna nadrovina ¢ (s normalovym
vektorem w), kterd déli n resp. (n + 1)-rozmérny prostor do dvou poloprostord.
Rozpozndvani obrazi délenim do dvou tfid v prostorové interpretaci pak znamend
posuzovani, ve kterém z obou zminénych poloprostorii leZi uvaZovany bod. Piede-
piSeme-li pdsmo necitlivosti, pak uddvdme v néjakém méfitku minimdlni nutnou
vzddlenost bodt od nadroviny. Lze také Fici, Ze zde prahovy obvod realizuje linedrni
rozhodovaci funkci. Kopkrétni podobou této funkce je zfejmé& skaldrni soudin
normdlového vektoru nadroviny w s polohovym vektorem (radiusvektorem) bodu
(obrazu).

4. FORMULACE KRITERIA

Zminénd prostorova piedstava ndm umoZiiuje formulovat kritérium separability,
které, jak bude ukdzdno, dovoluje stanovit celou mnoZinu feSeni.
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Nechf nadrovina ¢ je ddna rovnici
(8) XyWy + XaWa o+ X, + wo =03

vzddlenost bodu o(x;) od nadroviny ¢ je ddna vyrazem

’ )p ot X W, W
9 9! = oX1Wy 0XnWn o |
©) O+ wE L Wt wd)

Pro uvedeny problém se jevi vyhodné uvaZovat vzddlenost véetn& jeji orientace tj.

(10) 9y = 0X1Wi + ...+ oX W, + Wo
VWi w4+ wh)
Zavedeme ddle

d
1 A
(1) VWi + o+ wd)

Je ddno s riznych bodd ,(x;), k = 1,...,s, o soufadnicich ,x;, i = 1,...,m k =
= 1,..., 5. Jde o tzv. trénovaci mnoZinu a pfisluinost té&chto bodit do dvou moZnych
skupin je rovnéZ zndma. (VZdy je moZné provést pfedislovdni bodf tak, aby body
{x:), k = 1,..., 7, patfily do prvé a body x(x;), k = r + 1,..., s, do druhé skupiny.)

To znamend, Ze u bodd prvé skupiny poZadujeme, aby jejich vzddlenost od nad-
roviny (8) byla

(12) 9.>¥, k=1,..,r,
a u druhé skupiny .
(13) -9 >3, k=r+1,..,s.

Uvdime-li vztahy (10) a (11), pak nerovnosti (12) a (13) miZeme prepsat ve tvaru

(14) WXWy o W, + W > d,
pro

k=1,..,r
a
(15) — X Wy — e — XW, — Wy > d
pro

k=r+1,..,s.

Prihiédneme-li k tomu, Ze viechna ;x;, k= 1,...,s,i = 1,...,n, jsou ddna a pfe-
pifeme-li nerovnosti (14) a (15) vhodnym zpiisobem do tvaru (16), pak vidime, e




jde o soustavu linedrnich nerovnosti vzhledem k w;, i = 0, 1, ..., n.

1XWy + o+ X, + Wy > d,

XaWyg + o+ X, + Wy > d

>

(16) X iWy T e = X W, — Wo > d
=X Wy — o = XWy — Wy > d

Dopliime soustavu nerovnosti (16) na soustavu rovnic (17) a to tak, e po fadé do levé
strany kaZdé nerovnosti soustavy pfi¢teme novou proménnou y,, k = 1, ..., s:

XWX W, Wty =d,

(17) XWg o+ W+ woty, =d,
—re1XgWe = = X Wy — Wo + Yy = d,

—XgWy — = XWy = Wo+ Y, =d.

Roz3ifend matice soustavy (17) md pak tvar

1%4 1Xa ... X, 1]10 00 |dj

(18) WXy $X2eee X, 1 .010 ...0d
—rr1Xy —ps1Xg . —p4 X, =110 ...0010...0 | d|’

-X;  —Xz... —x,=1,00 01 |dl

Z tvaru matice (18) je okamzit¥ vidét, Ze jeji hodnost je s a tedy soustava (17) md
vidy feSeni vzhledem k proménnym y,, k = 1, ..., sas proménnymi w;, i = 0, 1, ...
..., n jako parametry. Vzhledem k tomu, jak jsme zavedli promé&nné y, lze tvrdit,
Ze soustava nerovnosti (16) bude mit alespofi jedno feSeni vzhledem k w;, i =
= 0,1, ..., n, pravé tehdy, existuje-li alespoii jeden soubor takovych

(19) V<0, k=1,...,s,

ktery vyhovuje soustavé rovaic (17).

Piedpoklddejme tedy volbu viech y, podle (19) a zkoumejme, za jakych okolnosti
je nyni feSitelnd soustava (17), ale vzhledem k proménnym w;,, i =0,1,...,n,
a s proménnymi y,, k = 1,...,s, jako (pfedem podle (19) zvolcnymi) parametry:
Za tim Udelem budeme upravovat matici (18) tak, aby jeji podmatice sestavend
z koeficientti soustavy (16) nabyla tvaru diagondlni matice. Uprava se provddi v zé-
sad& Gaussovou elimina&ni metodou.
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Vysledny tvar matice ziskané uvedenou tpravou matice (18) se bude lifit pfipad
od ptipadu v zdvislosti na tom, jaky je pomér hodnosti nerozsifené matice soustavy
(16) (ozna¥me p) a hodnosti matice (18). Jak jiz bylo konstatovdno hodnost matice
(18) je vzdy s.

Posudme nejprve piipad, Ze

(@ p=>s.

V tomto pfipad€ je zfejmé, Ze feSeni soustavy (17) vzhledem k prom&nnym w;,
i=0,1,...,n, je jediné, oviem zdvislé na parametrech y,, k =1,...,s. Je tedy
moZno parametry y, zvolit tak, aby spliiovaly podminku (19). Tim bude zarugena
existence FeSeni soustavy (16). Péivodni problém je pak linedrn€ separabilni a véechna
feSeni (tj. nadroviny) dostaneme réiznymi volbami parametr@ y, a jejich dosazenim
do rovnic pro w;, i = 0, 1, ..., n.

V piipadé

(b) p<s

Ize zfejmé& v matici soustavy (16) nalézt pravé p linedrn& nezdvislych fddki. Lze
tedy prévé p z proménnych w;, i = 0, 1, ..., n, vypo&itat v zdvislosti na y,, k = 1, ...
s S
Z ¥4dkii, které byly v matici soustavy (16) linedrng zdvislé (je jich pravé (s — p)),
vznikne tedy (s — p) rovnic v proménnych y,, k = 1,...,s. (Poznamenejme je3té,
Ze t&chto rovnic je urditd ménd neZ s, protoZe 1 < p < 5.)

PoloZme
(20) s—p=4q;
pak nové vznikld soustava rovnic md tvar

Ay + G12Y2 + o Ay = 4y,

(1)

Agy1 + Agys + .o+ Ay = A,y

kde a;;, i =1,...,q,j = 1,..., 5, jsou koeficienty vzniklé pfi aplikaci elimina¢niho
postupu na soustavu (17) a A, i=1,...,q, jsou absolutni ¢leny vzniklé pii témZe
postupu. ProtoZe s > p a hodnost matice soustavy (21) je ¢ = s — p, md soustava
(21) vidy feSeni. Aplikujeme tedy na soustavu jiZ uvedeny elimina&ni postup. Jako
vysledek dostaneme ndsledujici soustavu rovnic (pfedpokldddme, Ze vyjddiime pravé

y1 aZ y; vhodnym pierovndnim a pfedislovdnim prom&nnych y, tobo lze dosdhnout)

Y1 ="bygs1Vge1 + ...+ by, + B,
(22) :

Vg = bggs1¥qs1 + ..o + byys + B, .



Vzhledem k tomu, Ze pro y,, k = 1, ..., g, musi platit podminka (19), musi pro
pravé strany rovnic soustavy (22) platit

by gs1Vgrr + oo F by + B, <0,
(23) :

bygi1Vg+1 + oo + by + B, < 0.

Na soustavu (23) aplikujeme opét eliminacni postup a Gvahu o platnosti podminky
(19) pro vSechna y,, k = 1, ..., s. Timto postupem cyklicky opakovanym dospgjeme
posléze k jednoduchym podminkdm pro nékterd y,. Podminky budou nerovnosti typu

(24) y; < Gy,
(25) ¥ > Gy,

kde G;, G, jsou absolutni &leny. Pokud jsou viechny podminky (24) resp. (25) slu-
gitelné s podminkami (19), lze ¥ici, Ze soustava (17) je FeSitelnd s podminkou (19)
a tedy, Ze je Fefitelnd i soustava (16) a koneéng, Ze pivodni problém je linedrn&
separabilni.

Pozndmka 1. Lze snadno nahlédnout, Ze nékdy je moZno o feSitelnosti problému
rozhodnout, aniZ bychom dovddéli vypocet do konce. Nap¥. jestlize v n&které rovnici
soustavy (21) je 4; = 0 a viechna a;; > 0, j = I, ..., s, pak tato rovnice je zfejmé
nesluditelnd s podminkou (19) a problém neni linedrn& separabilni.

Pozndmka 2. Podafi-li se problém prokézat jako linedrn& separabilni, Ize jiZ pou-
hou volbou riiznych vhodnych soubortt y,, k = 1, ..., s, a dosazenim do pfisluinych
rovnic ziskat koeficienty w;, i = 0, 1, ..., n, nadrovin, které fe§i danou ulohu. Cili
testem linedrni separability je nahrazen proces udeni, tj. hleddni vhodné nadroviny.

Pozndmka 3. Z podminek (24) resp. (25) lze Fici, zda neseparabilita nebyla zpi-
sobena nevhodnou volbou pdsma necitlivosti d, jinymi slovy, pro jaka d by problém
byl linedrné separabilni.

5. ZAVER

O odvozeném kritériu lze fici, Ze dovoluje exaktné stanovit existenci FeSeni resp.
mnoZiny fefeni daného problému udeni. Jestlize TeSeni existuje, pak umoZiiuje jeho
nalezeni (resp. vybér jednoho z mnoZiny FeSeni). Vzhledem k charakteru kritéria je
patrné, Ze ho bude lze pouZit zejména pfi modelovdni uvedenych procestt na Cisli-
covém poditadi.

{Doslo dne 23. ledna 1968.)
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SUMMARY

The Test of Linear Separability

MiLo§ THOMA

The paper deals with the testing of linear separability. We meet this problem in
the application of the treshold logical adaptive circuit in pattern recognition and
learning. )

The treshold logical adaptive circuit realizes a linear discriminant function. The
determination of the form of this function is usually carried out by certain learning
methods converging if their solution exists, The paper solves the question of the
existence of solution i.e. the existence of the linear discriminant function solving the
problem. The criterion that is the result of the paper answers not only the question
of the existence of the solution, but it also enables to find out its form.

Ing. Milo§ Thoma, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2.



