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Zafizeni s reverznim ¢itaCem jako model
homogenniho procesu imigrace a emigrace

FRANTISEK ZRCEK

Byly vytvofeny a sfedovédny dva modely markovského procesu typu imigrace — emigrace.
Jeden z nich, fyzikdlnf, sleduje a indikuje stav reverzniho &itade ndhodnych impulsi pomoci
samolinného potitace. Druhy, matematicky, modeluje tentyz druh procesu metodou Monte
Carlo. Jsou prediozeny a porovnany ziskané vysledky.

0. GVOD

Pri studiu soustav, jejichZz chovani ma nahodny charakter a je natolik sloZité, Ze jeho potetni
zvladnuti je obtiZné, se obvykle pouZiva riznych fyzikdlnich nebo matematickych modelil.

Jako mozny fyzikdlni model mtiZe ptijit v ivahu popisované zafizeni, vyuZivajici reverzntho
Citale, ktery, vhodné spojen se samodinnym &islicovym poditatem, umoZni imitovat fadu sto-
chastickych procesti, zvlasté procestt markovského typu.

Nejprve bude popsano vlastni zafizeni, jehoZ bylo pouZito k ziskan{ experimentélnich vysledki.
V daldim ukdZeme, Ze toto zafizeni samo modeluje jednoduchy markovsky homogenni proces
imigrace a emigrace.

Odtud vyplyvd, Ze k modelovani sloZit&jSicn stochastickych procest lze vyuZit uvedeného
jednoduchého procesu imigrace — emigrace, nalezitym zpiisobem fizeného samoginnym pocitalem.

ProtoZe fyzikdlni model jednoduchého procesu imigrace — emigrace nenf vZdy snadno dosa-
zitelny, zvlasté jeho Fizeni samocinnym pocitadem je technicky narognéjsi, byl souCasné studovan
také matematicky model tohoto procesu, realizovany pomoci poéitate metodou Monte Carlo.

Parametry fyzikdinfho a matematického modelu byly voleny shodng, aby bylo moZno ziskané
vysledky snadno porovnat. ProtoZe realizace procesu fyzikalnim modelem je &asové dosti na-
ro¢na, bylo omezeni podtu variant feSeni, ziskanych pomoci matematického modelu, dano pfede-
vilm moZnostmi experimentalni &asti prace,

1. POPIS ZARIZENI

Blokové schéma zafizeni, jehoZ bylo pouZito k experimentdlnimu modelovdni
jednoduchého procesu imigrace — emigrace, je zndzornéno na obr. 1.
Na obr. 2 je uvedeno blokové schéma zdroje ndhodnych impulsi s Poissonovym



152 rozdélenim pravd&podobnosti. Vlastnim zdrojem ndhodnych signdll je plutoniovy

zdroj &éstic . Je to kruhovy teréik, zhotoveny z hlinikové f6lie a pokryty tenkou
vrstvitkou aktivniho plutonia, emitujiciho &dstice «.
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Obr. 1. Blokové sché
za¥izeni pro modelovani zdroj zdroj.
sednoduchého TOCesu nahodnygch nahodnych
J. N . P impulsu impulsi
imigrace — emigrace.

PouZity z&ti& mél intenzitu ¥ddové 10* Edstic/min. Emitovand &stice « se pomoci
scintildtoru a fotondsobite pfeméni v elektricky signdl, ktery se déle dostatedné zesil
zesilovadem pro dal¥i vyuZiti.

V zafizeni byly instalovdny dva zdroje: jeden byl pfipojen na pficitaci vstup reverz-
niho bindrniho &jtade, druhy na jeho odeéitaci vstup.

o

Obr. 2. Blokové
schéma plutonio-
vého zdroje né-
hodnych pulsil.
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Kdykoliv se objevil signdl na pfi¢itacim vstupu &itade, jeho stav se o jednotku
zvysil. Signdl na odegitacim vstupu vyvolal naopak sniZeni stavu &itade o jednotku.
Cita& byl schopen rozli3it &asovou posloupnost dvou za sebou ndsledujicich signdlii,
bez ohledu o jakou kombinaci vstupil se jednd, nendsledovaly-li za sebou v dob&
krat3i nez 50 ps.

Uvedend soustava &jtade byla ovldddna poéitalem podle piisluiného programu.



Zafizeni pracovalo podle tohoto algoritmu:

Bindrni &itag byl potitatem vynulovdn a spuitén (tj. uveden do funk&niho stavu,
kdy se k poctu jiz zaznamenanych impulst pfi¢itaji nebo odeditaji dalsi prichdzejici
impulsy).

Po uplynuti stanoveného &asového intervalu byl &itag poéitadem zastaven a zji§tén
vysledny podet zaznamenanych impulsti. Tento stav byl piipocten k predepsané
velikosti pocédtedni hodnoty poctu prvki soustavy a vysledek zaznamendn do paméti
potitade. Pak byl opét nastaven stav ¢itae na nulovou hodnotu a &ftag uveden v &in-
nost na dobu rovnou vzorkovacimu intervalu. Po zastaveni &itade byl jeho stav poci-
taem znovu zji§tén, piipocten k posledni zaznamenané hodnot a opét uloZen do
paméti pocitade.

Tento postup byl pfi realizaci experimentu zopakovan 100krat. Jednotlivé interva-
ly, b&hem nichZ se proces vyvijel a po jejichz uplynuti byl zjisfovdn stav &itade,
byly dlouhé 0,1 sec.

Po ukondeni pritb&hu procesu pfistoupil poditad k jeho zopakovdni. Celkem byl
proces takto zopakovdn 960-krat.

Nakonec poéitaé piistoupil k vyhodnoceni naméfenych dat, tj. k vypodtu pramér-
nych hodnot a stfedné kvadratickych odchylek pro kazdy ze 100 fadkd matice, sesta-
vené z 96 000 namé&fenych udaju tak, Ze je tvofena 100 fddky a 960 sloupci.

Proces byl realizovdn pomoci poéitate URAL 2. Cely experiment trval na tomto
pocitaci 3,5 hodiny.

2. CHARAKTER PROCESU MODELOVANEHO REVERZNIM
CITACEM

Reverzni &itad s ob&ma uvedenymi zdroji poissonovskych ndhodnych impulsa
moZno povaZovat za soustavu, obsahujici urlité mnoZstvi &dstic, jejichZ podet se
neustdle ndhodn& m&ni.

Jak zndmo z literatury (viz napt. [5]), pravd&podobnost p,(1), Ze podet Clenit
soustavy v Sase ¢ dosdhne stavu n, je popsdna Kolmogorovovymi rovnicemi, které pro
uvaZovany pfipad nabyvaji tvaru

(1) gp"(r) = A s(t) + BPea()) — (2 + 1) 2i{1)

pron>0 a
@ & 0ft) = w9 = n)

pro n = 0, pfifemZ y, = 0.

Veli€iny A a g jsou tzv. intenzitni koeficienty ristu resp. ubyvdni. V uvaZovaném
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piipadé jsou to konstanty nezdvislé na dase a na poétu &lend soustavy. Pouze pro
nulovy stav soustavy plati y, = 0, nebot tibytek z nulového stavu neni v tomto
piipadé moZny.

Rovnice (1) a (2) jsou Kolmogorovovy rovnice pro Erlangiiv model hromadné
obsluhy s jedinym obsluhujicim zafizenim. Z hlediska zde uvaZované aplikace je
proces, ktery popisuji, oznadovdn jako jednoduchy homogenni proces imigrace —
emigrace.

Regeni rovnic (1) a (2) vede k vyrazu
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Pro pfipad, Ze 1 = u, je pravdépodobnost dosaZeni nulového stavu v Sase t

@ Polt) = e 2L, (240) + I, (241)] -

Vyraz pro stfedni hodnotu poétu &astic uvedeného procesu jest

(5) MIx]=a+ (A=t + pa ( J%) L <f - 1) e [ [0 /()] de —
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Pro rozptyl plati

() DIX] = wy — (M[XJ)7,
kde
w=a+ 2ad = )+ (A + bt + (- e+

() +nua (N/’) j LT et o O] [~ ) (¢~ %) — 1] de
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V rovnicich (3) aZ (6) znadi a pocet &lentt soustavy na pocdtku procesu (pfi ¢ = 0)
a
z v+2k
. ()

I(z) = i7" I, (iz) = )

Ko kIT(v + k +1)




3. REALIZACE JEDNODUCHEHO HOMOGENNIHO PROCESU 155
IMIGRACE — EMIGRACE ZARIZENIM § REVERZNIM CITACEM

V &sti 1 jiZ bylo uvedeno, Ze generdtor ndhodnych impulst vyuZivd plutoniového
zdroje ¢dstic s Poissonovym rozdélenim pravd&podobnosti.

Jestlize v zafizeni podle obr. 1 uzavieme odeditaci vstup &itage, bude stav &itace
modelovat Poissontiv ndhodny proces, ktery je popsdn rovnicemi

dp,(t

) G i) + ames(9)
dr
pron>1la
dpo(?)

8 =0 = —Apo(t
® o) = ()
pron = 0.

Patrno, Ze rovnice (7) a (8) jsou identické s rovnicemi (1) a (2) pro p = 0.

ProtoZe oba zdroje ndhodnych impulsit Ize ve funkci zaménit a jejich pilisobeni
na ¢&itag je aZ na znaménko stejné, vidime, Ze koeficienty 4 a i naeho procesu jsou
v zafjzeni na obr. 1 fyzikdIng€ realizovdny prdvé t&mito zdroji ndhodnych impulst.

Velikost obou koeficientit je moZno nastavit na poZadovanou hodnotu regulovdnim
intenzity proudu &dstic a, vychdzejiciho z plutoniového zdroje, napf. zménou vzda-
lenosti plutoniové vrstvy od scintildtoru.

Pfi nastavovdni koeficientli A a u na pfedepsanou hodnotu zjifujeme Gasovy pritbéh
stfedni hodnoty M*[X .} pottu &dstic zaznamenanych &itadem.

Podle vzorce pro stiedni hodnotu ndhodné veli€iny, fidici se Poissonovym zdkonem,
stanovime

M*[X,,] — M*[X
9) )= —[—"]—i—d &dsticfs
-1
kde M*[X,] je nam&fend primérnd hodnota stavu &itade p¥i odpojeném odetitacim
vstupu.

Stejnym zpisobem nastavime také koeficient p.

Proces imigrace — emigrace byl realizovédn za t&chto podminek:

koeficienty A a p byly nastaveny na hodnotu 2 = p = 10 &dstic/s;

po&dtedni hodnota stavu soustavy a = 10;

pocitatem bylo provedeno vzorkovdni soustavy v pravidelnych Casovych interva-
lech 0,1 sec;

kaZdy jednotlivy proces byl zakonden po odebrdni 100 vzorkil;

celkovy podet opakovdni procesu byl 960;
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z 960 hodnot X, ziskanych v kaZdém ze 100 vzorkovdni, byla vypoltena primérnd
hodnota
1 960
(10) MHX] = — ¥ X,

960 k=1
a stfedni kvadratickd odchylka

(11) o* = J [5166 jgl(xk - M*[X])%].
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Obr. 3. Pribéh jednoduchého homogenniho procesu vzniku a zaniku ziskany pomoci zafizeni
s reverznim &itadem. Vzorkovaci interval 1 rel. &as. jedn.; 4 = g = 1 &astice/rel. &as. jedn.
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Obr. 4. Prubéh s nulovymi stavy jednoduchého homogenniho procesu vzniku a zéniku ziskany
pomoci zafizeni s reverznim &italem. Vzorkovaci interval 1 rel, €as. jedn.; A= g =1 &is-
tice/rel. &as. jedn.
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Obr. 5. Jeden z prab&hi jednoduchého homogenniho procesu vzniku a zdniku, ktery dosa-
hoval vysoké poletnosti ¢lenii soustavy, Ziskan pomoci zafizeni s reverznim Citatem. Vzor-
kovaci interval 1 rel. &as. jedn.; A = 4 = 1 &astice/rel. Cas. jedn.

Na obrézcich 3, 4 a 5 jsou uvedeny 3 ukdzky Casového vyvoje pozorované fyzikdlni
soustavy. Bylo zde pouZito relativniho &asového méfitka, které bere za jednotku
gasu 0,1 s, takZe je moZno povaZovat za hodnoty koeficientd 4 = p = 1. Podet



&dstic zji§tény v jednotlivych pozorovacich intervalech se zde samozfejm& mitiZe
navzdjem liSit vice neZ o jednotku.

Relativni ¢asové méfitko bylo zavedeno za Ucelem ziskdni moZnosti srovndvat
vysledky fyzikdlniho modelu s matematickym modelem.

Pramérné hodnoty a stfedni kvadratické odchylky jsou vyneseny v tabulce 5,
pod oznadenim ,,fyzikdlni model*.

Vsechny hodnoty jsou uvddény pouze do T = 50 relativnich Casovych jednotek.

4. REALIZACE JEDNODUCHEHO HOMOGENNIHO PROCESU
IMIGRACE — EMIGRACE METODOU MONTE CARLO

Rovnice (1) a (2) definuji zdkonitost, jiZ se ¥idi fyzikdlni soustava, reprezentovand
popsanym zafizenim s reverznim ¢&itadem. Byl uinén pokus porovnat chovédni ma-
tematického modelu soustavy, konstruovaného na zdkladé rovnic (1) a (2), s vysledky
dosaZenymi experimentdlnim vySetfovdnim fyzikdlniho modelu.

Pfi sledovdni funkce matematického modelu metodou Monte Carlo bylo postu-
povano zplsobem zndmym z literatury.

V podstaté jde o konstrukci dvou pomocnych ndhodnych veligin, z nichZ jedna
pfedstavuje Casovy interval S ndhodné délky, zakondeny zménou stavu soustavy,
a druhd z nich, ¥, nabyvéd hodnoty 1, znadi-li uvedend zména pfirtstek poletniho
stavu &lentt soustavy o jednotku, nebo hodnoty 0, je-li uvedend zmé&na ubytkem
stavu o jednotku.

Zavedeme-li vyraz q,(t + s) jako pravdgpodobnost, Ze soustava setrvdvd v Sase
(t + s) ve stavu n, jestliZe se v tomto stavu nachdzela uZ v &ase ¢, plati

q,(t +s) = e Grms,
Vzhledem k vyznamu q,(¢ + s) lze psdt
P{S<s}=1—e Gtws,
Pro distribuéni funkei ndhodné proménné S tedy plati
(12) F(s)=1— e Gtos,
Zavedme pomocnou ndhodnou promé&nnou X takovou, Ze

S
2d + p)

Protoze

157




158 je distribu&ni funkce ndhodné promé&nné X
F(x)=1—¢*?
a hustota pravdépodobnosti

(13) o) = diix) — Lo,

JestliZe porovndme (13) s vyrazem pro hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli-
&iny %2, vidime, %¢ naSe ndhodnd proménnd S ma stejné rozdéleni pravdépodobnosti
jako ndhodnd veli¢ina y2/[2(A + p)] pro x* se dvéma stupni volnosti.

Ke konstrukci intervallt S ndhodné délky pouZijeme vyraz pro hustotu pravdé-
podobnosti ¢(s), plynouci z (12)

o(s) = (4 + p)e~tms,
Zavedeme ndahodnou proménnou o,

‘/’(S) = g (tms
A+u ’

o=

kterd nabyvd viech hodnot z intervalu {0, 1) se stejnou pravdépodobnosti.

Nédhodné zvolend hodnota o; z tohoto intervalu, napf. podle tabulek ndhodnych
¢isel s rovnomérnym rozdé€lenim pravdépodobnosti, pak umozZni vycislit délku
intervalu

je

Pravdépodobnost zakon&eni intervatu S zdnikem

P{v=0} = 2.
¢ ! A+ u

Pfi realizaci matematického modelu bylo postupovdno tak, aby vysledky byly
snadno srovnatelné s vysledky docilenymi s fyzikdlnim modelem.
K sestaveni programu pro poéitaé bylo pouZito tohoto algoritmu:

Pomoci podprogramu generdtoru ndhodnych &isel s rovnomérnym rozdélenim
bylo po¢itaem stanoveno ndhodné ¢islo z intervalu {0; 0,999 ...> a vypoctena délka




ndhodného intervalu S

1.1
' s=~1In"-

pro A =p=1.
Vzhledem k tomu, e pro dané 2 =p =1 byla P{V' =1} = P{V =0} = 12,
poditad ddle zjistil, zda je
05<0<0999...

a podle vysledku tohoto zji§t&ni piicetl nebo odedetl jednitku od posledniho podet-
niho stavu soustavy. Pocdteéni hodnota stavu soustavy byla 10.

Pocet jednotlivych krokd od zmény stavu soustavy k nasledujici zméné p¥i kon-
strukei ¢asového priib&hu jednoho procesu byl 100.

Celkem bylo pogitadem provedeno 960 téchto konstrukei.

Zivérem byl pocitaCem proveden vypolet primérnych hodnot stavi soustavy,
stfednich kvadratickych odchylek stavii soustavy od stfedni hodnoty a pramérnych
hodnot délek asovych intervalu S.

T s w0 s U R T R

Obr. 6. Prabéh jednoduchého homogenniho procesu vzniku a zéniku, ziskany metodou
Monte Carlo. Casové méfitko v relat. &as. jednotkdch; 2 = g = 1.

Obr. 7. Prubéh s nulovymi stavy jednoduchého homogenniho procesu vzniku a zéniku, zis-
kany metodou Monte Carlo. Casové métitko v relat. &as. jednotkdch; 2 = u = 1.

Podrobny zdznam Gasového pritb&hu procesu byl proveden u 50 prvych opakovani.
Dva z téchto zdznama byly vybrdny na ukdzku a vyneseny do obrdzkd 6 a 7. Charak-
ter t&chto grafii se pondkud 1isi od zdznami Casového vyvoje procest ziskanych fyzi-
kdlnim modelem v obrdzcich 3, 4 a 5, nebot zde je vyvoj procesu sledovén od jedné
zmény stavu k ndsledujici. Tomu odpovidid také Casovy zdznam.

i
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Na obrdzku 7 je zdznam procesu b&hem né&hoz doslo k nulovému stavu.*

Pro kontrolu nahodnosti prib&hu procesu, uvedeného na obr. 6, bylo 99 zmén
stava soustavy rozd&leno do 4 skupin podle tabulky 1. (V — vznik, Z — zdnik).
Test uddvd y% = 3,46 pii 3 stupnich volnosti, co je dostadujici.

Tabulka 1.
‘ Typ vz zZv | Vv zZz
‘ zmény stavu
1 —
| Pfedpokladany
vyskyt 24,75 1| 24,75 5 24,75 24,75
| 24 ' 32 19

‘ Skuteény vyskyt 24

Pro kontrolu ndhodnosti proménné délky intervalu S u prab&hu uvedeného
na obr. 6 byly vyskytnuvsi se délky intervalti rozd&leny do 6 skupin. Pfedpoklddany
vyskyt pro kaZdou skupinu byl stanoven v souhlase s rov. (21); viz tab. 2.

Tabulka 2.
e -
Interval § Predpokladany } Skuteény
(rel. Eas. jedn.) vyskyt i vyskyt
0 —015 25,9 i 29
0,15 — 0,30 19,2 22
0,30 — 0,45 14,2 | 12
0,45 — 0,60 10,6 ! 12
0,60 — 0,90 13,6 12
i 0,90 16,5 13
Tabulka 3.
'

Typ ) vz 1 zZvV \2% zz
zmény stavu

Piedpokladany ;
vyskyt i 23,5 23,5 23,5 23,5

Skutelny vyskyt

|
|
|
|
|

34 ‘ 35 11 14

* V ptikladech uvedenych v obrazcich 3, 4, 5, 6 a 7 byla doba trvani procesu omezena na &asovy
interval T= 0 az T = 50. Po¢ateni hodnota stavu soustavy méla hodnotu 10 &astic.



V tomto pfipad? je x* = 2,23 pti 5 stupnich volnosti. Vyskyt Easovych intervalti S
zde tedy velmi dobie souhlasi s pfedpoklddanym rozdélenim.

Z celkového po&tu 50 podrobné sledovanych procestt byl vybrdn proces uvedeny
na obr. 7 jako piiklad pfipadu, ktery se testem > zamitd.

Zmény stavil soustavy, jichZ zde bylo 94, byly také v tomto piipad& rozdéleny do
stejnych skupin jako prve; viz tab. 3. Pro tento ptipad dostdvame 3> = 20,8.

Tabulka 4. T T i

Interval § ’ Predpokladany Skute¢ny
(rel. ¢as. jedn.) ’ vyskyt vyskyt

0 — 0,15 ! 24,6 \ 22

0,15 —0,30 | 18,2 ‘ 17

0,30 — 0,45 ] 13,5 | 11

0,45 — 0,60 10,1 14

0,60 — 1,050 ' 17 * 16

1,050 ! 11,6 l 15

Z hlediska rozdéleni pravd&podobnosti vyskytu ndhodnych délek &asovych inter-
valil mezi zménami stavii zji§tujeme pro tento p¥ipad hodnotu y? = 2,235 p¥i 5 stup-
nich volnosti. Vyskyt interval@ je v tabulce 4. Vysledek testu opét ukazuje na velmi
dobrou shodu s pravdépodobnym rozd&lenim intervalovych délek.

Tabulka 5.
l Pramé&rné hodnoty Stiedni kvadratickd ‘ Relativni
podtu prvka soustavy odchylka | Rlelativni diference
rel Tc‘";as | 1 | p:('i:g:;ih stfednich |
jedn. ‘ fyzikalni | matemat. fyzikdlni \ matemat. \ hodnot k;a:rlatl.c !
] model model model i model | A i o C(yy ©
! ‘ °
0 10 10 - j -
1 9,918 9,999 1,657 “ 1,514 —0,81 8,64
5 9,754 10,178 3,488 | 3,356 —4,39 3,78
10 9,831 10,284 4,849 ] 4,666 —4,61 3,77
15 9,728 10,464 5770 | 5,500 ~17,56 4,69
20 9,877 10,450 6,503 | 6,140 —5,81 5,58
booas 9,999 10,585 6960 | 6,565 —5286 5,67
! 30 10,198 10,736 7,487 6,905 —5,32 7,8
35 10,127 11,001 8,023 7,257 —8,62 9,55
40 10,318 11,225 8,279 [ 7,404 —8,87 10,55
45 10,500 11,514 8,628 | 7,639 —9,67 11,45
50 10,752 11,804 9,658 ‘ 7,905 —9,77 18,15
|
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Priimé&rné hodnoty a stfedni kvadratické odchylky, které byly pocitadem vyd&isleny
z dat ziskanych o prab&hu viech 960 jednotlivych procest, byly pouZity v tabulce 5
ke zjisténi, jak se matematicky model chovd ve srovndni s fyzikdlnim modelem.
Vydislené relativni diference v procentech byly vztaZeny k vysledklim, ziskanym
fyzikdlnim modelem. Pro uvazovanou dobu trvdni procesu (50 relativnich Casovych
jednotek) je shoda ve vysledcich, ziskanych obéma druhy modeld, dostadujici.

Zivérem autor vyslovuje svlyj dik docentu dr. ing. J. BeneSovi, DrSc za &etné
podnétné piipominky a &lenu korespondentu prof. dr. V. PetrZilkovi za laskavé
zapljéeni reverzniho &itade s plutoniovymi zdroji, konstruovaného na katedfe jaderné
fyziky, Fakulty technické a jaderné fyziky CVUT v Praze. )

(Doslo dne 11. srpna 1967.)
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SUMMARY

A Model of Homogeneous Immigration — Emigration Process Using
a Binary Revers Counter

FRANTISEK ZRCEK

A reverse binary counter of random pulses, connected in a special manner with
a digital computer, creates a physical system, which can be a suitable model of a num-
ber of stochastic processes.

It has been shown that the system of a binary reverse counter, connected with
two Poisson random pulses generators, presents a model of a simple Markov homo-
geneous immigration — emigration process.

The development of the above mentioned process has been followed and indicated
by a computer. The results of several experiments have been plotted. The results of




the whole number of 960 realized experiments have been used to derive a basic statis-
tical information.

Besides, there have been realized 960 mathematical models of the process of the
same type as well as parametres by means of Monte Carlo method, and the statistical
results thus obtained have been compared with the preceeding ones. Two of the
processes derived by means of mathematical model have been shown in a graph.
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