KYBERNETIKA C{SLO 2, ROCNIK 4 /1968
Axiomy a-entropie
zobecnéného pravdépodobnostniho schématu

IGOR VAIDA

V praci se predklddd novd axiomatickd definice zobecnéné varianty a-entropie Havrdy
a Charvata.

1.

Budiz (Q, B, P) pravdépodobnostni prostor, tj. Q budiZ neprdzdnd mnoZina ele-
mentdrnich jevll w, # budiZ o-algebra podmnoZin mnoZiny Q a P pravdépodobnostni
mira na #. Ndhodnou veli¢inou budeme v prdci rozumét Z-méfitelnou funkei
& = ¥(w) definovanou na Q a nabyvajici kone&ny poget riiznych hodnot x4, x,, ..., X,
Pravdépodobnostnim schématem £ pfislusnym ndhodné veli¢ing & budeme chdpat
vektor pravdépodobnosti (py, ps, ..., pu), kde

(r.1) p=PE=x), i=12..,n.

Pravdépodobnostni schéma Z je tedy n-tice nezzip&m?ch Gisel pys Pas---s Dy kde
n=1,2,..., pro které

(12) Yot

Naopak, kazdému pravdépodobnostnimu schématu 2 pfislusi nekoneéné mnoho
ndhodnych veli¢in &, jimZ piisluiné pravdépodobnostni schéma je 2.
Jestlize n = n(£), pak stiedni hodnota ndhodné velitiny # je definovand vztahem

(1.3) En =iin(x,v) pi -

JestliZe je zaddno pravdépodobnostni schéma 2, pak vznikd otdzka, jak lze kvanti-
tativn€ charakterizovat jistotu, s niZ muZeme predpovédét realizaci ndhodné veliginy &,
kterd piislusi schématu 2. P¥itom nepfedpokldddme provddéni Zddnych mé&feni ani
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na x; ani na realizaci kterékoliv jiné s & svdzané veliginy, jestliZe k realizaci x; doglo
pfed nasim rozhodnutim. Je zfejmé, Ze adekvdini kvantitativni mira nesmi zdviset
na hodnotdch x,, x, ..., x, veli¢iny & nybrZ jen na pfisluinych pravdépodobnostech
P> P25 -+ Py Vzhledem k tomu, Ze prvni Gsp&nou kvantitativni mirou neuréitosti
pfi predikci ndhodnych veli€in byla termodynamickad entropie, je vieobecné rozsifené
nazyvat uvazZované miry entropiemi.

Pii studiu minimdIni pravdépodobnosti chyby pfi testovdni kone&n& nebo spodetng
mnoha hypotéz byla autorem s vyhodou pouZita ndsledujici tzv. h-entropie (viz
napt. [1]), definovand vztahem

(1.4) W#?)=1-Eq,
kde ndhodnd veli¢ina n = (&) je pro ¢ pfislusnou 2 definovdna podminkou
(1.5) fx)=PE¢=x), i=12..,n.

h-entropie je specidlnim p¥ipadem tzv. a-entropie, kterou zavedli ¥. Havrda a F. Char-
vit v [2]. a-entropic h,(#) pravdépodobnostniho schématu 2 je podle [2] defino-
vand pro a > 0, a = 1 vztahem

(19 W) = ofa) E(1 = 1),

kde 7 je ddno podminkou (1.5) a kde c(a) je normovaci konstanta,

2a—1

1.7 ofa) = ——— .
(17) @ =25
ProtoZe se ukdzalo, Ze lim h,,(ﬂ) pro a — 1 existuje a je rovna*

(1.8) H(#?) = E logl,

o "

coZ je termodynamickd, respt shannonovskd entropie, bylo rozumné dodefinovat
(&) pro a = 1 vztahem

(1.9) h(2) = H(Z).
a-entropii Ize pro kazdé 2 postulovat ndsledujicim zpisobem:
(D) kp, 1 — p) je spojitou funkei proménné p na intervalu 0 < p < 1, pfiemz
h3,3) = 1.
(I1) (<) je symetrickou funkef komponent schématu 2.
(III) Pro kaZdé schéma 2 a pro kazdé 0 £ t < 1 plati

htp, (1 = ) Pis Do -oor D) = BoDys P2s ooes B) + PIRLE 1~ 1)

* log = log,.



Diikaz tohoto tvrzeni se prili§ nelisi od dikazu analogického tvrzeni v [2] a proto ho
zde uvddét nebudeme.

Viimn&me si, Ze tyto nae postuldty obsahuji jako specidlni piipad (pfi a = 1)
zndmé Fad&jevovy postuldty shannonovské entropie (viz [3]).

NiZe ukdZeme jiny systém postuldtii definujici a-entropii na pondkud obecng&jsi
tfidé pravdépodobnostnich schémat #. Instuitivni vyznam funkciondld h, pfitom
zlstdvd tyZ: kvantitativni charakterizace ncur€itosti. Nejdiive budeme vénovat
pozornost jistému zobecnéni pojmu ndhodné veliginy a pravdépodobnostniho sché-
matu.

B-méfitelnou funkei & = &(w) definovanou pro w e 2,, kde P(?,) > 0, a nabyvajici
kone&n& mnoha riznych hodnot x,, x,, ..., x,, budeme nazyvat zobecnénd ndhodnd
veliéina. Piislusny vektor # = (pl, D2s «-+» Py) Pravdépodobnosti definovanych vzta-
hem (1.1) budeme nazyvat zobecnéné pravdépodobnostni schéma. Je ziejmé, Ze
v tomto pfipad® vztah (1.2) splnén byt nemusi. Jestlize

(1) W) =T <1,

pak ndhodnou veliginu ¢, resp. schéma # nazyvdme neliplnou. W(2) je samoziejmé
vzdy kladné a (2.1) plati tehdy a jen tehdy, kdyz P(Q,) < 1. V opatném p¥ipadd
mluvime ve shodg s vy3e zavedenou terminologii o ndhodné velifiné a pravdépodob-
nostnim schématu. Intuitivnd Ize netiplné ndhodné veliginy interpretovat jako veli¢iny
popisujici vyslédek experimentu, ktery zdvisi na ndhodg a ktery je pfistupny pozoro-
véni pouze s pravdépodobnosti P(Ql) > 0.

Stfedni hodnotu funkce n(é) zobecnéné ndhodné veliiny ¢ definujeme vztahem
(1.3), ve kterém zobecnéné schéma & = (p, P2s ..., p,)> PHsludné veliting ¢, zamg-

nime pravddpodobnostnim schématem 2’ = (py, p}, ..., py), kde
, b
"Wy
4.
Z ’7(" i) P
2.2 En=1=2 |
(22) =)

Tato imluva ndm umoZni rozsifit platnost definice (1.6) na zobecnénd pravdépodob-
nostni schémata. Jinymi slovy, pomoci (2.2) a (1.6) mdme definovanou a-entropii
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(%) na tiidé 4 viech zobecngnych schémat £, pfitem#

n
a

p;
2.3 h(?) = c(a) | 1 — =2 , a>0,a*1.
3 () = o\t - 7
Jak se Ize snadno presvédCit vypodtem prislusné limity, plati i v zobecnéném pfi-
padé, Ze

(2.4) lim h(#) = H(?),

kde H(@) je ddno vztahem (1.8) za pfedpokladu, Ze stfedni hodnotu chdpeme ve
smyshu (2.2), tj.
LJ 1
;log —
i=21p & Pi

(2.5) : H(?) = W
1 v zobecnéném p¥ipadé mazeme tedy dodefinovat
(2:6) hy(2?) = H(?).
Jestli @ = (py, pay oo P} €4, 2 = (44 42, -, 4,) € 4, pak ve shod¥ s Rényim [4]
definujeme direktni soudin pravdépodobnostnich schémat # a 2 vztahem

P ® 2 = (D141 P12 -+ Pidw P2l 1> - Pul) -

Z¥eim& P @ 2e A ptitemi W(P ® 2) = W(#) W(2). Z této rovnosti plyne, Ze
je-li alespoii jedrio ze schémat 2, 2 neiiplné, je 1 2 ® 2 neuplné. Jestlize W(2) +
+ W(!Z) < 1, pak definujeme soucet schémat 2 a 2 vztahem

P® 2= (P1Prseess Prs 41> G2 ves ) -
ZiejmE plati Z# @ 2ed a W(@ @ _@) = W(W) + W(.@)‘
Nyni miiZeme pfistoupit k formulaci hlavniho vysledku.

3.

JestliZe redlnd funkce h (%) definovand na 4 spliiuje pro @ > 0 pét nize uvedenych
postuldth, pak plati (2.3), tj. h,(#) je a-entropie schématu 2.
(T) Jestlize 2 = (p) € 4, pak existuje

lim hf1-p) .
e P

() h(1j2) 1.



(1) A () je symetrickou funkef viech komponent p;, i = 1,2, ..., n schématu 2.
(IV) Pro kazdé &, 2 € 4 plati

h(? ® 2) = h(P) + h(2) + (217 — 1) h(P) h(2).
(V) Jestlize 2, 2e 4, W(#) + W(2) £ 1, pak

W(P) h(P) + W(2) h(2)
W(P) + W(2) '

h(? @ 2) =
Dikaz. Necht 2 =(p), 2={q), 0<p, g £ 1. Pak 2 ® 2 = (pq), takZe
podle (IV)
(ERY h(pa) = hdp) + hfg) + (227 — 1) h(p) h{q) -
Pro p = 1 odtud obdrzime
h(1) = B (D) (1 — 2" h(q).
ProtoZe pro g = 1/2je h(q) = 1, plati pro viechna uvaZovand a podminka k(1 )= 0.
Polozme nyni v (3.1) ¢ = 1 — Ap[p. ObdrZime rovnici
’ 4p 1-a
k(p) — hdp — 4p) = h, (1 - o [ =29 nfp) ~1].
Odtud a z (I) plyne, Ze pro vSechna 0 < p < 1 existuje derivace dh,(p)/dp, pFiemi
dhy -
D) 2y - p) - 1.
dp P

Lze se snadno presvédlit, Ze feSenim této diferencidlni rovnice pfi okrajovych pod-
minkdch hy(1) = 0a h,(1/2) = 1 (viz (II)) je funkce

qa=1 N
Ja-1 _i(] -

(32 hp) =
Necht nyni 2 = (py, ps, ..., p) € 4 je libovolné schéma. Pak lze psdt
(3.3) .@=_Ejl‘319i, kde 2,=(p), i=12,..,n.
Odtud a z (V) obdrzime indukei

Y (@) ()
hu(ﬂ) =E .

109



110

Podle (3.2), (3.3) a (1.7) mZeme tento vyraz pfepsat do tvaru

Z pfl — pi7h) Z !
h(?) = c(a) '—=1——W—(§)— =ca)\1 - ;;(‘g)) B

tj. (2.3) plati, coZ bylo dokézat.

Zivérem poznamenejme, Ze podminku (I) Ize zaménit poZadavkem spojitosti
hy(p) pro 0 < p £ 1. Za tohoto pfedpokladu lze k rovnosti (3.2) dospét takto:
Definujme na intervalu 0 < p < 1 funkei @,(p) = 1 + (2'7* — 1) h(p). Ze spoji-
tosti h, plyne ziejmé spojitost @,. Jestlize vyndsobime obé strany v (3.1) vyrazem
(2'7* — 1) a pfitteme jednitku, ziskdme pro &, funkciondlni rovnici ®,(pq) =
= &,(p) ®,(q). Z analyzy je zndmé, Ze tato funkciondlni rovnice m4 ve t¥id& spojitych
funkei jediné YeSeni ®,(p) = p’, kde B je libovolné redlné &islo. Z (IT) plyne pod-
minka ®,(1/2) = 2! 7% takZe B = a — 1. Odtud plyne (3.2).

P&t postuldtd, které ziskdme takovouto zdménou prvniho postuldtu, obsahuje
jako specidlni pFipad (pii a = 1) Rényiho axiomy shannonovské entropie H(Z)
(viz [4])

(Doslo dne 4. zati 1967.)
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SUMMARY

Axioms for a-entropy of a Generalized Probability Scheme

IGOR VAIDA

If # = (pi, P2, .- P,) is a complete or incomplete probability scheme, ie. if
p;=0,i=12,...,n and

W)=Y p

is equal to 1 or 0 < W(2) < 1 respectively, then the amount of uncertainty con-
cerning the outcome of an experiment, the observable results of which have the pro-
babilities p;, ps, --., Py, can be measured by the so called a-entropy h,,(.@) defined
by (2.3). In view of (2.4) (where H(#) is the Shannon’s entropy of the scheme 2
defined by (2.5)), we define h,(#”) in accordance with (2.6). The a entropy of a com-
plete scheme was first introduced by Havrda and Charvit in [2] A special version
of the a-entropy was introduced in studying an elementary statistical problem by the
author of the present paper (cf. [11).

The a-entropy of a complete probability scheme can be characterized by the follow-
ing three postulates.

() hfp.1 - p) is a continuous function of p in the interval 0 £ p £ 1 and
h(1/2,1)2) = 1.

(II) h,,(.@) is a symetric function of the elements of &, for every complete 2.

(III) If 2 is a complete scheme and 0 < ¢ < 1, then

B(tpss (1 = O Py, P2y -oes P) = h(Prs Doy oo B) + PiRSL 1 ~ 1)
This postulates yields for a = 1 the Fadeev’s postulates of the Shannon’s entropy
(et. [3]-
If we consider the a-entropy as defined on the class A of all complete and incom-

plete probability schemes, then it can be characterized by the following five postul-
ates.

(1) If 2 = (p) € 4, then

Hm h{1-p)
p—ot p

exists.

(1) Af1f2) = 1.
(1) h{2) is a symetric function of the elements of & for every 2 ¢ 4.
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112 (IV) If 2, 2 & 4, then
(P ® 2) = h(P) + h(2) + (2" — 1) h(?) h(2).
(V) If 2, 2€ 4 and W(P) + W(2) £ 1, then

W(2) h{2) + W(2) h(2)
W(P) + W(2) ’

h(?® 2) =

(? ® 2and # @ 2 are algebraic operations on 4 introduced by Rényi in {4].)

Ing. Igor Vajda, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Praha 2, Vysehradskd 49.



