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EfektivnejSie vyuZitie metody dynamického
programovania v niektorych nelinearnych
¢asovo-optimalnych riadenych ststavach

JAN ULICNY

Autor v praci dokazuje, Ze pri vypotte Elenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =
=0,1,2,..., M) uréovanych funkcionalnymi rovnicami metoédy dynamického programovania
(2.6) a za predpokladu, Ze bereme do uvahy niektoré typy nelinedrnych Casovo-optimalnych
riadenych sistav, moZeme uSetrif polovicu objemu pamdti ¢islicového pocitaca a naviac, Ze
dizka doby realizdcie vypo&tu optimalnej funkcie riadenia sa pri tom skrati na polovicu.

1. UvoD

S ulohou riadit proces méZeme sa dnes stretnuf v rdznych oblastiach hospodadrskej,
technickej, chemickej a dokonca i spolocenskej praxe. Ulohy riadenia procesov
v spomenutych oblastiach maji niektoré spoloéné &érty. Kazdy riadeny proces moZe
byt opisany nejakou rovnicou, alebo systémom rovnic, ktoré z matematického hladis-
ka charakterizuji riadent ststavu a v nej prebichajuci riadeny proces. Procesy pre-
biehajuce v riadenej stistave musia obygajne vyhovovat urditym podmienkdm, ktoré
vyjadruju kvalitu toho-ktorého riadeného procesu. Byva zvykom nazyvat tieto pod-
mienky kritériom optimdlnosti riadeného procesu. Potom z hladiska kritéria opti-
madlnosti je naSou ulohou ndjst takd stratégiu, alebo riadiacu funkciu, ktord v prie-
behu riadeného procesu ddva extrém uréitému zvolenému funkcionalu reprezentuji-
cemu kritérium optimdlnosti. .

Jednou z metdd vypoétu optimédlnej riadiacej funkcie je aj metéda dynamického
programovania, ktord v podstate vyuziva Bellmanom sformulovaného tzv. principu
optimdlnosti [1], [2], [3], [4], [7]. Metédy dynamického programovania sa tu
vyuziva ako metddy podetnej, ktord mozZno zahrnat do tzv. metdd neklasického
variaéného podtu. Za pomoci principu optimdlnosti daji sa zostavit pre konkrétny
riadeny proces uréité funkciondlne rovnice metédy dynamického programovania na
zdklade ktorych pogitame &leny uritej funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =
=0,1,2,...), kde x je n-rozmerny vektor n-rozmerného fazového priestoru X,.
Stgasne s &lenmi postupnosti {Dy[x]} (N =0, 1,2,...) poita sa aj optimédlna ria-



diaca funkcia u,v(x), ktord minimalizuje na kaZdej etape N = 0, 1, 2, ..., funkciondl
reprezentujici kritérium optimdlnosti v bodoch x e X, [2], [3], [4], [5]- Vypocet
&enov postupnosti {Dy[x]} a funkcii uy(x), (N =0, 1,2,...) sa obycajne prevddza
na Cislicovych pocitaloch. Je to mozné z toho ddvodu, Ze cely vypodet sa dd previest
na jednotlivé etapy (N =0,1,2,...) na ktorych sa konkrétne prevedenie vypottu
¢lena postupnosti {Dy[x]} (N =0,1,2,..) v konkrétnom bode x € X, prevddza
iteranym spoésobom umoZiujacim vhodné zaprogramovanie na ¢islicovom pocitadi.
V tejto prdci sa nemienime zaoberat spdsobmi a metodikou prevddzania vypoctu
funkeii Dy[x] a uy(x) (N =0,1,2,...) na &slicovom potitaéi. Metéda vypodtu
tychto funkcii je podrobne opisand v literatare [2], [3], [S]. V tejto prdci ndm pojde
viac o také problémy spojené s pouZitim metoédy dynamického programovania v ria-
denych, alebo v $ir§om slova zmysle v rozhodovacich procesoch, ako st napr.:

a) ZniZenie ndroku na velkost objemu pamiti &islicového poditata pri vypodte
&enov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]}(N = 0,1,2,...)

b) Skrétenie dizky doby realizdcie vypodtu optimdlnej riadiacej funkcie, alebo
optimadlnej stratégie na Gislicovom pocitadi.

Tieto otdzky su totiZ oby&ajne rozhodujuce & metddu dynamického programovania
mdZeme k rozrieSeniu danej tlohy pouzit, alebo nie. Je zndme, Ze metéda dynamic-
kého programovania si kladie velké ndroky na velkosf objemu pamiiti &islicového
po&itata. Druhou podmienkou, ktord kladie ohranidenie na pouZiteInost metddy
dynamického programovania je dizka doby vypodtu optimdlnej riadiacej funkcie na
Cislicovom pogtitagi. Riadené sustavy vy$sich rddov si za daného stavu &slicovej
techniky bud neriesiteIné touto metddou, alebo vypodet optimdlnej riadiacej funkcie
tychto sustav je velmi neefektivay.

Z tohoto hladiska je velmi potrebné zaoberaf sa otdzkami zniZenia spomenutych
ndrokov na &islicovy pocitad kladenych sformulovanou tulohou riefenou za pomoci
met6dy dynamického programovania. Uvedme aspofi niektoré spdsoby, ktoré umoz-
fiuji zniZenie niektorych zo spomenutych ndrokov na &islicovy poéitag:

1. zavedenie Lagrangeovych multiplikdtorov;
2. polynomalna aproximdcia;
3. metéda postupnej minimalizdcie funkeii Dy[x] (N = 0,1, 2, ...).

Polynomélnou aproximdciou napriklad zniZzime ndroky na velkost objemu paméti
potitada, ale naopak dizku doby realizdcie vypoétu optimdlnej riadiacej funkcie
na &islicovom potitadi predizime. Z toho vyplyva, Ze zniZenie objemu pamiiti ide na
Gkor dizky doby vypodtu [3]. Metéda postupnej minimalizdcie funkeii Dy[x]
(N =0,1,2,...) ndm jedine skrati dizku doby realizécie vypottu optimdlnej riadiacej
funkcie [5]. Zavddzanim Lagrangeovych multiplikdtorov v niektorych pripadoch
je moZné zniZit dimenziu problému dynamického programovania [2]. V préci [6]
bolo poukdzané na to, akym spdsobom je moZné zniZit ndroky na velkost objemu
pamiiti &islicového potitada aj na skrdtenie diZky doby realizdcie vypo&tu optimalnej
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riadiacej funkcie za predpokladu, Ze uvaZujeme procesy prebichajuce v linedrnych
sustavdch s minimdlnou dobou riadenia, alebo lepsie povedané v &asovo-optimélnych
sistavdch.

V tejto prdci si dokdZeme, Ze aj pri niektorych nelinedrnych typoch casovo-
optimalnych riadenych ststav, ktoré sa z hladiska aplikdcie ¢asto vyskytuji, mdZeme
previest urdité zniZenie spominanych ndrokov na &islicovy pocitag. Nakoniec treba
podotknif, Ze otdzkami existencie a jednoznalnosti optimdinej riadiacej funkcie
sa v tejto prdci zaoberatf nebudeme. Budeme predpokladaf, Ze optimdlna riadenia
funkcia, ktoru si v nasledujiicej Gasti definujeme existuje a je jedind. Tieto otdzky
s samozrejme zo zndmych pri€in velmi délezité a zasluhuju si vdcSej pozornosti
i pri numerickych metédach pocetnych. My vSakuz z vyssie uvedenych dévodov bu-
deme skiimatf jedine stranku efektivnejdieho vyuZitia metédy dynamického progra-
movania na ktoru sa zamerdme v dal§ich dvoch nasledujicich &astiach.

2. CASOVO-OPTIMALNE RIADENE SUSTAVY

Budeme predpokladaf, Ze riadend slstava je opisand diferencidlnym systémom
v tvare

() ) fix(o), utr)

de
s potiatoénymi podmienkami

@2) x(to) = x(0)..

V rovnici (2.1) x = x(f) je n-rozmerny vektor popisujuci stav siistavy v pricstore X,
u = u(t) je r-rozmerny vektor z dovolenej oblasti riadenia (0 < r < n) a f je n-roz-
merny vektor o zlozkdch (f*, 2, ..., f"). Skutognost, Ze vektor u = u(f), ktory na-
zyvame rjadenim sistavy opisanej systémom (2.1), prindleZi do dovolenej oblasti
riadenia, budeme zapisovat nasledovne

(2.3) ueL(u).

Dalej budeme hovorit, Ze pripustné riadenie z dovolenej oblasti riadenia L(u) defi-
nované na intervale 0 < t £ T prevddza zastupujuci bod x = x(t) po fdzovej trajek-
térii riadenej siistavy z polohy x (0) do podiatku stiradnicového systému priestoru X,
ak odpovedajice ricSenie x = x(t) systému (2.1) vyhovujiice podiatoénej podmienke
x(0) je definované na celom intervale 0 < ¢ £ T'a v &ase ¢t = T prechddza bodom
x(T) = 0, tj. potiatkom stradnicového systému priestoru X,. O dovolencj oblasti
L(u) predpokladajme, 7e sa d4 vyjadrif v takomto tvare

(2.4) Iuj| €1 (j=L2..,7).



Casovo-optimdlnu riadent stistavu definujeme potom ako stistavu v ktorej optimdlna
riadiaca funkcia w*(f) prevddza zastupujici bod x = x(t) po fdzovej trajektorii
z polohy x(0) do podiatku siradnicového systému priestoru X, za najkratiiu mozna
dobu. V terminolégii vhodnej z hladiska pouZitia metédy dynamického programo-
vania si vy$Sie uvedeny problém mébzZeme nasledovne definovat:

Definicia 1. Nech optimélna riadiaca funkcia u = u*(f) z dovolenej oblasti ria-
denia (2.4) minimalizuje na konci riadeného procesu kvadrdt vzdialenosti zastupu-
juceho bodu x od poéiatku saradnicového systému priestoru X, a dalej nech zastu-
pujtici bod x pohybujuci sa z predom zvoleného podiato€ného stavu x(0) po fazovej
trajektorii riadenej stistavy potrebuje k dosiahnutiu minimélnej hodnoty vyrazu

29) (AT

najkrat§iu moZni dobu. Potom riadend sustava je asovo-optimdlnou riadenou
ststavou.

Pismenom n vo vyraze (2.5) je oznadend rozmernost priestoru X,, alebo (éo je
samozrejmé) rdd riadenej sustavy. Na zdklade definicie | a principu optimdinosti
mdZzeme odvodif nasledovny tvar funkciondlnych rovnic metddy dynamického pro-
gramovania pre vypocet Clenov postupnosti {Dy[x]} (N =0,1,2,...) a funkeii

uy(x) (N =0,1,2,...)[2], [4], [5]:

(2.62) Dy[x] =I min i(xi)Z s

uj]S1 =1

(2.6b) Dy[x] = min Dy_[&(x,u)] (N=1,2,..5j=1,2,...,r).
lujl =1

Argumentom funkcie Dy_, v rovnici (2.6b) je pravé strana nasledovného vyrazu
(2.7 x(t + 4) = x(t) + 4 f(x(2), u(?)) ,

go je v podstate diferenény tvar systému (2.1) popisujiceho riadent sustavu. Zna-
kom 4 v rovnici (2.7) je oznadeny maly prirastok ¢asu [1], [2], [4], [5]-

V procese minimalizdcie funkciondlnych rovnic (2.6) urdujeme &leny funkciondlnej
postupnosti {Dy[x]} (N = 0,1, 2,...) aZ do tej doby, kedy pre urité N = M plati
vyraz

(2.8) Dy[x(0)] = B,

kde f je dostatoéne malé kladné &islo volené z hladiska presnosti vypoétu [5]. BliZsie
s problematikou vypogtu &lenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} a funkeii uy(x),
(N =0,1,2,..., M) sa mdZe &itatel obozndmit v citovanej literatire, kde st preve-
dené aj niektoré konkrétne vypolty optimélne; riadiacej funkcie u = u*(1) [4], [5].
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3. NIEKTORE TYPY NELINEARNYCH CASOVO-OPTIMALNYCH
RIADENYCH SUSTAV

Mnozinu vietkych bodov x € X, ktorych siradnice spliiuji nerovnosti
(3.1 —;£x,5¢ (i=1,2,..,n),

kde ¢, (i =1,2,..., n) s kladné ¢&isla, budeme nazyvat uzatvorenou mnoZinou
priestoru X, a budeme ju oznadovat

(32) S, =4{—¢1,01) X {—C2, €20 X oo X {—Cpy Cpy -

Predpokladajme, Ze z nekone&nej uzatvorenej mnoZiny S, je vybrand koneénd pod-
mnoZzina prvkov x, ktoru tvoria deliace body uréitého delenia uzatvorenych inter-
valov (3.1). Ak v kazdom z intervalov (3.1) je tychto deliacich bodov (v&etne hranig-
nych) napr. 10* potom tdto konetnd podmnoZina prvkov, ktord budeme oznadovat
ako J, = S, bude mat celkovy podet prvkov rovny s, = 102" Vieme [2], [4], [5].
[7], Ze v metéde dynamického programovania musime v kaZdom takomto bode
x e J, potitat funkcie Dy[x], (N = 0,1, 2, ..., M) podla rekurentnych vztahov (2.6)
pre kazdé N =0, 1,2, ..., M. Nekonetn uzatvoreni mnoZinu bodov S, mdZeme
rozdelif na dve nekoneéné uzatvorené mnoZiny S, a S podla toho & zo vietkych
bodovx € S, patrinapr. do S, lenprvok —x a do S, lenprvok x opaény k prvku —x.
Potom méZeme pisaf: —x e S;, xe S priom S; < S, aj S} = §,, tj. —x€ 8§,
aj x e S,. V dosledku rozdelenia nekoneénej uzatvorenej mnoZiny S, na dve neko-
ne&né uzatvorené mnoZiny S, a S, deli sa aj kone&nd podmnoZina prvkov J, < S,
na dve kone&né podmnoZiny J, a J; pridom plati: J; < S, a J} < §}. Potom
celkovy podet prvkov v kone&nej podmnoZine J, alebo J, bude rovny: s, =
=5 =1s, = }.10°"

Podstatou tejto prace bude dokdzaf, Ze pri vypodte &lenov funkciondlnej postup-
nosti {Dy[x]}, (N =0, 1,2, ..., M) uréovanych funkciondlnymi rovanicami metédy
dynamického programovania (2.6) nemusime uvaZovaf celd mnoZinu S, bodov x,
tj. vietky moZné stavy x € S, riadenej sustavy, ktorych méze pri prechode z pociatoc-
ného stava x(O) € Sy do po€iatku siradnicového systému priestoru X, riadend sustava
nadobudat, ale staéi uvaZovat len jednu z polovic S, , alebo S; mnoZiny S,. Tym
samozrejme zniZime ndrok na objem pamiti &islicového pogitaga na polovicu a doba
vypodtu optimdlnej riadiacej funkcie sa skrati tie§ na polovicu oproti pdvodnej,
keby sme funkcie Dy[x] (N =0, 1,2, ..., M) potitali na celej mnoZine S, = X,
(lepsie povedané na konegnej podmnoZine J, mnoZny S,).

V dalSom nafom vyklade budeme predpokladat, Ze systém (2.1) popisujuci neli-
nedrnu riadend sastavu md prava stranu, ktord vyhovuje nasledujicej podmienke

(3:3) f(x, u) = —f(—x, —u)

pre TubovoIné pevne zvolené x € S, a pre ka?dé u z dovolenej oblasti riadenia (2.4).



Treba poznamenat, Ze v (3.3) ide o skrdteny vektorovy zépis tej skutognosti, Ze kazdd
zlozka vektorovej funkcie f = (f*, f2, ..., ") vyhovuje tejto podmienke. Podobne aj
v daliom vyklade, ak pre vietky zlozky (¢*, @?,..., ¢") nejakej vektorovej funkcie ¢
plati urditd podmienka, budeme pisat, Ze tdto podmienka plati pre funkciu ¢. Do-
kdZme si nasledovnu vetu:

Veta 1. Nech pre vektorovii funkciu f(x, u) plat{ podmienka (3.3) pre Iubovolné
pevne zvolené xe S, a pre kaZdé u z dovolenej oblasti riadenia (2‘4). Potom pre
funkciondlnu postupnost {Fy(x, u)} (ktorej cleny sit vektory o zlozkdch: FY, F}, ...

., F}), danii rekurentnym vztahom

(3.42) Fy(x, u) = x

(3.4b) Fy(x,u) = Fy_ (& uy_y) (N=1,2,..),
kde

(3:5) E=x+4.f(x,u),

plati:

(3.6) Fy(x,u) = —Fy(—x, —u) (N =0,1,2,..)

pre lubovolné pevne zvolené x € S, a pre kaZdé u z dovolenej oblasti riadenia (2.4).

Doékaz. Najprv si objasnime akym spdsobom vytvirame ¢&leny funkciondlnej
postupnosti {Fy(x, u)} (N =1,2,...) podla rekurentné¢ho vztahu (3.4b). Predpo-
kladajme, Ze sme préve vytvorili Elen Fy(x, u). Nasledujuci &len (K + 1)-vy dostaneme
tak, Ze do vzfahu FK(x, u) dosadime za argument x vyraz (3.5) a za premennt u
vyraz uy s indexom rovnym indexu &lena postupnosti Fi. O funkcii ug zatial predpo-
kladajme len tolko, Ze je z dovolenej oblasti riadenia (2.4). Potom, ked zobereme do
tvahy aj ¢len (3.4a) budd prvé tri &leny funkciondlnej postupnosti {Fy(x, u)} (N =
=0,1,2,...) nasledovné:

Fo{x,u) =x,
F(x, u) = Fo(&, up) = x + Af(x, u),
Fy(x,u) = F (& u))=¢+ Af(E uy) =x + Af(x,u) + Af(x + Af(x, u’, uy),

Vrdfme sa teraz k dokazu. Pre N = 0, tj. pre vyraz (3.4a) je dokaz trivialny. Pre
dalsie &leny prevedieme ddkaz s pomocou indukcie tak, Ze z platnosti vyrazu (3.6)
pre N =1 a za predpokladu, Ze tento vzfah plati aj pre prirodzené &islo N = K
dokdZeme, Ze plati aj pre prirodzené &islo (K + 1). Pre N = 1 mdme podla (3.4b)
a(3.5)

(3.7) Fix,u) =x + 4f(x,u) = —[—x — A f(x,u)]=
= —[-x + Af(—x, —u)] = —F,(—x, —u)
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pre Tubovolné pevne zvolené x e S, a pre kaZdé u z dovolenej oblasti (2.4), (Pri
ddkaze (3.7) sme poutZili vlastnosti (3.3)). Predpokladajme teraz, Ze (3.6) plati aj pre
prirodzené &islo N = K, tj. Ze plati

(3.8) Fy(x, u) = —F(~x, —u)

pre Iubovolné pevne zvolené x € S, a pre kaZdé u z dovolenej oblasti riadenia (2.4).
Potom podla (3.4b), (3.5) a (3.8) plati

(3.9)  Fxui(x, u) = Fy(x + Af(x, u), uy) = —Fy(—x + 4 f(—x, —u), —uy) =
= —FK+1(_X: —-u)

pre fubovolné pevne zvolené x € S, a pre kaZdé u z dovolencj oblasti riadenia (2.4),
¢im je veta dokdzand.

Vzhladom na to, Ze pri minimalizécii funkciondlnych rovnic (2.6) riadiaca funkcia u
na kaZdej etape (N = 0, 1,2, ...) zdvisi od polohy bodu x € S,, mbZeme pisat, Zc u
je funkciou x, tj. u = u(x). Vyplyva to aj zo skuto&nosti, Ze pohyb zastupujiceho
bodu x po fdzovej trajektdrii riadenej sistavy opisanej systémom (2.1) je ovplyviio-
vany riadiacou funkciou a naopak, poloha zastupujiceho bodu x ovplyviiuje roz-
hodnutie, akd md byt funkcia u, ak md byt fdzovd trajektéria optimdlna. Potom
vyraz-(3.6) mdZeme pisat nasledovne

(3.10) Fy(x, u(x)) = — Fy(—x, —u{—x)) (N=0,1,2,...).
Vyslovme si edte nasledovni vetu:

Veta 2. Nech pre lubovolné pevne zvolené x € S, a pre kaZdé u z dovolenej oblasti
riadenia (2.4) plati vraz

(3.11) —Fy(x, u(x)) = Fy(—x, —u(—x)) (N =0,1,2,...).
Potom pre riadiacu funkciu u = u(x) z dovolenej oblasti riadenia (2.4) plati
(3.12) u(x) = ~u(—x).

Dokaz. Ddékaz vyplyva z ddkazu predchddzajucej vety. Totiz ak s bodom x
patri do mnozZiny S, aj bod k nemu opaény, tj. —x, potom ak md byt predpoklad
vety 2 spravny, musi sa pri zmene bodu x na bod k nemu opaény —x zmenif aj funkcia
u(x) na funkeiu ~u(—x). Vyplyva to z toho, Ze funkcia Fy(x, u(x)) je nepdrnou funk-
ciou svojich argumentov o sme vo vete 1 dokdzali.

Vytvorme si dalej nasledovnu funkciondlnu postupnost

Gofx, u(x)) = 3. [Folx, u()]*»



M=

Gy(x, u(x)) = _

i

6.t ) = £ [Fits e

[FiCe u(x)]*,

Obecne pre N-ty Slen postupnosti {Gy(x, u(x))} (N = 0, 1,2,...) bude platit vztah
(3.13) Gy(x, u(x)) = ¥ [Fa(x, u(x)]? (N =0,1,2,..),
i=1

kde Fy(x, u(x)) sti zlozky vektorovej funkcie Fy(x, u(x)) uréovanej rekurentnym vza-
hom (3.4). DokdZme si teraz nasledovni vetu:

Veta 3. Predpokladajme, Ze vzfahy (3.11) a (3.12) platia pre Iubovolné pevne
zvolené x € S, a pre kazdé u z dovolenej oblasti riadenia (2.4). Nech dalej funkcia
u = up(x) je prdve tou funkciou, ktord ddva na N-tej etape minimum vyrazu
G(x, u(x)) a pre ktorit plati podmienka (2.4). Potom platia aj vziahy
(3.14) min Gy(x, u(x)) = min Gy(—x, —u(—x))

lusls1 Juslst
(N=0,1,2,..0j=12..1),
(3.15) uy(x) = —uy(—x) (N=0,1,2,...)

pre lubovolné pevne zvolené x € S,.

Do6kaz. Z matematickej analyzy je zndme, Ze suin dvoch nepdrnych funkcii je
funkcia pdrna. Potom aj

[Fi(x, u(x))]* = Fix, u(x)). Fifx, u(x)), (N=0,1,2,..;i=1,2,...,n)

je parnou funkciou svojich argumentov. Dalej plati, Ze stidet parnych funkcif je tieZ
funkcia pdrna, tz., Ze funkcia Gy(x, u(x)) dand vyrazom (3.13) pre kazdé (N =
= 0,1, 2,...) je pdrnou funkcou svojich argumentov x a u(x). Z toho vyplyva, Ze ak
platia vyrazy (3.11) a (3.12) plati potom aj vyraz

(3.16) Gulx, u(x)) = Gy(—x, —u(—x) (¥ =0,1,2,..)

pre TubovoIné pevne zvolené x € S, a pre kazdé u = u(x) z dovolenej oblasti riade-
nia (2.4). Potom ale tento vyraz plati aj pre niektort funkeiu uy(x) z dovolenej oblasti
riadenia (2.4), ktord ddva minimum vyrazu (3.16), tj. plati potom aj vzfah (3.14).
Dalej ak uZ plati (3.14), t.j.

(3.17) G(x, uy(x)) = Gy(—x, —up(—x)) (N =0,1,2,..)
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musi platif aj vztah (3.15) pretoZe podla vety 2 plati vzfah (3.11) a (3.12) pre Iubovolné
pevne zvolené x € S, a pre kaZdé u(x) z dovolenej oblasti riadenia (2.4) &iZe aj pre
funkciu u(x) = uy(x) (N = 0,1, 2,...). Tym je veta dokdzand.

Tvrdenie predchddzajicej vety pouZijeme pri dokaze nasledujlicej vety.

Veta 4. Nech kazdp ¢len funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =10,1,2,...) je
urdeny rekurentnym vztahom (2‘6). Dalej nech sa spliiujii predpoklady vety 3 a nech
sticasne platia vztahy (3.14) a (3.15). Potom pre Iubovolné pevne zvolené x €S,
plati aj nasledovny vyraz

(3.18) Dy[x] = Dy[—x] (N =10,1,2,..).

Dékaz. Cleny funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N = 1,2,...), ako je to vidiet
z rovnic (2.6), méZeme vytvdrat aj tak, Ze do predchddzajiceho Elena Dy[x] dosadime
za argument x funkcin &(x, u(x)), potom prevedieme minimalizdciu podla premennej
u = u(x) vyhovujicej vziahu (2.4) &m dostdvame dal¥i ¢len postupnosti Dy ,[x].
Pre dalsie &leny funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =2 K + 1, K + 2,...) by sme
tito operdciu zopakovali, aZ by sme pre nicktoré (K =1,2,. JaN=M
splnili podmienku (2.8). Podla tohto postupu pri urovani funkcu Dy[x] (N =
=1,2,..., M) platia (za predpokladu, Z¢ vychddzame z vyrazu (3.4a)) nasledovné
vztahy

Dafx] = min 3 (x) = min 3 [Fix ()" = min Gufx,u(c) =

luslS1i=

fi

Golx, uy(x)) (j=1,2,...,7),

[=]
®
—

Il

min Dofex, ()] = min. 3 [Fi(Ex, u(x). uox)] =

= min z [Fi(x, u(x)]* = mm Gy(x, u(x)) =

luglS1i=1 uils

=G u(x), (G=1,2,..%),
D3] = min D305 )] = i, l_i[Fi(:(m (). (e =

= min Z [Fi{x, u(x))]* = mm Gz(x u(x)) =

lugls1i=1

= Gz(x’ uy(x)), (j =1,2,..,71),




Obecne pre N-ty &len postupnosti {Dy[x]} (N = 1,2, ..., M) bude platit
Dy[x] = min Dy_,[§(x, u(x))] = min, 2 [Py (E0x, u(x)), uy—(x)))* =
lusi=1 Jujl<1 0=

= min X[FN(X u(x))]* = mm Gy(x, u(x)) =

luslst i= lujl =
= Gy(x, uy(x)) (j=1,2,.., r)

pre Tubovolné pevne zvolené x € S,.
Z toho vyplyva, Ze pre (N = 0, 1, 2, ..., M) plati

Dyx] = mm GN(x ulx)) (j=12..r.
Potom podla predpokladu dokazovanej vety plati

Dy[x] = min Gy(x, u(x)) = min Gy(—x, —u(—x)) = Dy[ —x]

Jusl 21 lusl <1
(N=0,1,2,..,M;j=1,2,..,71)
a podla vety 3 plati suCasne aj vztah
uy(x) = —uy(—x)

na kaZdej etape (N =0,1,2,..., M) a pre lubovolné pevne zvolené x € S, prifom
samozrejme funkcia uy(x) vyhovuje podmienke (2.4). Tym je veta dokdzand.

Na zdklade vety 4 mdZeme teraz poukdzat na to podstatné &o je z hladiska zjedno-
duseného vypottu &lenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =0,1,2,..., M)
nutné. Vysledok zhrnieme do nasledujicej vety:

Veta 5. Nech pre pravii stranu diferencidlneho systému (2.1) popisujiceho riadeni
ststavu plati podmienka (3.3). Dalej nech ¢leny funkciondlnej postupnosti {Dy[x]}
(N=0,1,2,..., M) sa uréujii za pomoci rekurentnych vztahov (2.6) a funkcie
uy(x) (N =0,1,2,..., M) nech sii také funkcie z dovolenej oblasti riadenia (2.4),
ktoré minimalizujil pravé strany tychto rekurentnych vztahov. Nech koneéne do
uzatvorenej mnofiny S, < X, patri s bodom —x aj bod k nemu opacny, tj. bod x.
Potom podla vety 4 staci pri realizdcii vypoctu ¢lenov spominanej funkciondlnej
postupnosti uvaZovat len polovicu mno¥iny S, a to bud S, alebo S pricom pre
Sfunkciu uy(x) plati vztah (3.15).

Vetu nebudeme dokazovaf, pretoZe jej dokaz vyplyva z dokazu vety 4.

Pozndmka. Pri realizdcii vypodtu &lenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]}
(N =0,1,2,..., M) uvaZujeme ti polovicu mnoZiny S,, v ktorej sa nachddza bod
x(0), tj. potiatoény stav riadenej sistavy.
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4, ZAVER

Metddy dynamického programovania sa pouZiva ako vypodtovej metody v opti-
mdlnych riadenych sastavdch, ktoré modZeme zahrnit do SirSej triedy tzv. rozhodo-
vacich procesov. V rozhodovacich procesoch je nutné zvolif ti, alebo int funkciu
z urtitej dovolenej oblasti, ktord z urgitého hladiska najlepsie vyhovuje predpisanym
poziadavkdm na rozhodovaci proces. Tak je tomu aj u ¢asovo-optimdinych sustav,
v ktorych musime volit v kaZdom &asovom okamZiku taku riadiacu funkciu, ktord
by zastupujici bod previedla po fdzovej trajektérii z podiatodného bodu do podiatku
suradnicového systému uvaZovaného priestoru. Metéda dynamického programo-
vania, ako jedna z metdd neklasického variadného poétu md mnoho vyhod, ale
zdrovedi aj nevyhod, ktoré staZuju, alebo vobec neumoZiiujii previest vypolet opti-
madlnej riadiacej funkcie. Takouto najvaSou nevyhodou metody dynamického pro-
gramovania je, e pre vypolet &lenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =
=0,1,2,..., M) na &slicovom poéitali musi maf po&itad velky objem pamiti
niekedy presahujice moZnosti dnednej &islicovej techniky. Druhou nevyhodou je
pomald konvergencia &lenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N = 0,1,2,..., M),
¢o md za ndsledok niekedy aZ piili§ dlhotrvajuci neefektivny vypod&et funkcii uN(x)
(N=0,1,2,..,M).

V tejto préci sme dokdzali, Ze pri vypodte &lenov funkciondlnej postupnosti za
predpokladu, Ze uvaZujeme Casovo-optimdlne sistavy, na ktoré je naloZend pod-
mienka (3.3), mdZeme uSetrif polovicu objemu pamiiti &islicového pogitada a naviac
skratif dizku doby realizdcie vypottu optimélnej riadiacej funkcie na polovicu. Tito
skutoCnost méZeme zapisaf nasledovne

(4.1) Dy[—x] =Dy[x] (N=0,1,2,...,M),
pri¢om plati, Ze
(4.2) uy(—x) = —uy(x) (N=0,1,2,...., M).

Z uvedeného vidime, Ze ak do nekonelnej uzatvorenej mnoZiny S, < X, patri
s bodom —x aj bod k nemu opatny, tj. bod x a ak z neznalosti priebehu optimdinej
trajektorie (Lﬁ pred vypodtom nepozndme) sme boli niteni poéitat &leny funkciondl-
nej postupnosti {Dy[x]} (N =0,1,2,..., M) na celej mnoZine S, < X,, potom
podla vztahu (4.1), ktory vypljva z ddkazu prevedeného v praci, stadi ked bereme
do Gvahy len polovicu mnoZiny S,, tj. len body z mnoZiny S, alebo z mnoZiny S;.
Pri konkrétnom vypoéte &lenov funkciondlnej postupnosti {Dy[x]} (N =0,1,2, ...
..., M) uvaZujeme tii polovicu mnoZiny S,, v ktorej sa nachddza bod x(0), tj. pocia-
to&ny stav riadenej ststavy.

Podiatky tejto prédce su v experimentoch, ktoré boli autorom prevadzané na UTK-
SAV, ktorych &ast bola obsiahnutd v prdci [5]. Doposial autorovi nie je zndme, Zeby
tento problém bol rieSeny v nasSej, alebo zahraniénej literatire.

(Doslo dia 9. decembra 1966.)
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SUMMARY

On More Effective Utilization of the Method of Dynamic
Programming in Nonlinear Time-Optimal Controlled Systems

JAN ULiENY

In his paper the author proves that in computing the terms of a functional sequence
{Dy[x]} (N =0,1,2,..., M) determined by functional equations of the dynamic
programming method (2.6) and provided that some types of nonlinear time-optimal
controlled systems are considered, the half of the volume of a digital computer
storage can be spared and, furthermore, the length of time needed to carry out the
computation of othe optimal control function is abridged by one half.

Ing. Jan Ulicny, CSc., Ustav technickej kybernetiky SAV, Bratislava, Dibravskd cesta.
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