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Jedna uloha optimalni obsluhy nékolika
vyrobnich procesti s ndhodnymi parametry

KAREL SLADKY

Price se zabyva stanovenim optimdlni strategie obsluhy nékolika vyrobnich procesit, které
jsou diskrétni v &ase. Zadanou ulohu lze Fedit jako jistou tlohu o optimalizaci semimarkovského
procesu. Howardiiv-Schweitzer(iv iteraéni postup je rozifen pro pfipad, kdy hledana optimalni
strategie musi vyhovovat zadané vedlejsi podmince.

0. UVOD

V préci se fesi optimalizace dvouetapovych vyrobnich procesi, sklddajicich se z obsluhovaci
a pracovni etapy. Doby trvani obsluhovaci (resp. pracovni) etapy jsou nahodné proménné &
(resp. n) se zadanymi distribuénimi funkcemi.

U téhoZ vyrobniho procesu mize probihat bud obsluhovaci nebo pracovni etapa nebo mize
dochézet k prostoji. K provedeni obsluhovaci etapy kazdého vyrobniho procesu je nutno pouzit
obsluhovaciho elementu, ktery je obsazen po celou dobu obsluhy. Obsluhovaci element je jediny.

Kazdy z vyrobnich procesti pfinasi dané zisky béhem jednotkové doby obsluhovacii pracovni
etapy. Pfi prostoji kazdého vyrobniho procesu vznikaji specifické ztraty pfimo imérné dobé pro-
stoje. Probihajici obsluhovaci ani pracovni etapu nelze pierudit. Pro pfipad, Ze ndhodné pro-
ménné &, # nabyvaji konedného podtu hodnot, je vypracovana metoda pro nejvhodnéjsi obslu-
hovani. Je ukdzano, Ze tato uloha je ekvivalentni pfi hledéni optimdlni obsluhovaci strategii ve
znalné dlouhém Case s jistou tlohou o optimalizaci semimarkovského procesu s Koneénym poctem
stavil, ktery v naem piipadé bude charakterizovan matici pfechodu [pi]-] markovského fetézce,
deterministickou dobou pfechodu Tz i-tého do j-t€ho stavu a ziskem r;; pfi pfechodu z i-tého
do j-tého stavu.

Z literatury jsou znadmy iteraéni metody pro nalezeni optimélini strategie semimarkovského pro-
cesu s koneénym poctem stavil. V prici je ddle navrZen iteraéni postup pro pfipad, kdy hledana
optimélni strategie musi spliiovat né&jakou zadanou vedlejsi podminku. Tato vedlej§i podminka
v fe§eném modelu miiZe byt interpretovdna jako minimdlni, planem zadany, primérny podet vy-
robki jistého vyrobniho procesu, coz — jak lze Iechce ukdzat — je ekvivalentni jistému primérnému
zisku tohoto vyrobniho procesu.

Uvedeme n&které mozné aplikace vySe formulovaného obecného modelu. U viech aplikaci
pfedpokliddme, Ze zname distribudni funkce vyskytujicich se ndhodnych veli€in a zisky i ztrdty
vznikajici v jednotlivych stavech vyrobnich procesii.



1. Obsluha poloautomatickych strojd, které pro provedeni pracovni etapy, jejiz trvani je né-
hodné, vyZaduji po ndhodnou dobu zasah &lovéka.

2. Optimalizace rozvrhu rozvazky materilu, kdy po nakladani kazdého automobilu nasleduje
pfeprava nakladu, vykladka a ndvrat automobilu. Naklddacim zafizenim je moZno soulasné
naklddat jen jeden automobil, jehoZ nakladédni neni moZno pierusit.

3. Optimalizace dvouetapovych vyrobnich procest, kdy prvni etapu kazdého vyrobniho pro-
cesu provadi stejny ndstroj a kdy druhd etapa musi bezprostiedné nasledovat po prvé etapé téhoz
vyrobniho procesu. Souasné lze zpracovavat pouze jeden vyrobek uréitého typu.

4, Ur&eni optimalniho rozvrhu price vsdzeciho stroje, ktery obsluhuje vétSi podet siemens-
martinskych praci. Predpokladame, Ze trvani vsizky do pece i tavby jsou ndhodné a Ze znime
zisky z taveb a linearni ztraty vznikajici pfi pfekroteni potfebné doby tavby.

1. FORMULACE PROBLEMU

Uvazujme n vyrobnich procest. j-ty vyrobni proces miiZe byt pouze v jednom
ze 3 stavil, a to ve stavu:

2 — jestliZe probihd obsluhovaci etapa;

1 — jestlie probihd pracovni etapa;

0 — jestlize dochdzi k prostoji u j-tého vyrobniho procesu.

Po provedené obsluhovaci etapé j-tého vyrobniho procesu, musi bezprostfedng
ndsledovat pracovni etapa j-tého vyrobniho procesu, &imZ vznikne operace j-tého
vyrobniho procesu. U kaZdého vyrobniho procesu pracovni etapa miiZe zalit pouze
bezprostfedné po ukonceni obsluhovaci etapy téhoZ vyrobniho procesu.

Obsluhovaci etapa j-tého vyrobniho procesu je nihodnd proménnd ¢; s danou
distribuéni funkci F (x). Pracovni etapa j-tého vjrobniho procesu je rovn&z ndhodnd
proménnd #; s danou distribuéni funkei G,(x). Ndhodné prom&nné &, n; nabyvaji
koneéného poltu hodnot &; > 0, #; > 0. Jednotlivé obsluhovaci a pracovni etapy
jsou nezdvislé. Probihajici obsluhovaci ani pracovni etapu nelze pferusit.

K provedeni obsluhovaci etapy kaZdého vyrobniho procesu je tfeba pouZit obslu-
hovaciho elementu, ktery v této dob& nemiZe provddét obsluhu jiného vyrobniho
procesu. Predpoklddd se pouze jeden obsluhovaci element.

JestliZe j-ty vyrobni proces je ve stavu:

2 — vytvéii se hodnota c; za jednotku Casu;
1 — vytvéfi se hodnota a; za jednotku Casu;
0 — vznikaji ztrdty b; za jednotku &asu.

Strategii obsluhy vyrobnich procesit rozumime ndvod, podle kterého v ptipadg,
Ze neni obsluhovaci clement obsazen, mdme se rozhodnout, ktery z téch vyrobnich
procesii, jeZ jsou ve stavu 0, budeme obsluhovat.

Uloha 1. Naleznéte takovou strategii obsluhy vyrobnich procest:, kterd d4vd nej-
vy$i primérny zisk v dobé T— oo (primérnym ziskem rozumime rozdil hodnot,
vytvofenych béhem jednotlivych operaci, a ztrdt, vznikajicich p¥i prostojich,vztaZeny
na jednotku &asu).
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Uloha 2. Naleznéte takovou strategii obsluhy vyrobnich procest, kterd ddvd nej-
vy§§i primérny zisk v dob& T— oo za piedpokladu, Ze pramérny zisk vytvofeny
v urgitém vyrobnich procesu (popt. soudet primérnjch ziskd vytvofenych ve t¥id&
vybranych vyrobnich procesit) nebude men3i nez pfedem zadand hodnota.

Podminku, Ze pramérny zisk vytvofeny v j-tém vyrobnim procesu neni mensi nez
zadand hodnota H; lze vyjddfit také tak, Ze pramérny pocet operaci za jednotku
Casu v j-tém vyrobnim procesu neni mensi neZ jisté Q; (viz vzorec (2)).

Pozndmka. Podobnym zpiisobem lze fesit i obecn&jsi tilohu, kdy pfedpokliddme existenci vét-
3iho poétu obsluhovacich elementil. Reseni takové tlohy obvykie vede na analyzu semimarkov-
ského procesu s vysokym poétem staviy, kdy déle uvedené algoritmické postupu nardZeji na znainé
vypodetni obtiZe.

2. VYJADRENI RESENEHO PROBLEMU JAKO ULOHY O RIZEN{
SEMIMARKOVSKEHO PROCESU

Jestlize hodnoty aj, ¢; vytvdfené za jednotku Casu ve stavech 1, 2 j-tého vyrobniho
procesu zvétdime o by, Ize pfedpoklddat, Ze ztrdty o velikosti b; se vytvdfeji ve viech
stavech j-tého vyrobniho procesu. Obsluhovaci (resp. pracovni) etapy j-tého vy-
robniho procesu jsou nezdvislé ndhodné veliGiny se stejnym rozloZenim. Proto (bez
ohledu na poget hodnot, které mohou nabyt &, n; — stadi pfedpoklddat pouze
existenci E[¢;], E[n;]) j-ty vyrobni proces misto parametri a;, b;, ¢; miZeme charak-
terizovat stfednim prijmem Z;, vytvdfenym b&hem operace j-tého vyrobniho procesu,
kde

® Z; = E[n]a; + (E[&;] + E[n,])b; + E[&/]e;,

a ztrdtami b;, jeZ vznikaji béhem jednotkové doby ve viech stavech j-tého vyrobniho
procesu. Ze stejnych diivodit se lehce pfesvéd&ime o platnosti ndsledujici véty.

Véta 1. JestliZe j-ty vyrobni proces misto parametrii ay, b;, ¢; charakterizujeme
parametry @;, b;. ¢;, pro které:

& =c;+b;+ (a; + bj)%1

E[¢,1’

a jestlize ztrdty o velikosti by = b; vznikaji ve vSech stavech j-tého vyrobniho
procesu, dostaneme pro T — oo pFi jakékoliv obsluhovaci strategii s jednotkovou
pravdépodobnosti stejny primérny zisk jako v pFipadé, kdy# j-ty vyrobni proces
je charakterizovdn parametry aj, b;, c;.

) a;=0; b;=b;;

i

Pozndmka. Analogické tvrzeni Ize vyslovit i pro pfipad, Ze ndhodné zisky vytvoiené béhem
obsluhovaci (resp. pracovni) etapy jsou nezivislé na dobé& trvani obsluhovaci (resp. pracovni)
etapy.



Pomoci vzorce (1) zjistime snadno vztah mezi hodnotami H; a Q. Plati:
(2) Z,0;—b;=H,.

JestliZe v uréitém vyrobnim procesu je vytvdfeni ztrdt nezdvislé na stavu tohoto
procesu, nemusime ziejmé pii hleddni optimdlni obsluhovaci strategie takto vytvd-
fené ztrdty uvaZovat. Vzhledem k tomu, Ze o ndhodnych proménnych &, #; pied-
pokldddme, Ze mohou nabyt pouze koneéného podtu hodnot, muZeme viechny
hodnoty, které ndhodné proménné ¢, n; nabyvaji, aproximovat celoéiselnym nd-
sobkem jistého 4 > 0 (tedy viechna rozhodnuti o obsluze budeme provddét pouze
v Casovych okamZicich rovnych celodiselnému ndsobku 4). Budeme definovat funkci
stavu vyrobnich procesii jako vektorovou funkci &asu typu

{A4(1), A1), ..., A1)} .
Pro slozky 4 (t) plati:
Af)=0,

jestliZe v Case  j-ty vyrobni proces je ve stavu 0;

Af) = B—f + 1],

jestliZe v €ase ¢ j-ty vyrobni proces je ve stavu 1 po dobu 1;;

Af) = - Bﬂ],

jestliZe v &ase ¢ j-ty vyrobni proces je ve stavu 2 po dobu t;;

Pro hleddni optimdlni obsluhovaci strategie maji vyznam pouze ty Sasové okamzi-
ky, ve kterych:

a) je dokongena obsluhovaci etapa n&kterého vyrobniho procesu;

b) je dokondena pracovni etapa n¥kterého vyrobniho procesu za piedpokladu, Ze
v tomto okamZiku obsluhovaci element neprovddi obsluhu Z4dného vyrobniho
procesu.

Funkce stavu vyrobmich procesii definovand v tichto asovych okamfZicich se
jmenuje stavovy vektor.

Je patrné, Je j-t4 slozka stavového vektoru muZe nabyt pouze hodnoty 0, 1, ...
. jm,,,/A = Ajnax 8 28 74dné 2 nenulové sloZky stavového vektoru nemohou byt
stejné. Oznadme M; = Ajmex + 1. Jednotlivé vyrobni procesy lze vidy ogislovat
tak, aby M; < M, .
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Pocet riiznych stavovych vektoril (kdyi neuvaZujeme ty stavové vektory, které
maji aspoti 2 stejné nenulové slozky) je mensi neZ [] M,. Podrobngjdim rozborem
i=1
v pfipad# 3 vyrobnich procesii pro pocet riiznych stavovych vektorit N dostaneme
(analogicky vztah lze napsat pro libovolné n):

N=M;~1) (M, — )My — 1) + (M, — 1) (M5 — 2) +
+(My = 1) (M3 = 2) + (M; = 1) (M, = 2) + (M, ~ 1) +
+ My = 1)+ (My—1)+ 1.

Viechny posloupnosti stavovych vektort, které se mohou vyskytnout p¥i hleddni
optimalni obsluhovaci strategie a pravdépodobnosti, se kterymi p¥i obsluze jistého
vyrobniho procesu pfejdeme z jednoho stavu do druhého, nalezneme pomoci nd-
sledujiciho algoritmu: )

Algoritmus 1. 1. Vyjdeme ze stavu charakterizovaného stavovym vektorem
{Ay, As, ..., A,}.

2. MnoZinu hodnot j, pro které 4; = 0 oznadime # (stavovy vektor {4, 4,, ...
..., 4,} uvaZujeme v Zase t,). Uréime

z = min &,
jeF

a zjistime, zda existuje i-ty vyrobni proces, u kterého je mozno pro né&jaké #; > A4
splnit vztah 7; — A4, < z (mnoZinu téchto vyrobnich proces oznagime .#). Ur&ime
ddle pravdépodobnosti, s jakymi dostaneme jednotlivé stavové vektory pii obsluze
Jj-tého vyrobniho procesu (jej) a v pfipadé, Ze # + 0 nebo # = 0 sc zajimdme
téZ, s jakymi pravdépodobnostmi dostaneme v okamZziku f, + 4 jednotlivé stavové
vektory, jestliZe v okamZiku t, neprovadime obsluhu Zddného vyrobniho procesu.

3. Uvahu bodu 2 opakujeme tak dlouho, dokud nevyéerpime viechny stavové
vektory, které se v uvedeném postupu n&kdy vyskytly.

Jak bylo ukdzdno, 1ze pfi zvoleném kritériu optimality charakterizovat j-ty vyrobni
proces pouze stiednim piijmem Z; podle vztahu (1). ProtoZe viechny pracovni etapy
jsou omezené, lze téZ pii zvoleném kritériu optimality ohodnotit doby pfechodu mezi
jednotlivymi stavovymi vektory ndsledovné:

a) Jestlize je provedena obsluhovaci etapa j-tého vyrobniho procesu, doba pte-
chodu je rovna E[&;] (lehce se pfesvédime, Ze pki T — oo z hlediska priim&rného
zisku je Thostejné, zda uvazujeme E[£;] misto realizace &;).

b) JestliZe neprovddime obsluhu Zédného vyrobniho procesu, doba pfechodu mezi
odpovidajicimi stavovymi vektory je rovna 4.

UkdZeme ddle, Ze na zdkladé hodnot &; podle vztabu (1*) a primérného zisku,
ktery ddvd n&jakd ptipustnd obsluhovact strategie, Ize v n&kterych stavech zjednodusit
volbu alternativ, nutnych pro hleddni optimadini obsluhovaci strategie. Plati:



Véta 2. Jestlize ka?dy vrobni proces charakterizujeme parametry podle véty 1
a neuvaZujme pFitom ztrdty o velikosti b, které se vytvdreji neustdle, a jestlize
néjakd strategie obsluhy (P) ddvd primérny zisk @P = &, potom pro ulohu 1
existuje optimdln{ obsluhovaci strategie, u které, jestliZe nastal stav {0, 0,0,..., 0},
neni v tomto stavu obsluhovdn j-ty vyrobni proces.

Dikaz. Jednotlivé vyrobni procesy budeme charakterizovat podle véty 1 hod-
notami danymi vzorcem (1¥). Pfedpoklddejme, Ze pii optimdlni strategii (0) je ve
stavu {0,0,...,0, ..., 0} obsluhovdn j-ty vyrobni proces; ze stavu {0,0, ..., 0, ..., 0}
prejdeme do stavu {0,0,...,0,1,0, ..., 0}. Pfi strategii (0) ozna&ime pfi pfechodu

N

i
ze stavu {0,0,...,0,1,0,...,0} dostavu {0,0,...,0, ..., 0} stfedni zisk z(* a stied-
N
i
nf dobu pfechodu (9, Pro priimérny zisk @@ plati:

SRR

zeWz¢
‘E(O) + E[fi] -

= €.

®) 0 -

Upravou (3) dostaneme:

OO ® + @@ E[¢] =29 + &;. E[£]
a proto
(0)

0@ 4 (0@ — ) E[e]-L =27 atedy 0@ <Z
+ {09~ ¢). [fj];@—ﬁ’ y s @

Dile sestrojime strategii obsluhy (S), u které ve stavu {0,0,...,0,..., 0} nebude
provddéna obsluha j-tého vyrobaiho procesu a pro kterou bude platit

o _ 27 (0)
00 =% _ 2@,
L@ =

Ptedpoklddejme, e ve stavu {0,0,...,0,...,0} zadind byt provddéna fiktivni pra-
covni etapa j-tého vyrobniho procesu (po ndhodnou dobu #7; nebude moZno provddét
obsluhu j-tého vyrobniho procesu), Jestlize po této zméng v kazdém stavu systému
vyrobnich procesi pouZijeme strategii (0), dostaneme pro takto vzniklou strategii (S)
priumérny zisk

&imz je tvrzeni dokdzdno.

Pozndmlka. Pro n = 2, kdy existuje ©F) > z,, Ize se lehce presvédgit, %e ve stavu {0, 4,} pfi
optimdlni obsluhovaci strategii pro lohu 1 staéi obsluhovat 1. vyrobni proces.
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Podle hodnot ¢&; lze sestrojit pfibliZné optimdlni obsluhovaci strategii tak, Ze pfi
soulasné mozZné obsluze vé&t§itho podtu vyrobnich procesi, obsluhujeme vyrobni
proces s vétSsim ¢;. Na pfikladé 1 ukdZeme, Ze tento zplsob nemusi vSak vést k opti-
mdlni strategii.

Pfiklad 1. Uvazujme 2 vyrobni procesy uréené deterministicky hodnotami:
Gi=15; &H=010; 5 =010; n,=50; & =20; & =30.

Opakovdni obsluhy vyrobnich procesii v potadi 1,2,1,1;1,2,1;1; ... ddvd primér-
ny zisk @, = 1,6; opakovdni obsluhy vyrobnich procesii v pofadi 2,1,1;2, 1, 1;...
davd pram¥rny zisk &, = 1,5,

Pomoci algoritmu 1 Ize vySetfované nlohy formulovat jako ulohy o fizeni semi-
markovského procesu s koneénym podtem stavii. ProtoZe tyto tlohy maji i jiné
interpretace (na pfiklad v teorii obnovy — viz [3]), uvedeme pongkud obecngjsi
formulaci neZ vyZaduji tlohy 1 a 2.

Algoritmus 1 pfevddi tlohu 1 na ulohu 1* a tlohu 2 na ulohu 2*.

Uloha 1*. Méjme semimarkovsky proces s N stavy. V i-tém stavu je mo¥n4 volba
jedné z s; < n strategil. k-td strategie v i-tém stavu je charakterizovdna vektorem
prechodu [p(?, p%, ..., p]. Pfechodu z i-tého do j-tého stavu jsou pfifazeny

hodnoty r;;, 7;;, kde t;; > 0. Kritériem optimality je primé&rmny zisk

Y T
@ = D

> TU"

.7

ijs

kde (i, ) je dvojice po sob¥ ndsledujicich stavii, ve kterych se uvaZovany semimarkov-
sky proces nachdzel. V kaZdém stavu mdme nalézti takovou piipustnou strategii,
aby pro Y, 7;; = o0 hodnota @ byla co nejvétsi.

,J)

Uloha 2. Naleznéte optimdlni strategii semimarkovského procesu z ulohy 1%,
kterd navic spliiuje tuto podminku:
Primérny zisk

¥ rux(i, k)
A=8)  >H,

kde
1 =i k) =1 (resp.0),

jestliZe strategie (k;) pouZitd v i-tém stavu pfi strategii* (A) pati{ (resp. nepatfi) do
* P¥i oznadovéni strategii pouZivime stejné symboliky jako v [1]. Malymi pismeny znalime

strategie v jednotlivych stavech; soubor pouZitych strategii ve viech stavech je znalen velkym
pismenem.




tiidy &. (T¥ida & je tfida pfedem vytknutych strategii; o kaZdé strategii vime, zda
patfi & nepatii do tfidy #.) H je zadand hodnota, symbol (i, j) md stejny vyznam
jako v uloze 1*,

Pozndmka. JestliZze hodnoty Fij Tij jsou nezavislé ndhodné proménné, stadéi prechod z i-tého
do j-tého stavu ohodnotit E[rij], E[rij]. Podrobngjsi rozbor viz [2].

Pii feSeni tlohy 1* a 2* se omezime na staciondrni strategie (jsou to strategie,
které nezdvisi na dase nebo na podtu prechodi).

3. RESENI ULOHY 1*

K feSeni tilohy 1* Jewell a Schweitzer (viz [2], [3]) zobecnili Howardiv iteratni
postup (viz [1]). Uvedeme podrobngji pouze Schweitzertiv postup (viz [3], Ap-
pendix D).

ProtoZe muZe nastat pfipad, Ze uvaZovany semimarkovsky proces md vice ergo-
dickych t¥id, uvedeme obecné schéma iteraéniho postupu (pojem ergodické tfidy
je chapdn stejné jako v prdci [1]). Oznaéme

N
q; =z,l7ij-"ij§
i=1

N .
4; =Zl’ij~"ij-
i=1

(Pti feSeni nasi tlohy g, = 0, Zi; 4; = 4, E[&]; lchce se presvédime, Ze pro jisté
i, j v nasi loze miize p{¥’ + O nanejvyse pro jedinou strategii (k;).)

Ulohu 1* fedi

Algoritmus 2 (Schweitzer). 1. Ohodnoceni FeSeni. Z hodnot p;;, q;, 4; ndleZeji-
cich jisté strategii nalezneme primérné zisky @, a vdhy jednotlivych stavi w; fese-
nim systému rovnic

N
0, = Z pi;9;,
i=1

: v
(4) wi =g, — 0 + 3, pi¥;
j=1

pti éemz klademe v kazdé ergodické tfidé jedno w, = 0.
2. Zlepseni feseni. Z hodnot ©; urdenych v bodg 1, v i-tém stavu uréime strategii

(k) maximalizujici

&
2. pi70;.
J=1
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360 JestliZe takovd strategie (k) je jedind, pouZijeme ji v i-tém stavu, jinak vyuZijeme

hodnoty w; zji§téné v bod& 1 a pouZijeme v i-tém stavu strategii (k), kterd maxima-
lizuje

I
q4; — 0.4; + Z PE',j()Wj .
i=1

V piipadg, Ze strategie pouZitd v pfedchozim iteraénim kroku bude nezménéna pfi
zlepSovdni FeSeni, je tato strategic optimdlni strategii, jinak se vrdtime k bodu 1
a s nové vypoctenymi hodnotami p;;, 4;, 4; postup opakujeme.
Diukaz konvergence tohoto iteracniho postupu k optimdlni strategii 1ze provést
analogicky k ditkazu Howardova iteradniho postupu podrobné uvedeného v [1].
Uvedeme pouze vzorec pro zménu primérného zisku v pkipadé 1 ergodické tfidy

pii zmén& pouZité strategie. NiZe uvedené vztahy budeme potfebovat pii Fefeni
tlohy 2*. Plati toto tvrzeni:

JestliZe pro strategii (A) ddvd uvaZovany semimarkovsky proces primérny zisk
O a pro strategii (B) primérny zisk ©®, pak

M=

(B),,(B,4)
T )V-'

©) OB — @A — i=1

M=

(B) (B}
Ltk

W

1

(stv. vzorec (D.3) v préci [3] a vzorec (4.12) v [1]), kde (pFi strategii (B) v i-tém
stavu pouZijeme strategii (k;))

N
,ygﬂ.A) — ?.‘(k.’, A) =q® — @Wg® 4 Z pg)wya) _ qu) + @@y _
j=1

N N

(4),,(4) _. (B) A)A(B (B),,(4) (A4)

—zpijwj ={q; _@()‘?5]+zpijwj — Wi,
i=1

j=t
kde n{® je pravdépodobnost, Ze markovsky proces s matici pFechodi stejnou jako
DFi strategii (B) je v i-tém stavu po velkém poctu piechodii.

Stav i, kdy 7{® + 0 nazveme podstatnym pro strategii (
je pro strategii (B) nepodstatny.

Zavedeme jesté symboly

B), jestlize n{® = 0 stav i

4" = qk;).

(B)
Pim

pim(kj) 5

kdyZ pfti strategii (B) je v i-tém stavu pouZita strategie (k;).



4. RESENI ULOHY 2*

Pfi FeSeni wilohy 2%, kdy se omezime na pfipad, Ze pro jakoukoliv pfipustnou stra-
tegii existuje pouze 1 ergodickd tfida, je tfeba vypoCist pramérny zisk A a vdhové
koeficienty v;, které obdrZime pfi pouZiti strategii z dané tfidy &.

Hodnoty v;, 4 vypotteme feSenim soustavy rovnic (srv. vztah (4))

N
(4)* v; = qix; — A4, +.zlpijvj s
i=
kde jedno v; = 0.

Pozndamka. V pfipadg, kdy vedlejii podminku pro tlohu 1 je etnost jistych stavl patkicich do
ttidy &, v rovnicich (4*) misto &lenu ¢;x; zavedeme ZN Pij®; kde obdobné 0;= 1, 0; podle toho,
zda j-ty stav patfi &i nepatii do tf¥idy &. !

V ptipadg, Ze vedlejsi podminkou je primérny zisk semimarkovského procesu, u kterého na

’

rozdil od dlohy 1 jsou zménény pouze hodnoty r;; na r{;, zavedeme v rovaicich (4*) misto ¢;x;,

N
9= 2 Pty
J=1
Dile zavedeme (stv. vztah (6)):
N
B, _ (B).(B B B), (A
O) 6 = (ke A) = g — 40P 4 Y 0
j=1
N N
A A A A (A A B B B B) (A A
ZafPH + ADYD = 3 PP = gD — A 4 P ol
j=1 ji=1

Analogicky ke vztahu (5) plati

g

2B B

o
I
—

(5% AB® — A =

B)A(B
RO

N

i
A

Ulohu 2* tesi pro ptipad 1 ergodické t¥idy

Algoritmus 3. Nechf (4,) je optimdlni strategie pro tlohu 1* (tedy lze najit strategii
(4,) tak, % viechna y(k;, A,) < 0 viz [3]). V pfipadg, Ze A4 < H, o existenci
fedeni tlohy 2* a jeho nalezeni rozhodneme postupnou zménou strategie (4,) timto
zplsobem: '

I. Urgime stav g a strategii (k,) ve stavu g, pro kterou plati (pro I =1,2,...):

™ Yok Aim) e 2l Ad) M-y
So(kns Ar—y) 8i(k;, Ay—y)

iJ
Sikj,Ar-1)>0
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Rozezndvejme 2 piipady:

a) existuje jedind dvojice (g, ) spliiujici vztah (7);

B) existuje vice dvojic (g, h) splitujicich vztah (7).

V pfipadg, kdyz neexistuje 8,(k;, 4;-,) > 0, nelze zvy3it primérny zisk 4 a uloha 2*
nemd feSeni.

Pro strategii (4,), kterd se 1i{ od strategie (4,_,) pouze pouZitim strategic (k;)
ve stavu g, vypodteme vahové koeficienty w; (resp. v;) a primérné zisky @ (resp. A)
feSenim systému rovnic (4) (resp. (4*)). (V piipad¥ B) je moZno zménit strategii
(4,-4) v libovolném poétu stavii vyhovujicich vztahu (7).)

II. Porovndme A s H:

a) Pro A“0 = H je strategie (4,) hledanou optimdlni strategii.

b) Pro A“? > H je hledanou optimdlni strategii smiSend strategie, kde v g-tém
stavu s pravdépodobnosti p, pouZijeme strategii (4;) a s pravd&podobnosti (1 — p,)
pouZijeme strategii (4,-,). Hodnoty p, urdime feSenim systému rovnic (4*) pro
A = H; pi#v = p{f=V pro i + g, kdyZ g-t4 rovnice tohoto systému md tvar:

N
vg - q(gqu)X;Axﬂ) _ Hq;Al—l) +.le!(]3§:—1)vj +
i=
+ py[q;m)x;m) - q;An—n)Z§A|—1) _ II(Q;M) - q;th)) +
N
(A) (A-
+ _Zl(pyj‘ IR

i=

Pro takto zjit&nou strategii vypolteme ze systému (4) hodnotu @.
) Pro A4V < H, jestlize pro strategii (4, ) nastal pfipad «), vrdtime se k bodu I.

JestliZe pro strategii (4,- ) nastal piipad B), ur&ime dvojice (i, j) spliiujici aspofi
jeden ze vztahtt (8), (8%), (8**) pro (4,) = (B):

® y{k;, B) > 0 pro 6k;, B) =0,
. yk;, B)
8* max 2L > M, ro d{k;,,B)>0,
( ) o 5[(k]_’ B) -1 P (, )
. yi(k;, B)
gk min 2L < M, ro J4k;, B) <O.
( ) ; 5;(k,~,B) -1 P (J )

Jestlize strategii (A4,) zm&nime tak, Ze ve stavu i pouZijeme strategii (k;) splitujici
néktery ze vztahi (8), (8*), (8%*), obdrZime strategii (4, ,). PoloZime opdt (4;,,) =
= (B) a strategii (4,.,) zménime stejnym postupem. JestliZe pro strategii (4;4s)
(a takovou strategii obdrZime po kone&ném pottu krok®) neexistuje Zddnd dvojice
(i, j) spliiujici aspoii jeden ze vztahti (8), (8%), (8**), vrdtime se k bodu L.



Algoritmus 3 dokdZeme ve vétdch 3 az 7. Véty 3, 4, 7 dokazuji sprdvnost algoritmu 3
v pfipadé, Ze viechny stavy jsou podstatné, véty 5, 6 rozsifuji dtikaz na obecny p¥ipad
ergodického semimarkovského procesu.

Lemma 1. Necht v i-tém stavu (i =12,..., N) semimarkovského procesu z ulo-
hy 2* s pravdépodobnosti p{k;) pouZijeme strategii (k;). Tim obdriime strategii
(S), pro kterou plati:

q(iS) = Zi‘,‘pi(kj) . qi(kj), q(iS) = i‘P;(kj) . Q.-(k,-) 5

7 = le"(kj) vk, 4), 050 sjzlpi(kj) 3k, A).
i= =
Ditkaz. Staéi dosadit
Pﬁf) = lei(kj) . Pil(kj)
i=

do definiénich vztahti pro g, 4; ¥, 68 a po snadnych tpravéch obdrzime do-
kazované vztahy.
Véta 3. Necht
Vi(kj, Al—l) <0 pro 5i(kjs Az«1) =0,

‘ii(kjs Al—l)

m;.; = min 2" ro 8dk;, A,_;) <0,
TP 8k Ainy) ? (s 41-1)
M, = Tolk Ar-1) = max vilky, Ar-y) pro &k;, Ai—y) >0,

5g(kha Al~1) i 5i(kj, Al*l)

kdem;_, = M,_,.

Strategie (A,) se li5i od strategie (4,_,) pouze pouZitim strategie (k,) ve stavu g.
Predpoklddejme, fe A“D > A9 (ze vztahu (5%) je patrno, Ze AUD z A4-),
Pro strategii (B) predpokldddme pouze, fe A®) > AV, Potom:

1. Optimdini strategii, kterd pro tFidu vybranych strategii ddvd primérny zisk
A© € (AU, A4 staét hledat ve t7idé | smiSenjch* strategii slofenych ze stra-
tegii (A;-1) a (4)). '

2. Plati tyto dva navzdjem ekvivalentni vztahy:

@(B) _ Q(At—x} @(Ar) . @(Az-n)
<

©)

-1

AB _ A = G _ gd-n

B _ g < eU) _ @Hi-1
A(B) _ A(A:]

%

AMD _ fdi-n)
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Dikaz. Tvrzeni 1 dokdZeme sporem. Pfedpoklddejme existenci strategie (S)
takové, Ze A = A® a Ze @ > @©, Podle (5), (5*) 1ze psdt

N

3 nl®, §SAr-0)

(S) _ A4 _ i=1

(10) A® — 4 T . -

L. g PIE AR
i=1

i=1

Zn;C). 6;C,Alv1)
g =A(C)_A(Ax—|)>0’

N
R S S, A1~ C) . (C,A1-
Y a® S Y O G-
(1) @® - @“-» = =1 > 4 = E© — @i~
N N
S) S C C
2. q® Y. g

P=

(8,41-1) 55, 41-1)
» Oi >

i

Ndsobenim vztahtt (10), (11) a dosazenim za y
z lemmatu 1 obdrZime

,y;C,An—x)’ 5;C,Az«|)’

(12) (2 752 piky) - po(ka) - vikess Aiei) - Sglks Ar1)] >

N 5i Sg

2 [7. 20 piles) - pollen) - volkn Ar-y) - Silkess Ar-1)]

a o rovnici (12) ukdZeme, %e nemilZe byt spln&na. Upravou vztahd uvedenych v pred-
pokladech véty mdme

Yikj A=) - Oy(kns A11) £ vlku Ai—y) . Sk, Aiy)

Po prondsobeni téchto rovnic nf¥ . 79 . p(k;) . p,(k,) a sedteni dostaneme spor se

vztahem (12).
K tvrzenj 2. Platnost vztahu
@(Az) — -1

My = Gy s

lehce odvodime z (5) a (5*). Ekvivalenci vztaht (9) a (9%) 1ze ukdzat pomoci jednodu-
chych algebraickych uprav. Stalf proto dokdzat pouze vztah

@(B) — @(Az—)) < U _ U1 _ v,,(k,,, Al—l)

AB — - T gD fi-1) 8, (ks Ax—1).

Sprévnost tohoto vztahu lze prok4zat analogicky jako v bodg 1.

Véta 4. UvaZujeme ergodicky semimarkovsky proces z ulohy 2%, jehof kaZdy
stav je pFi libovolné pFipusiné strategii podstatny.



Jestlize strategie (Ay) je optimdlni strategii pro ulohu 1* a jestlife strategii
(Ai14,) obdrZime ze strategie (A,) tak, e ve stavu g pouZijeme strategii (k,) spliujici
vztah

e A) i A) _

. Rl
8,k A7) sty o 8i(kej, A))
oznadime-li ddle
ik;, A
m, = min ZT————‘U;” Al) ,
dulks A <0 (e, A1)

potom plati:

1. yi(kj, A,) <0 pro 5,-(19, A,) >0,

2. m; = M,

3 M. S M,.

Dikaz. P¥ilibovolné piipustné strategii jsou podle pfedpokladu viechna 7; > 0.
Ze vztahu (5%) plyne, Ze A“1+) > A“D_Diikaz véty 4 provedeme tplnou indukci.
Pro I = 0 tvrzeni 1 a 2 okamZit& plyne z vlastnosti optimdlni strategie pro ulohu 1¥;
tvrzeni 3 je disledkem tvrzeni 1 a 2 véty 4 a tvrzeni 2 véty 3pro I = 0.

Ptedpoklddejme, Z¢ vita 4 plati pro ! — 1. Pro ! — 1 jsou pak splnény pfedpoklady
véty 3. Tvrzeni 1 véty 4 je snadnym dusledkem tvrzeni 1 véty 3. JestliZe by platilo
m, < M,, zm&nou strategie (4,) v jednom stavu lze sestrojit strategii (S) takovou,
Ze A®) < A™D a pro kterou déle plati

(13) OF = QU 4 m(AS — AUD) > OU) L M (A® — A4D) 2
20U 4 M,_, (A4S — At4v),

Vztah (13) je ve sporu s tvrzenim 1 véty 3 pro I — 1, proto m; = M. Z platnosti
tvrzeni 1, 2 véty 4 plyne pro ! platnost tvrzeni 2 véty 3, ze kterého lehce dokdzeme
sprdvnost tvrzeni 3 vty 4 pro .

Disledek. Jsou-li splnény piedpoklady véty 4, plati téz véta 3.

Didle vySettime pfipad, kdy ergodicky semimarkovsky proces md i nepodstatné
stavy. V tomto p¥ipadé musi v matici pfechodu existovat pro jistou strategii (4)
nulové prvky. Zménou strategic (4) sestrojime e-strategii (4, €) takto:

Jestlize pro jisté i, pro n; > 0 hodnot j je p{{’> = 0, mnoZinu téhto hodnot j
oznadime #;.

Potom pro j €., je pif*” = &fn; a pro jedno j, splitujici p{f) = max p{’ klademe
P4 = ) = o Proj # jo, j ¢ . plati pif-9 = pif. ’

Je tieba vySetfit zmény vdhovych koeficientd a primérného zisku, jestliZe misto
strategie (4) uvaZujeme strategii (4, ¢). Plati:
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Lemma 2. Necht pro strategii (A) ergodicky semimarkovsky proces z dlohy 2*
ddvd hodnoty @™, wi®, K danému & > 0 lze vidy najit takové ¢ > 0, %e pro
e-strategii (4, €) plati:

[A0W| < 5; |Aw?| < §,
kde
AW = @0 _ @) AW = W(fA,c) — Wi

kdy? pro jedno i klademe wit® = wi#) = 0,
Analogické tvrzeni plati samoz¥ejmé i pro v;, A.
Ditkaz. Oznadme Ap(Y = pi*? — pi# a zccla analogicky zavedeme Aq(?,

Ag{™. Upravou ze systému rovnic (4) napsanych pro strategii (4) a (4, &) dostaneme:

N
(14) Aw® =¥ piho AW — AOW g +
j=1

i=
+ [Ag{ — @@ Ag\® + ZV ApP W]
i=1
Z definice g, g; se lehce presvéd&me o platnosti vztahi:
[Ag("] < N.max|r,].e; [A9{"] < N.maxzy.¢;
i i
a proto lze systém rovnic (14) prepsat:

N
(14%) AW = . 0w — 80w 40 1 dy,

kde
|d] < N . [max [r;]| + max 7,06 + max !wﬂ«’”ﬂ .e.
j i j

O systému rovnic (14%) lze ukdzat (viz[3]), % v ptipadg jedné ergodické ttidy (kdyZ
klademe jedno Aw{® = 0), md vzhledem k Aw{®, A@™ vidy jedno FeSeni; pro
& = 0jeziejmd d; = 0, Aw! = A@® = 0 a tvrzeni lemmatu je zfejmé.

Diisledek. Z lemmatu 2 a definice 7,(k;, 4, &), 8.(k;, 4, &) je patrno:
o) vk 4, &), 3(k;, A, £) jsou spojité vzhledem k ¢;
B) jestlize

> 74k, 4) >b> vi(k: B) oW 5 oW

3k, A) 5k B)’
potom lze najit takové & > 0, Ze pro strategie (4, ¢), (B, ¢) plati:

Pk 4 8) > viks B, ¢) oW > @F9
5(k;, 4, ¢) 8k, B,2)




Véta 5. Uvazujme ergodicky semimarkovsky proces z tilohy 2%. (A(,) Jje optimdlni
strategie pro iilohu 1*. Strategii (4,) obdriime ze strategie (A4, ) tak, Ze ve stavu g
pouzijeme strategii (k) spliujici vztah:

(15) My = Tl A il Aia).

S,(kns A1) R ik Ap-1)
Predpokldddme ddle, %e vztah (15) spliuje pouze jedna dvojice (i, j) pro kazdé I.
Z (5%) zFejmé AU = AU~ Plati:

L. Optimdlni strategii, kterd ve tFidé vybranych strategii ddvd primérny zisk
A© g (AU1=D | AUDS a6 hledat ve tFdE smiSenych strategii slofenych ze strategif
(4;-,) a (4)).

2. Neni mozné, aby pri tomto postupu se jakdkoliv strategie vyskytla vice neZ
Jedenkrdt. :

Ditkaz. ProtoZe pro ka¥dé I vztah (15) spliiuje pouze jedna dvojice i = g, (k;) =
= (k,), lze podle disledku lemmatu 2 zvolit ¢ > 0 tak, Ze plati

(15%) Vol Ai—1, &) > vilky, Ay, 8)
55(’% Ay, 5) 5:‘(1‘)” A1, 8)

pro d,k;, 4;-,) > 0, kde souasnénenii = g,j = k.

Pro strategii (4,, ¢), jejiz kaZdy stav je podstatny, plati véty 3, 4. Ze spojitosti
ydkj, Ay, 8), 8,(k;, Ay, £) vzhledem k & je patrno, Ze tvrzeni véty 4 pro strategii (4;, ¢)
je spInéno i pro & = 0. Jestlize A“? > A“1-2) plati véta 3 a tedy plati i tvrzeni 1 véty 5;
pro A“» = A“:-1 je toto tvrzeni samozicjmé.

Tvrzeni 2 véty 5 dokdZeme ndsledovné: Pfedpoklddejme, Ze je moZné, aby (4;) =
= (A4;4,). Potom t6% (A}, &) = (414, &) a AU"? = AU+ 29, Pro e-strategie zfejmé
z (5%) plati A“0® > A“-+9 4 tudi¥ plati tvrzeni 2 véty 5.

V plipadg, Ze pro jisté I — 1 vyhovuje vztahu (15) vice strategif, pro toto I — 1
sice plati tvrzeni 1 v8ty 5, aviak pro strategii (4,), sestrojenou ze strategie (4~ ;)
obdobnym zplUsobem jako ve v&t& 5, nemusi byt splnény pfedpoklady véty 3 a opa-
kovéni postupu z véty 5 by mohlo vést k nalezeni strategie, kterd neni optimdlni.

Ve v&t& 6 uvedeme postup, kterym sestrojime strategii (4;.), pro niZ budou splnény
pfedpoklady véty 3.

Véta 6. JestliZe vztah (15) je splnén pro vice dvojic (i, j), strategii (A,) obdrzime
zménou strategie (4,..,) v libovolném poctu stavii i, kdy pouZijeme strategii (/cj)
spliiujict vztah (15). Klademe (A,) = (B) a strategii (4,) zménime ve viech stavech i,
kdy pouzijeme strategie (k;), kterd vyhovi aspori jednomu ze vziahii (8), (8*), (8**).
Tak obdrzime strategii (A, +,). Klademe opét (A;,,) = (B) a postup opakujeme.
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Podobné pro (A;+,,). Plati:

1. Aiem) A(A’); @Ui+m — gl

2. Po koneeném poétu kroki dojdeme ke strategii (A,,,), pro kterou strategie
(444} = (B) nesplni zddny ze vztahii (8), (8*%), (8%%).

3. Neni moné, aby (4,,,,) = (4,) pron <1+ m.

Ditikaz. Platnost tvrzeni 1 je diisledkem véty 3. Dukaz lze provést obdobng jako
v ditkaze véty 4.

Tvrzeni 2 dokdZeme ndsledovné: Pfi vhodném & > 0, platnost vztahit (8), (8%),
(8**) je zachovdna i pro e-strategie (disledek lemmatu 2). P¥i zméng strategie (Ag.m)
podle piedpokladti véty 6, ze vztahd (8), (8*), (8**) pro prisluind y(k;, Aism)
54(k;, Ay+m) odvodime:

(16) Y vilkys Arvm €) > My—y Y 8(kyy Ay 8) -
iJ i

Ze vztahu (5*) plyne

ngﬁi(kj, Al+m= 8) = sg [A(-4x+n|+1,£) _ A(Awm,e)}
iJ

a z (5), (5%), (16) tedy mdme:

Y /i k" A m €
(17) OUtemsd) _ gldrems) _ ?T}} (k. A >_
Zlﬁ,-(kj, Arim &)

i

. [A(Au—mn-t) - A(Alem.e)]> M,_,. [A(Al+m+1,ﬂ) — A(Al+m,u)] .

ProtoZe &istych strategif, pro které hodnoty @ (resp. A) jsou stejné, je pouze ko-
nefny podet, ze vztahu (17) plyne dokazované tvrzeni.

Tvizeni 3 dokdZeme takto: JestliZe (A;4n) = (4,), potom (A;s,, &) = (4, ¢);
AAsm®) = fUnd), gdtem®) — @A) 7 postupu, jakym byla sestrojena strategie
(A;+m) a ze vztahu (17) je patrno, Ze nemiiZe platit (4,4, &) = (4,, &) pron < I + m.

Véta 7. UvaZujme ergodicky semimarkovsky proces z ulohy 2*. Plati:

1. Jestlize pro jistou strategii (M) neexistuje 5,(k;, M) > 0, potom neexistuje
Fddnd strategie (S), kterd spliuje vztah A® > A®D.

2. Jestlize optimdlni strategie pro ulohu 1* nevyhovuje podmince kladené v ilo-
ze 2% na primérny zisk A, stadi zvySovat hodnotu A pouze tak, aby poZadovany
vztah A = H byl splnén formou rovnosti.




Diikaz.
1. Jestlize A > A®™), potom podle (5*)

N
S)s(S.M
Z 2SS
A9 gD — =L 5p,
) A(S
3 g
i=1
coz neni moZné pro §,(k;, M) < 0 splnit.

2. Z v&t 3, 4, 5 je patrno, Ze optimalni strategii (O) splilujici vedlej$i podminku
AD = H lze vyjadfit takto:

00 _ @W-D M141(A(D) - A(Ax-n))
kde
A= < A0 < A(4D ; M, £0.
Pro A® > A plati dokonce vztah (viz tvrzeni 2 véty 3)
OB . eli-0 < 1\/11_1 . [A(B) — A(An—x)] s

¢imZ je platnost tvrzeni 2 dokdzdna.
5. RESENE PRIKLADY

Piiklad 2. UvaZujme 2 vyrobni procesy charakterizované hodnotami:
Plla=1)=4; P{ti=20=1%; Plnu=1 =15 Pln =2 =4;
Plla=1}=1; Ply =1} =1%; Pn, =3} =1,
a;=4; by=2; ¢;=4. a; =2, by=1, ¢, =1;
Naleznéte optimdlni obsluhovaci strategii!

Regeni. Podle vzorce (1*) vypotteme & = 5; &, = 18; a ddle zjistime E[&,] =
= 1,5; E[¢,] = 1,0; E[n,] = 1,5; E[n,] = 2,0. JestliZe obsluhujeme pouze 2. vyrobni
proces, dostaneme priimérny zisk (neuvaZujeme ztrity o velikosti 5,)

_ G E[5]
: E[¢:] + E[¢]

Je splnéno @, = ¢, a na zdklad& pozndmky k v&t8 2, ve stavu {4,, 0} sta&i pti
optimdlni strategii provadst obsluhu 2. vyrobniho procesu. Podle vzorce (1) vypodte-
me Z, = 7,5; Z, = 18. V tabulce 1 jsou uvedeny pfechody mezi jednotlivymi stavy
v zdvislosti na pouZité strategii. JestliZe ve stavu 3 provddime obsluhu 1. vyrobniho
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procesu, dostaneme pramérny zisk @ = 8,64, jestliZe ve stavu 3 neprovddime obsluhu
primérny zisk @ = 6,0. Po odedteni ztrdt o velikosti b; + b, = 3 skutetny primérny
zisk p¥i optimdlni obsluhovaci strategii &ini 5,64.

Tabulka 1.
Stav Stavovy Prechod )
i vektor & ‘ ; ‘A
i

1 {o.0} 2 3 |10

2 {1.0} 2 1 3 105

4 105

3 {01} 1 2 {075

5 1025

0 1 los

6 |05

4 {2.1} 0 1 105

6 |05

5 {1.3} 0 1 |05

7 0,5

6 {02} 1 2 105

5 105

7 {2.0} 2| 3 10

Ze stavu i, jestliZe obsluhujeme k-ty vy-
robni proces, pfejdeme do stavu j s prav-
dépodobnosti p; ;.

Piiklad 3 (deterministicky p¥iklad).

Pro 3 vyrobni procesy charakterizované deterministicky hodnotami

&
& =10; np,=15; a,=20; b, =00; ¢,
=055 13 =10; a3=10; b;=08; c;

1,05 ny=10; a;=10; b =02; ¢;=0;

It

0
0

naleznéte optimadlni strategii obsluhy!

Regeni. Jde o deterministickou tlohu. Pro tento p¥ipad pongkud pozménime
algoritmus 1. Veskerd rozhodnuti budeme provddét pouze v okamzicich zakon&eni




obsluhovaci etapy n&kterého vyrobniho procesu, kdy urfime, ktery vyrobni proces

budeme déle obsluhovat.

Algoritmus 1* (pro Glohu s deterministickymi parametry). 1. Vyjdeme ze stavu,

ktery je charakterizovan stavovym vektorem {4,, 4,, ..

. A,} aje definovdn v oka-

mziku zakonleni obsluhovaci etapy I-tého vyrobniho procesu.

Tabulka 2.

Fav Stavovy Pfechod
i ki 1, 1 .
N e I R
1 {0,0,0} 1 2 1,0
2 3 1,0
3 4 0,5
2 {1,0,0} 2 3110
3 5 105
3 | {o,1,0} 1 7 | 1,0
| 3 6 | 05
4 {o,0,1} 1 2 | 10
2 3 1,0
5 | {2,0,1} 1 2 1,5
2 3 1,0
6 {0,2,1} 1 2 | 1,0
7 {1,3,0} 2 3 1,5
3 4 1,0

Ze stavu i, jestlize obsluhujeme k-ty vy-

robni proces, pfejdeme do stavu j za

Tije

2. Urcime

min '7—"-Aj+é =z,
i l4 A

dobu

V uvaZovaném stavu po obsluze I-tého uvaZujeme obsluhu i-tého vyrobniho pro-
cesu, pro ktery plati n,/4 — A; < 2z’ a zjistime p¥isluné stavové vektory.

3. Uvahu bodu 2 opakujeme tak dlouho, dokud nevyderpdme viechny stavové
vektory, které se pii uvedeném postupu nékdy vyskytly. Pfechody mezi 2 stavy
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charakterizujeme stfednim p¥ijmem Z; podle vzorce (1) a dobou p¥echodu t, kterou
uvaZujeme jako piirtstek ¢asu mezi zakondenim obsluhovacich etap dvou po sob&
ndsledujicich operaci. ProtoZe se jednd o deterministicky p¥ipad, maZeme téZ mluvit
o sefazeni jednotlivych operaci.

Podle vzorce (1) vypodteme Z; = 1,4; Z, = 3,0; Z, = 2,2. V tabulce 2 jsou zachy-
ceny pfechody mezi jednotlivymi stavy. Z tabulky 3 zjistime optimdlni obsluhovaci

Tabulka 3.
B Krok / [ 1 2
Stav i low) L ) s,
2 ], 3 0,75 3 0,75
3 3 0,00 3 0,00
4 2 0,04 2 0,04
5 2 0,04 2 0,04
6 1 —0,8 1 —08
7 | 3 —0,71 3 —0,74
Primérny zisk 2,96 2,96
|

V i-tém stavu je v /-tém kroku pouZita strategie (k;). Relativni vaha i-tého stavu pfi /tém
kroku je wy,.

strategii. Skuteény primérny zisk bude o0 by + b, + b3 = 1 niZsi, tedy se rovnd 1,96.
Optimdlni sefazeni vznikne postupnou obsluhou téchto vyrobnich procesi 2,3,1,3;
2,3,1,3; 2,3,1,3; ... o &emZ se lehce pfesvéd&ime z nalezené optimdlni obsluhovaci
strategie.

Piiklad 4. UvaZujeme 3 vyrobni procesy charakterizované témito hodnotami:
P{¢, =1} =05; P{¢ =2}=05; P{n, =2} =05; P{n, =1} =05;
P{¢, =2} =05; P{¢{, =4} =05; P{n, =2} =02; P{n, =3} =08;
P{&, =1} =1,0; Pln; =1} =05; P{ns =2} =05;

ay=0;by =2;¢;=4a,=2;b,=1;¢,=2;a;3 =3; by =1;¢5 = 2.
Naleznéte:

1. Optimdlni obsluhovaci strategii.
2. Optimdlni obsluhovaci strategii, kterd pro pramdrny zisk 2. vyrobniho procesu
ddvé aspont hodnotu a) 0,9; b) 1,3; ¢) 1,95.




Tabulka 4.

Stav Stavovy Prechod Stav Stavovy Prechod
i vektor k j Pij i vektor k & j ‘ Pij
1 {0,0,0} i 2 | 1,0 8 {0,2,1} ‘ 1 20,55
702
2 3010 ‘ 9 | 005
— ‘ 13 |02
3 4 11,0 |
! S — [0 1] ot
2 {1,0,0} | 2 3010 ( 10 101
_ ] ! 14 104
3 4 |05 \ 15 ) 04
5105 ||
. s 9 {1,0,2} 2 3110
3 {0, 1,0} 1 6 | 0,5 0 1 105
704 16 |05
2 |01
-t~ 10 0,02} | 1 2 |10
3 8 11,0
— 2 3|10
4 {0,0,1} 1 2 | 075
9 | 025 0 1|10
2 3 11,0 11 {0,3,1} 1 2 075
- 9 1025
0 1105 0 L los
0,5 >
10 10 |05
5 o1} | 2 310 12 231} | o 1 |os
10 |05
0 1|05
10 |95 13 {1,3,2} 0 1|05
J o 16 | 05
6 {1,2,0} 3 4 |o1 |
5 10, 14 {0,3,0} 1 2 | 1,0
i |04 |
12 | 04 3 4 |10
7 {1, 3, 0} 3 4 |05 15 {0, 3, 2} 1 2 1,0
5105 — -
0 11,0
16 {2000 | 2 | 3 |10
Ze stavu i, jestlize obsluhujeme k-ty vy- |
robni proces, piejdeme do stavu j s prav- 3 4 1,0
dépodobnosti Pije i
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Regeni. Vypolteme 315

E[¢&,] = 1,5; E[&]=30; E[&]=10; E[n]=15;
E[n,] =28; E[ns]=15; Z, =125 Z,=174; Z;=90.

Sestavime déle tabulku pfechodt (tabulka 4) mezi jednotlivymi stavy v zdvislosti na
pouZité strategii. V tabulce 5 nalezneme optimdlni obsluhovaci strategii, u které zjis-
time téZ hodnotu primérného zisku 4, ktery pfind3i 2. vyrobni proces. ProtoZe pii
vypodétu neuvaZujeme ztrédty, které pro 2. vyrobni proces &ini b, = 1, budeme zjis-
tovat optimdlni strategii, kterd spliiuje a) A=19;b)4=23; c) A = 2,95. Je patrné,
7e optimdlni obsluhovaci strategie (4,) vyhovuje téZ pripadu 2a. Pipad 2b Fe¥
smiSend strategie, sloZend ze strategii (4,) a (4;). Vypottem zjistime, jestlize ve sta-
vu 4 pouZijeme strategii (1) s pravdépodobnosti 0,29 a strategii (2) s pravd&podob-
nosti 0,71, dostaneme Fe3eni pro p¥ipad 2b. P¥ipad 2c fesi strategie (4s).

Pro zadanou tlohu existuje celkem 2° . 33 = 13 824 p¥ipustnych &istych strategii.
Pii feSeni podle vySe uvedenych algoritmi bylo tfeba vyzkouSet pouze 5 strategii.
Vypodet jedné strategic trval na samo¢inném pocitadi LGP-21 asi 20 minut.

(Doslo dne 7. Eervence 1966.)
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SUMMARY

A Problem Concerning an Optimal Service Policy for Several
Facilities

KAREL SLADKY

The paper deals with finding an optimal service policy for several facilities, operat-
ions of which are time-discrete. Optimality criterion is the average return for an infinite
time horizon. Using Algorithm 1, the given task may be formulated as finding
optimal policy of a certain semi-markovian process with a finite number of states.
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For solving this problem we can use known methods. In the paper there is derived
an iteration procedure for finding such an optimal policy of a certain semi-markovian
process with a finite number of states, which must also satisfy some further given
condition (Algorithm 3). Some examples, illustrating the described methods, are
solved.

Ing. Karel Sladky, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vyiehradskd 49, Praha 2.



