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Relace representované n-paskovymi automaty

KareL CuLix 1T

V &lanku jsou vySetfovany tfidy relaci representované riznymi tfidami n-paskovych automatil.
Je zavedena representace relace mod e n-paskovym automatem a jsou vySetfovany tfidy relaci
representované mod e n-paskovymi automaty. Zkoumaji se hlavné inkluse rlznych tfid relaci
representovanych tfidami automatl a jejich uzavienost viiéi booleovskym a Kleeneho operacim.

0. UVOD

V prici jsou vySetfovéany tfidy relaci representované (definované) n-paskovymi automaty. Auto-
matem se zde rozumi automat bez vystupu s vytéenou mnoZinou koncovych stavil, ktery je uren
k tomu, aby rozeznéval pfijaté a nepfijaté n-tice slov nad zvolenou abecedou Z. UvaZuje se tiida
automatti D, zavedend pro n= 2 v {4] a [6], a jcji nedeterminovand verse N,, tfidy E,, S,
a M,, zavedené v [S] a nové zavedené tfidy G, a H,.

V préci jsou vySetfovany relace a tfidy relaci representované uvedenymi tfidami n-paskovych
konednych automatt. Prace navazuje na [4], [5] a [6]. Zkoumaji se hlavng inkluse riznych tfid
relaci representovanych tfidami automatt a jejich uzavfenost viéi booleovskym a Kleeneho ope-
'racim.

Jsou rovndz vySetfovany relace a tfidy relaci representované mod e n-paskovymi automaty.
Definice representace mod e pro relace je analogickd definici representace mod e pro jazyky v [3].

Vysledky o inklusich, rovnostech a neinklusich uvaZovanych tfid relaci jsou shrnuty v pfehled-
ném diagramu na obr. 5 a odvozené vysledky o uzavienosti té&chto tfid jsou spolu s vysledky zna-
mymi z literatury ([4], [5], [6]) uvedeny v tabulce 5.

Uvedeme nékolik méné béinych pojmli a oznaleni, resp. upfesnime vyznam, ve kterém je
budeme pouZivat.

Zvolme pevné n&jakou abecedu X. ¥ je kone€nd mnoZina tzv. symbolid. Slovo nad
abecedou X je sfetézeni kone¢né mnoha symbolil z abecedy Z. Prdzdné slovo ozna-
Cujeme e. (Rovnéi tak budeme oznalovat tzv. ,,prdzdny symbol e ¢ £.) Jazyk nad
abecedou X je mnoZina slov nad abecedou Z. n-drni relace nad abecedou Z je mnoZina
n-tic slov nad abecedou X.



322 MnroZinu viech slov (véetné prazdného) nad abecedou X oznadme X*. MnoZinu
viech n-tic slov nad abecedou X oznaéme (Z*)".

JestliZe p a g jsou slova nad abecedou X, p = ay ...a,, g = by ... b, (a;€%, i =
=1,2,...,s; b;eX, i =1,2,....t), pak sfetézenim slov p a g rozumime slovo
ay ...ab, ... b, a oznadujeme ho ps nebo p.s.

Necht we (¥, ve (¥, u=(uy, us, ..., 4,), v = (v5, 03, ...,9,), potom sfetd-
zenim n-tic u a v rozumime n-tici uv = (u;v,, U305, ..., 4,0,). (Jako v ostatnich p-
padech stetézeni u¥ivame bud oznadeni u . v nebo jen juxtaposici uv.)

Mnozinu prvki, které maji vlastnost ¥, oznacujeme {x : x md vlastnost V}, chee-
me-li zdiraznit, Ze je takto definovdna mnoZina M, pifeme M 5 {x :x mad vlast-
nost ¥}.

Kleencho operace jsou pro relace definovany takto:

Jestlize R = (2*), S < (2¥)", pak
RUSd=f {u;ueR v uES}.
JestliZe R < (Z*), S < (Z*), pak
RS = {uv:ueR,veS}.
Jestlize R < (Z*)", pak
R¥=R°URURRURRRU ...,

kde
R° = (e,e,...,€).

——
n-krat

Zavedeme je§t€ pomocnou operaci @ vytvéfejici z m-tice slov nad abecedou X
a n-tice slov nad abecedou X (m + n)-tici slov nad abecedou X. Necht u = (uy, ..., u,),
v=(vy...,0,), pak u®v = (uy, ..., Uy, y, ..., v,). ketici tvofenou k prdzdnymi
slovy nebo k prazdnymi symboly budeme oznagovat ¢*. Tedy

df=e®ed®...De.

b—-w——ﬁl
k-krat
Priklad 0,1.
a) (ab, ach) @ (a, be) = (ab, acb, a, be) .
b) fDa@e=(ee....e,a,6..,€).
k-krat p-krét

Budeme-li uzivat v témzZe vyrazu operaci @ a operaci stet€zeni, pak pfedpokldddme,
7e operace @ md vyS§i prioritu.



Priklad 0,2.

(ab, cd) @ (bb, da) . (bb, aa) @ (cc, cb) = (abbb, cdaa, bbec, dach).

Rikdme, Ze n-tice slov u = (uy, u,, .., u,) je poCdtednim tdsekem n-tice slov
v = (vy, U3, ..., 1), jestliZe slovo u, je poddtednim tisekem slova v; proi = 1,2, ..., n.
(Kazdé slovo je potdtecnim tisckem sama sebe.)

Délkou n-tice slov rozumime soucet délek viech slov n-tice, pfi¢emz délku prdzd-
ného slova pokldddme rovnou nule.

1. TRIDY n-PASKOVYCH AUTOMATU

Uvedeme nyni definice viech tfid n-pdskovych automatil, které budeme v prdci
vySetfovat. Nedilnou soucdsti definice kaZdé ze t¥id automatii je také definice n-tic
slov pfijatych automatem. Pfedpokldddme, Ze viechny uvaZované automaty maji
vstupni abecedu (jsou nad abecedou) X resp. Z U {e} a nebudeme to vZdy znovu zdl-
raziiovat. Mluvime-li ddle o n-ticich slov p¥ijatych automatem, pfedpokldddme vZdy,
7e jde o slova nad abecedou X nebo nad abecedou X U {e}.

Tiidu D, determinovanych n-pdskovych automatd definujme takto: /€ D, je
systém & = (S, @, 5o, F, Cy, C,, ..., C,), kde S je kone&nd mnoZina stavil, ¢ pte-
chodovd funkee (jednoznadnd, obecns Edstednd) z S x X do S, s, € S je poddtedni
stav, F = S je mnoZina koncovych stavi a C,, ..., C, je rozklad mnoZiny stavi
CnCij=0proi*j CGuCiu...uC(, =S Jestlize s;€C;, znamend to, Ze
automat nachdzejici se ve stavu s; bere vstupni symbol z j-té vstupni pdsky. Jinak pra-
cuje jako oby&ejny automat. Nechf &/ €D, a s,, ..., s, je posloupnost jeho stavi.
Potom existuje jedind dvojice asociovanych posloupnosti celych &isel (ug, ..., u,;
Vg, ++v» ) takovd, Ze

6) jei s,€C;, pak u;=j;
(ii) v; jepotetindext j<i takovych,Ze s;€C,,.
Rekneme, Ze n-tice S0V (X1 .. Xqpmy» X21 - Xaprys +ves Xg --- Xum,) j€ Pijata auto-

matem o € D, jestliZe existuje (jedind) posloupnost stavil so,...,s, a dvojice ji
asociovanych posloupnosti celych &isel (ug, <evs Ug Vgs -, Uy), které splifuji podminky:

(1.1) i = @(Sim1s Xuy_ypyey) PO i=1,2,.t, (vio < my,_ )
(1.2) s;eF;
(1.3) jestliZe u, =j, potom v, =m;+ 1.

Pozndmka. Definici 2-paskového automatu v [4] je tfeba upravit poZadavkem, aby pouze
jeden ze symboldl oy, _,,1,_, pro i = 1, ..., p byl koncovy symbol 5. Jinak by neplatily vysledky
déle tam uvedené. Po této opravé je definice 2-paskového automatu v [4] pouze nepodstatné odlig-
n4 od vy$e uvedené (pro n = 2).
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Tfidu N, definujme jako nedeterministickou versi tfidy D,. Pfechodové zobrazeni ¢
miiZe byt viceznaéné a neni ddn jediny pocdtecni stav, ale obecné mnoZina po&dteénich
stavil. Tedy o € N, je systém & = (S, @, S, F, Cy, ..., C,), kde S je koneénd mno-
Zina stavil, @ obecné viceznagnd pfechodova funkce, Sy = S je mnoZina po&dteénich
stavil, F = S je mnoZina koncovych stavi, Cy, ..., C, je rozklad mnoZiny S.

Definice pfijaté n-tice slov je tdZ jako pro t¥idu D, aZ na to, %e poZadujeme s, € S,
a Ze miiZe existovat vice posloupnosti stavil splfiujicich poZadované podminky.

Tiidu G, determinovanych automati definujme stejné jako ttidu D, aZ na pfijaté
n-tice.

Rekneme, Ze n-tice slov (x“ vee Xps X21 oo Xapys ooes Xngs --os Xum,) J€ DFijata
automatem % €G,, jestliZe existuje (jedind) posloupnost stavd s, ..., s, a dvojice
ji asociovanych posloupnosti celych &isel (ug, vy Uy Vg, +..y Uy), které splituji pod-

" minky:
(2.1) Si= @(Sic1, Xuy_p Xp,_) PO i=1,2,..,t(v,-y S m,._);
(2.2) s, eF;
(2.3) t=my +my;+ ...+ m,.

Pozndmka. Jestlize potateéni stav s, je zdroveii koncovym stavem, pak automat pfijima n-tici
tvofenou n prazdnymi slovy (e").

Tiidu H, definujme jako nedeterministickou versi t¥idy G,. Pfechodovd funkce
miiZe byt vicezna&nd. Obecné je ddna mnoZina potdtednich stavi. (Mezi H, a G,
je obdobny vztah jako mezi N, a D,.)

Tiidu S, determinovanych n-pdskovych automatd definujme takto: o/ 8§, je
systém & = (S, @, so, F), kde S je konetnd mnoZina stavii, ¢ pfechodovd funkce
(jednoznatnd, obecn& &dstetnd) z S x 2" do S, sp € S je poldtedni stav, F = S je
mnoZina koncovych stavii.

Rekneme, Ze n-tice SIOV (Xy1 ... Xy X21 «++ Xams ++s Xup <o+ ) j€ piijata auto-
matem & €S, jestliZe existuje (jedind) posloupnost stavi s,, ..., s, takovd, Ze

(3.1) 5= @(si-1, (X1 X203 -on X)) Pro i=1,2,..,m;
(3.2) spEF.

T¥idu E, determinovanych n-pdskovych automat definujme takto (viz [5]):
o €E, je systém o = (S, @, so, F), kde S je konednd mnoZina stavil, ¢ prechodovd
funkce (jednoznadnd, obecng &dstetnd) z S x (X U {e})"do S, s, € S je potdtedni stav,
F < S je mnoZina koncovych stavil.

Rekneme, Ze n-tice slov nad abecedou X resp. Z U {e} (X;1 -+. X1mps X1 - -+ Xamys
Xp1 «-- Xm,) j Piijata automatem o7 €E,, jestliZe existuje jedind posloupnost stavii
50s S5 - -5 Sy, takovd, Ze

(@41 s = olsim1 (X1 X2 -0 X)) PO i =1,2,...,m = max (m,, .., m,),



kde
Xj;=e pro i>m;;

4.2) smeF.

M, ozna¥me tfidu n-paskovych automati (NDA v [5]), kde o7 € M, je systém
o = (S, v, 5, F), kde S je konend mnoZina stavii; v je konednd mnoZina v
= S x (Z*)* x S (obecng viceznatnd ptechodovd funkce definovand ne pro jednot-
livé symboly, ale obecng pro slova ze vstupni abecedy), so € S poddtedni stav, F = §
je mnozina koncovych stavil.

Rekneme, Ze n-tice slov u e (Z*)" je pfijata automatem & € M,, jestlize existuje
posloupnost stavit sq, sy, ..., s, takovd, Ze

(5.1) (s1-puss)ev pro i=1,2,..,1;
(5.2) u=uu,..u;
(5.3) s,eF.

MnoZinu n-tic slov pfijatych automatem &, neboli relaci representovanou auto-
matem &, oznaéme R(s/). Je-li K tfida automatii, pak R(K) oznadme tfidu relaci

R(K) = {R:R = R(), # <K} .

Definujeme nyni representaci relact mod e n-pdskovymi automaty, obdobné jako
je definovédna representace jazykd mod e v [3]. Symbol e, tzv. prdzdny symbol, hraje
roli identického prvku vzhledem ke sfetézovdni slov nad abecedou Z. NejduleZit&jsi
interpretace e je takovd, pfi niZ je e povaZovdn skutené za prdzdny, to znamend,
7e na symboly e vyskytujici se ve slovech nebereme zfetel. To je vystiZeno v definici
rovnosti slov mod e.

Necht p a ¢ jsou slova nad abecedou X U {e}, tj. necht p = x,x, ... x,,, kde x; &
eXufe pro i=1,2,...,m (m=1) a g=yy;... y» kde y;eZ v {e} pro
j=1,2,..,n(n 2 1). Pak pifeme p = q (mod e), jestliZe bud x;, = y, = e pro
viechnai = 1,2,..., maviechnaj = 1, 2, ..., n nebo existuji celd &isla s;at;takovd,
Zelssy<s;<...<sEm 12, <, <...<f,<naxg, =y, proj=
=1,2,...,kax, =y =eproviechnar +t;ah + s, kde j = 1,2,..., k. Jinak
fe¢eno slova jsou si rovna mod e, kdy# se rovnaji po vynechdni viech symbold e.

Reknéme, Ze n-tice slov u = (uy, uy, ..., 1,); ¥ = (01, 0y, ..., v,) jsou si rovny
resp. rovny mod e, jestlie u; = v, pro i = 1,2,...,n resp. u; = v, {(mod e) pro
i=1,2,...,n PReme u = v resp. u = v (mod e).

Relaci (nad abecedou X) representovanou mod e automatem o/ (nad abecedou
Z u {e}) nazveme relaci

R™ () = {u:u =v(mode),veR()}.
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Necht K je tfida automati, potom
R™4K) = {R:R = R™*(o); L K} .

2. INKLUSE, NEINKLUSE A ROVNOSTI TRiD RELACI
REPRESENTOVANYCH JEDNOTLIVYMI TYPY #-PASKOVYCH
AUTOMATU

DokdZeme nejprve lemma, které umozni zkratit dikaz véty 1.

Lemma 1. Necht o/ € M,, o/ = (5%, v, 50, F¥). Pak existuje automat & eM,,
B = (S?,v%, 5o, F?) takovy, e R(of) = R(B) a v* splifuje podminku:

(6) Vsechny n-tice ue U, kde U; = {u: (s, u,s;)ev?} maji pro kaidé i % 0
tvar (e, e, ...X, e ...,e), xeZX, kde neprdzdny symbol x je na témfe misté
(ale nemusi byt ty% pro vSechna ue U)). Vsechny ue U, maji také pouze
Jjeden neprdzdny symbol, ale ten miZe byt na kterémkoliv misté.

Ditkaz. Nejprve zvolime automat 2 € M,, # = (8%, V7, 5o, F). MnoZina stavii

S? vznikne roziifenim mnoZiny S¥ tak, Ze pro kazdou trojici (s, u, s;) € v¥, kde
n-tice u md délku k = 2 (sestdvd z k neprdzdnych symbold, k = 2), rozsiftime mno-

Zinu stavil o stavy s3°%, s%, ..., s9%715 v” volime takto: jestlize u = (xy1%;; .. Xq,,

n

Xa1eee Xakgs ooes Xt oon X ), kde Y k; = k 2 2, volime
i=1

-1 Wiy P

(50 %1 ® @7, s e,

1 -1 w2y . P

(5': , X1 @ e, st )E" s

-1 -1 Wk @

(257 X, @ e stM) eV,

(S?'k‘, e® X2 @ en~2’ Slit,kx-(-l) EV'W s

k=2 n—1 o k=1 ?

(5'; ,e' @xnk,.-laslf )E" s

k=1 n-1 »

(9L e @ xp, 5) €V

Jestlize v trojici (s;, u, s;) € v¥ md n-tice u délku jedna, potom necht (s, u, 5;) € v°.
Ukazme si, Ze plati R(#) = R(&).

a) Nechf u e R(«Z), pak podle (5.1) — (5.3) existuje posloupnost stavi: sq, ..., 5,

automatu o takovd, Ze

(7.1) (sicisups)€v” pro i=12,..,1;
(7.2) u=uu,..u;

(7.3) ‘ s, e F¥.



Oznagme d; délku n-tice u; (soucet délek slov, které ji tvoif). Potom

w1 w2 uy,dr—1 uz,1 w22 u2,di =1
(8) S05 50 75 Sp s -ves So s 81, 817, ST e Sy 3825 000
¢ ue—g,de~g=1
e Sy 87 > St

je posloupnost stavi. automatu £, kterd spliiuje podminky (5.1)—(5.3) pro to, aby
ue R(P). Je tedy R(«) = R(2).

b) Necht ue R(2), pak existuje posloupnost s, ..., s, stavii automatu 2, kterd
spliiuje podminky (5.1)—(5.3) pro pfijeti n-tice u automatem 2. Z definice auto-
matu 2 vyplyvé, Ze tuto posloupnost lze vyjadit ve tvaru (8). VySkrtneme-li z ni
viechny stavy z mnoZiny S% — S, dostaneme vybranou posloupnost, kterd spliiuje
podminky (7.1)—(7.3) pro to, aby u € R(«#). Je tedy R(#) = R(Z).

Nyni vkaZme, jak k automatu £ lze zvolit hledany automat #. Necht # =
= (8%,v%, 50, F%), kde 87 = 5, U ((S” — s0) x {1,2,...,n}) a v* volime takto:

JestliZe (5o, €71 @ x @ €"7*, 55) € v7, potom (s, &' @ x @ €"7¥, 5o} e v7;

jestlize (so, &' ® x @ €75, 5;) e v%, s5; + 8o, potom (5o, €71 B x @ "7, (s, 1)) e

ev? pro t=1,2,...,n;

jestlize (s, €' @ x @ "% so)ev”, 5% 5o, pak ((s, k), ETTDx@ "7,

so) € v

jestlize (s, e ' @ x @ e, s)e V2, si ¥ So, s; % so, pak ((Su k), & 'ex®

@ e (sp1)ev?pror=1,2,...,n.

Nakonec volime F? = {(s, 1) :5,e F%, 1 = 1,2,..., n}.

Ziejmé je R(#?) = R(#) a automat & spliiuje podminku (6) poZadovanou v lem-
matu.

Véta 1. Plati

Rmod E(M") - R(Mn) = Rmod L’(s") = Rmad e(Hn) :R(H”) = Rmod E(Gn) .

Ditkaz. 1. Platnost vztahu R™¢(M,) = R(M,) je ziejmd.

2a) Automat s €S, (nad abecedou X u {e}) miZeme uvaZovat jako automat
s/ € M, (nad abecedou £), pfidem? e oznaduje v tomto p¥ipadé prdzdné slovo (slovo
sklddajici se z nula symbolit). Je tedy R™¢(S,) = R(M,).

b) Nechf je dén automat % e M,; & = (S, v, 5o, F). Sestrojme automat € €S,;
% = (S', ¢, so, F) takto: Ke kaZdé trojici (s 458 ) € v zvolme n-tici slov nad abecedou
Tuf{e} :

© Vo= (X1g e Xy Xag oo Xams s Xt <o Xom)

tak, aby u; = x;; ... x;, (mod ¢), kde u = (uy, iz, ..., 4,) @ aby byla splnna
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podminka: jestliZe trojici (s;, u, s;) odpovidd n-tice (9) a trojici (s}, u', s7) & v odpo-
vidd n-tice

(10) Vo= (X4 Xy Xy e Xy oees Xng o X)) s

potom nech( pro s; = sj, u = u', 5; * s} je v & v'. n-tice (9) 1ze zvolit poZzadovanym
zpisobem po vhodném dopinéni n-tic u symboly e. MnoZinu stavit S’ automatu %
(S = S’) volme nyni tak, Ze pro kaZdou zvolenou n-tici (9) rozsifime mnoZinu stavit S
o m— 1 stavll. Necht P; e (E*)" je mnoZina riiznych n-tic stejné dlouhych slov (nad
I U {e}), jeZ jsou poldtednimi tiseky nékteré n-tice (9) odpovidajict trojici (s;, u, s;)
(si» u, s; libovolng). Pak volme S” = S U {s% :5;€ S, p € P;} a jednozna&nou pfecho-
dovou funkci ¢ volime takto:

(i) Jestlize (xy, X2, ..., X,) € Py, pak o(s;, (X1, X2, ..., X,)) = sfFuzex);

(i) jestlize pe Py, p. (x4, X2, ..o, X,) € Py, pak o(s?, (x4, x5, ..., X,)) =
= 5% (%15 X25 -.0s X,), kde P . (x5, Xz, ..., X,) je sfetdzeni n-tice p a n-tice
(xp ey xn);

(i) JestliZe pe Pya p.(x1, Xz -.., X,) Je n-tice (9) odpovidajici trojici (s, u, 5;),
pak (p(s,?, (xn X2y 0ees xn)) = $;

Pro takto voleny automat % € S, je zfejm& R(%) = R™ %(%). Tim je tedy ukdzdno,
%e plati i obrdcend inkluse R(M,) = R™¢(S,) a tedy plati R(M,) = R™<(S,).

Priklad 1. C4st diagramu* n&jakého automatu % e M, je na obr. 1a) a k ni odpo-
vidajici &4st diagramu pfislugného automatu % €S, je na obr. 1b). n-tice (9) jsou zde
voleny takto:

(si» (ab, cda), s)) ... (abe, cda),

(si» (ab, c),s)) ...(ab,ec),
(s (ab, ¢), ;) ... (ab, ce).

3a) Necht &/ e M,, of = (S7,v7, 5o, F¥). Podle lemmatu 1 existuje automat
B e M,, ktery splituje podminku (6) z lemmatu 1 a pro ktery je R(%) = R(&?).
K takovému automatu £ miZeme jiZ snadno zvolit automat % e H,, pro ktery

* Diagram automatu je grafické zndzornéni orientovaného ohodnoceného grafu (viz [1]).
Uzly grafu jsou stavy automatu, z uzlu v sméfuje oblouk do uzlu w a je ohodnocen k tehdy, jestlize
automat je vstupem k pfevadén ze stavu v do stavu w, je-li takovych vstupl vice, ohodnocujeme
oblouk p¥isluSnou mnoZinou. Podle toho, o kterou tfidu automati jde, mtize vstupem byt symbol,
slovo, n-tice symboll nebo n-tice slov. U nékterych tfid zavadime je§té ohodnoceni uzll grafu,
které ma podle uvazované t¥idy vyznam vystupu resp. isla pasky, ze které se bere vstup resp. &isla
pasky, na které je vydavéan vystup. Podrobnéji u jednotlivych piipadi. Uzly grafu (stavy) znazor-
fiujeme krouzkem, do kterého vepisujeme oznadeni stavu. Patfi-li stav mezi tzv. koncové stavy,
znazorfiujeme ho dvojitym krouzkem.



R(%) = R(#®). Necht # = (8%,v%, s, F®), potom & = ((S? U So) — 5o, @, So» F?,
Ci, .o Cp) kde S = {s7 :j = 1,..., n} a ¢ volime takto:
Jestlize 5, € 5% — 50, (55, 7' @ x @ €75, 5,) € v, pak (s, x) = 55, 5,6 Cps

ok - T '
jestlize sg € So, (s0, €71 ® x @ €"7¥), 5;) € V7, pak o(st, x) = 5, 5 € Cpe

Ziejmé je R(%) = R(#) a tedy také R(#) = R(s/) a ukdzali jsme tedy, Ze plati
R(M,) = R(H,).

b) Nechf je dén libovolny automat 2eH,, 2 = (S, ¢, Sy, F, Cy, ..., C,). Volme
FeM, & = (SU sy, v, s, F), kde v je volena takto:

JestliZe s; € Sy, potom (s, €", 5;) € v;
jestliZes, e S, x €%, ¢(s;, x) = s;as5,€ C, potom (s, & @ x @ "%, 5)) e .

Ziejms je R(2) = R(¥), tedy R(H,) = R(M,) a jelikoZ jsme jiZ dfive dokdzali opag-
nou inklusi, plati R(H,) = R(M,).

4a) Necht &/ €G, (a tedy také o/ €H,), & je automat nad abecedou X U {e},
o = (S, 97, 5o, F, Cy, ..., C,). Zvolme automat % € H,, # nad abecedou X; 2 =
= (S, ¢*, {so}, F. Cy, ..., C,), kde ¢” je zvolena takto:

jestliZe existuje posloupnost stavils; , ..., S5, takovd, Ze
o9(s,x)=s;, (x€2), ¢(s50¢) =541 Pro k=12,..,p—-1,

potom
0*(s;,x) =s;, pro k=1,2,..,p.

Automat # miZe byt nedeterminovany, i kdyZ byl o/ determinovany, ziejmég viak
R™%(of) = R(A) a tedy

(11) R™G,) = R™¢H,) = R(H,) .
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330 b) Necht je ddn automat % € H, nad abecedou 2, € = (S, ¢, So, F, C15 C25 -+ C.).
Zvolme automat & € G, nad abecedou 2 U {e}, Z = (8%, 97, 50, F, C1: -.» C.), kde
S? vznikne rozgifenim mnoZiny S takto:
Nechf s;€ 5 a xy, X,, ..., X, jsou véechny prvky ze I takové, Ze ¢(s, x;) je vice-
znaéné pro j = 1,2, ..., p. Oznaéme
(12) Sys 5200 S5, - viechny hodnoty (s X1)s

i1 Spitas oo Sja viechny hodnoty  ¢(ss, x2) »

viechny hodnoty ¢(S;> xp)~

Sjp-s 41 Sjport 20 o0 S,

Pro kazdé s; € S roz§ifime mnozZinu stavii S o nové stavy

(13) st st spl shr gt sl st ghat2 sir™!

P2 S8is o0 8G B 5 8 PERETR N > 8 5 8§ LRRREIY >
pii¢emz je-li 5; & C,,, pak s* € C,, pro viechna k.
Necht S, = {qu’ Squr oes s,lm}. Za poldteéni stav 5, automatu @ volime stav s,.
Prechodovu funkei ¢? volime takto:
(i) Jedlis;e S, xeZ a ¢(s;, x), je ddna jednoznaéng, pak
©7(s;, x) = o(s, x) .

(i) Necht s;e(S — Sp)Us,, a xy,...,x, jsou viechny prvky z X takové, Ze
o(s:, x;) je viceznadnd pro j = 1,2, ..., p. Potom (s vyuZitim oznaeni (12),
(13))

(55 %) = 555 0%(s, ) = s} 0%(sk, &) = 51T pro k=1,2,...,j, -2,
Ji+Lji+ 2= 2,0+ Lja+ 2y — 25
st =" pro k=ji— Ljs = Ljs =1 udper = 1
%%, %) = s*1 pro t=1,2,...,p,
k =jr~1 + lsjt—l + 1,---,jr -1
kde j, = 0.

(iii) Necht s;eS, — s, (s; = s, pro n&které q, < m) a jinak je situace tdZ jako
v bodg (ii). Pak volime pfechodovou funkei tymZ zplisobem jako v (ii) 2 navic
jest& poloZime

(st e) = spu1 -

(iv) JestliZe pro s, €S, ~ s, a pro viechna x € X je ¢(s,,, x) ddna jednoznaéng,

pak poloZme ¢”(s,,, €) = 5, 4.

Popsand konstrukce je na konkrétnim pfikladé provedena v pfiklads 3 (neni

jednoznadnd)
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Ziejmé je R(%) = R™*“(2) a tedy plati R(H,) = R™*%(G,) a dohromady s (11)
tedy plati

R(H,) = R™(H,) = R™*(G,).

Tim je plng dokdzdna véta 1.

Priklad 2. Necht je dén automat Z e M,, of = ({5,: 0 < i < 5}, {(50, (a, €), 5,),
(s0s(es ca) s5), (51, (@, B), 52), (52, (@, €}y 53), (52, (& b), 84), (52, (4, b, 55), (53, (ab,
cda), s;), (ss,(a, a), s3), (55, (¢, @), s4)}, S0, {52, 55}). Diagram automatu & je na
obr. 2a.

Automat BeM,, B = ({s,:0 < i < 16}, {(s,, (4, €), s5), (52, (a, €), 53), (53, (a, €),
$10)s (5a(a €), 514), (55, (¢, €), $15), (565 (a, €), 57), (57, (e, €), 55), (55, (€5 D), 52), (585
(e, b), ), (59, (e b), 5a), (59, (&, B), 56)s (5105 (B, €)s $11)s (5115 (& €)s 512), (512 (&, d),
513), (313, (e, a), Sl)’ (Sm (e> a), 53), (C1ss (e, “), 54), (816, (e, a), Ss)s S0, {52’ S5, 39})’
splituje podminku (i) z lemmatu 1 a je R(«) = R(#). Uvedeny automat % je jedno-



dussi neZ automat, ktery by vySel konstrukci podle ditkazu lemmatu 1. Diagram 333
automatu 4 je na obr. 2b.

Automat ¥eH,, € = ({s,:0 < i <17}, @, {s0, 517}, {52:55, 80}, {8,:0 =i <
S6vi=10}, {5:72i<9v 11 <i=<17)) dostaneme z automatu % kon-
strukef podle dikazu véty 1 (Sdst 3a) a plati tedy R(«#) = R(#) = R(%). Diagram
automatu % je na obr. 2c.

Tabulka 1.
a [‘ b
So {2} 1 {53, 54,55}
5y {s4, ss} | {52, 53}
52 53 | {52
53 154} } -
54 - i {ss}
S5 {55} ;
|

Pfiklad 3. Necht je ddn automat ¥ eH,, ¢ =({s;:0<i <5}, 9% {555},
{53, 55}, {50» 535 S5}» {51 825 54}), kde @% je ddna tabulkou 1. Diagram automatu @
je na obr. 3a.



Konstrukei podie dikazu vty 1 (¢4st 4b) dostaneme automat 2 € G, nad abccedou
Z u {e}, pro ktery je R™4¢(9) = R(%).
D = ({50, 50 53, 51> 81, 52, 53, 53, S ssh, @7, 50, {83, S5}y {80 55, S5, 53, S5} {515 S,
57, 82, 84); kde ¢ je ddna tabulkou 2. Diagram automatu 2 je na obr. 3b.

Tabulka 2.
a b l e
!' ’ 7
f So S2 53 sb
Sé — Sa s3
So - Ss St
K Ss 8, st
| st - §3 5%
| Af S4 — -
52 33 52
S3 S4 - ‘
| ‘YA —_ SS bt ‘
| s % - T
_ |
Véta 2. Plati
(14) R(S,) = R(E,) = R(M,),
(15) R(S,) = R(G,) = R(M,)

a vSechny inkluse jsou vlastni.

Dikaz 1. Platnost (14) je ukdzdna v [5].

2, Necht o €S,, & = (S, 07, 55, F¥), pak volme #¢eG, & = (5%, ¢*, S7,
F%,C,, C,, ..., C,) takto:

Oznaéme Q mnoZinu viech slov (Véctné prazdného) délky nejvyse n — 1 nad abece-
dou Z. Polome S* = §¥ x Q a jestlize ¢™(s;, (xy, X3, ..., X)) = s, potom volme

O™((52 %1 - X Xar1) = (S5 X1 - Xguy) Pro k=0, 1,.., 8 — 2 (pro k=0 je
X, ... X; prézdné slovo);

0*((50, Xy .. Xu- 1) %) = (s}, €) (e zde oznaduje prdzdné slovo).

Diéle polozme s§ = (s, e); F* = {(si, €} : 5, € F7}; C; = {(s0 ¢) 1 5,€ 57}, C;
={(s;, X1 ... Xp—y) PrO k = 2,3, ..., n}.

Ziejmé je R(«/) = R(%), &im% je dokdzdna inkluse R(S,) = R(G,). Ze tato inkluse
je vlastni, ukazuje pfikiad R, = {a @ "'} e R(G,), R, ¢ R(S,).

3. Necht P €G,, pak je také @ e H, a tedy R(G,) < R(H,), protoZe podle véty 1
je R(H,) = R(M,) je také R(G,) = R(M,).

Relace R, = {(on, m); ce ¥, ne 2*} ukazuje, Ze tato inkluse je vlastni pro
n = 2 (R, € R(H,), R; ¢ R(G,)). Sestrojme automat & eH,, pro ktery R, = R(F).

i



Nech€X = (yy, .- Vo) F = ({80, s, 525 k = 1,2, ..., p}, 0, {s50}> {505 52}> {S0> S2}»
{s§ 1k =1,2,..., p}), kde ¢ je vicezna&nd pfechodovd funkce zadan4 takto:

(s .‘/’k) =5 pro k=12..p;

oo, y) =% pro k=1,2,...,p;

ok, v) =5, pro k=1,2..p;

o(s5, y) =5 pro k=1,2,..,p.

Diagram automatu & je na obr. 4.

Obr. 4.

UkdZeme, Ze skutetn& R, = R(F).

a) Nechf e Ry, pak U = (y;, ... YoVj, --- Vipo Viz --- Vi)- UkaZme, Ze existuje
posloupnost stavii automatu & poZadovand v definici pfijaté n-tice automaty ze t¥idy
H,. Je to posloupnost stavil

(16) 50> S0n ++ 5 S S1%5 S35 832, 52, 85, ..oy 5P, 8,
-
i; krat

b) Naopak ze zaddni prechodové funkce ¢ vyplyvd, Ze automat & miZe prejit
do koncového stavu pouze po projiti posloupnosti stavii tvaru (16), a Ze tedy R(F)
Je tvo¥ena prévé dvojicemi tvaru ((m, n), kde o, m e Z*.

Ukazeme jesté, Ze R, ¢ R(G,).

Plati (v, )Ry, (1, ¥1)ERys, {¥1)1, €) € R,. Pledpokladejme, Ze existuje auto-
mat & € G, takovy, ¥e R, = R(Z), & = (S, 9,50, F, Cy, C;). Ztoho, Ze (yy, y,) €R(Z)
plyne @(so, y;) € C,, 2 z toho, Ze (yy1y;, €) € R(Z) plyne ¢(s0, ¥1)€C}, cof je spor,
nebof C; nC, = 0.
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Véta 3. Plati
R(M,) > R(N,) = R™*“(N,) = R™*“(D,) = R(D,) .

Obé inkluse jsou vlastni.

Diikaz 1. Nechf /e N,, o/ = (S, ¢, S, F, Cy, ..., C,). Necht F = {s;: ie M}
oznaéme F’ = {sj:ie M} a sestrojme automat ZeM,, B = (SuUF Us,, v, s,
F U F'), ptitem? pfedpokliddme, Ze S, F’ a {s,} jsou po dvou disjunkini mnoZiny
a v volime takto: :

(i) Jjestlie 5; € So, potom (sy, ¢”, 5,) € v;
(i) jestlize s;€ Cy (s, X) = s;, potom (s, &' @ x @ "%, 5;) €v;

(iii) jestlize s;€Cip 5:€F, POtom (s, (Vi Pias-eor Viuors € Viervo ooms Vin)s SHEV
a (8% (Vio> Viws oo Viuer> @ Viey 1o -+ V5)s 1) € v pro libovolnd
Yivrovos Yewsis Viwrs -+ Vi € 20 {e}.

UkéZeme, Ze R(/) = R(%).

a) Necht n-tice 4 € R(#), U = (X115 «.ey Xypys X2y +ees Xomgs +r Xnts o= > Xum,)- PO-
tom podle definice n-tic pfijatych automatem ze t¥idy N, existuje posloupnost stavil
815 ++e 5, tak, 7e jsou splnény podminky (1.1)—(1.3).

Necht Q, = {i:1 £ i £k, u; = k}, pak oznalme g, = max v;, kde u;, v,

ieQr

(i =0,1,...,1) je dvojice asociovanych posloupnosti celych &isel z ﬁleﬁnice pfijatych
n-tic tiidy N,. Je-li s, e Gy, je q, = my, q; < m; pro i + b. Z definice automatu #
vyplyvad, Ze n-tice v = (xn, cos Xggys X21 vees Xags vees Xygs enn ann) je pfijata auto-
matem %, nebot existuje definici poZadovand posloupnost stavil, a to posloupnost
So> S35 -+, §;. Déle z definice automatu & vyplyvd, Ze kazdd n-tice, jejiZz po&dtedni
usek je n-tice v (pocdtedni tsek se rozumi po jednotlivych slovech) a kterd md s v totéZ
b-té slovo, je rovnéZ ptijata automatem #. Zvldstni pfipad takové n-tice je také
n-tice u. Je tedy R(##) = R(%).

b) Necht n-tice u € R(#). Potom podle definice p¥ijatych n-tic automaty tiidy M,
existuje posloupnost stavil so, ..., s, takovd, Ze jsou spinény podminky (5). Z kon-
strukce automatu & vyplyvd, Ze existuje t; < ¢ takové, Ze s, ¢ F' proi < t; as;e F’
prot; < i £ taddlenavics;, = s; pro t; < i,j £ t. Z definice automatu Z k libo-
volnému automatu &/ pak vyplyvd, Ze posloupnost sy, ..., s,, je posloupnosti stavii,
kterd splifuje podminky (1) pro to, aby n-tice u byla pfijata automatem 7. Je tedy
R(#) = R(#).

Tim je ukdzdna platnost prvé inkluse zleva.

2. Necht 2 e D, (a tedy také Ze N,), 2 = (S, ¢%, 50, F, Cy, ..., C,), P je n-pds-
kovy automat nad abecedou X N {e}. Sestrojme 2 e H, (automat nad abecedou ),
2= (8, ¢° 50, F, Cy, ..., C,), kde ¢? je definovdna pouze na S x X a to takto:



JestliZe existuje posloupnost stavii s;,...,s;; p 2 1 takovd, Ze @°(s, x) = s,
(xe2) a ¢°(s;.e)=s;,, pro k=1,2,...,p— 1, potom ©*(si, x) = 5;, pro
k=1,2,...,p. Ziejm& R™(P) = R(2), &m% je ukdzdno, Z¢ R™¢(D,) =
< R™*¢(N,) = R(N,).

3. Diikaz rovnosti R(N,) = R™**“(N,) je zcela obdobny ditkazu rovnosti R(H,) =
= R™*°(H,) = R™%(G,) z véty 1. Platnost druhé inkluse je zcela zfejmd, zbyv4 ndm
tedy jesté ukdzat, Ze inkluse jsou vlastni.

4. Inkluse R(M,) > R(N,) je vlastni, nebot do R(N,) nepatii zddnd koneénd
relace, viz [4], zatim co do R(M,) patfi vicchny koneéné n-¢lenné relace.

5. Necht & € N, nad abecedou X = (yy, .., y,), p 2 1, & = ({50, 51, 52}, @, {50}
{51 52}, {805 81}, {s}), kde viceznaénd ptechodovd funkce ¢ je ddna takto: (so, a) =
= 55, 9(s0, @) = 52, (a € Z). Ziejm& R(¥) = {(a, 0), (0, a) 1 a € %, 6 € Z*, a pevné,
o libovolné}. '

Ziejmé neexistuje I e D, takovy, aby R(¥) = R(7) a tedy inkluse R(D,) =
< R(N,) je pro n = 2 vlastni. Zcela obdobng i pro n > 2.

R = Rmode

Inkluse a rovnosti dokdzané ve vétdch 1—3 jsou zndzornény orientovanym grafem
na obr. 5. Existuje-li drdha z uzlu odpovidajiciho tfidé relaci K, do uzlu odpovida-
jictho t¥dé relaci K,, potom K; o K,. UkdZeme jests, Ze dalii inkluse mezi uvaZo-
vanymi tfidami jiZ neexistuji.

Véta 4. Jestlize v grafu zndzornéném na obr. 5 nelze spojit dva uzly drahou,
potom mezi t¥idami relaci, které jim odpovidaji, neni vztah inkluse.

Dikaz. Stadi ukdzat, Ze existuji relace:

Ry, kde R, eR(S,) a R;¢R(N,);
R,, kde R,eR(D,) a R,¢R(G,);
R;, kde RyeR(D,) a R;¢R(E);
R, kde R,eR(G) a R,¢G(E,);
Rs;, kde R;eR(E) a R,¢R(G,).

Viechny piiklady budeme uvddét pouze pro bindrnf relace.
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1. Za R, lze volit kteroukoliv konegnou bindrni relaci, nebof jak ukdzal napf.

oy

Ginsburg [6], nepatii Z4dnd kone&nd neprdzdnd relace do R(D,).
2. R, ={(a"b%):n=0,1,..;a,beX; oceX*}
Sestrojme automat & € D,, o = ({sq, 51}, @, So» {50}, {S0}> {51})> kde (s, a) = s,

o(sy, b) = so. Zfejmé& R, = R(«). UkaZme, Ze neexistuje automat 4 € G,, pro ktery
R, = R(4&). Ptedpoklddejme, Ze takovy automat # = (S, ¥, s5, F, C,, C,) existuje.

Obr. 6.

JelikoZ dvojice slov (e, b) € R, musi nutné sy € C, a y(sh, b) = s, pro n¥jaké s;€ S.
Z toho, Ze (a, b) € R,, dostdvdme, Ze nutng s; € C,, aviak protoZe (e, ba) € R, md
byt s; € C,, coZ je spor. R, md tedy poZadované vlastnosti.

3. Ry = {(n,cang):aeX,ce(X — a)*, neX* geI*}.

Necht X = {x,:i = 1,...,m}. Sestrojme automat ¥ e D,, € = ({so, 51355 i =
=1,2,...,m}, @, 5o {51}, {s1}s {80,555 i =1,2,...,m}), kde o(so, X) = 50, Pro
xeX — a, ¢(so, a) = sy, @(sy, x;) = 5, @(s5, 5;) = s;. Diagram automatu € je na
obr. 6. Koncové stavy budeme na diagramech vyznalovat dvojitym krouzkem.
Ztejm& je Ry = R(%). Ze neexistuje atomat 2, 9 € E,, Ry = R(Z) vyplyvd z toho,
Ze automaty z této tiidy berou vstupni symboly zdroveti z obou pdsek a takovy auto-
mat by si musel ,,pamatovat‘‘ vZdy vstupni symboly z prvé pdsky, dokud se na druhé
neobjevi symbol a. JelikoZ symbol a miiZe na druhé pdsce pfedchazet libovolné dlou-
hé slovo, musek by takovy automat mit nekoneénou pamé&t (nekoneény pocet stavﬁ).

4. R, ={(n,0an):aeZX,0e(Z — a)*, ne 2%} .



Relaci R, reprezentuje tentyZ automat jako relaci R5, ovSem chdpany nyni jako auto-
mat ze tfidy G, (s p¥islusnou definici pfijatych n-tic). Davody, proé R, ¢ R(E,),
jsou tytéZ jako pro to, %e R, ¢ R(E,).

5. Rs = {(a, e), (e, b)} .

Sestrojme automat F e E,; F = ({sg, 51}, @, o, {81}), kde (s, (a, e)) = sy,
@(so, (e, b)) = s,. Ztejm& Ry = R(%). Ze neexistuje automat ", pro ktery R(#) =
= Rs, vyplyvd z toho, Ze jeho poldtedni stav by musel patfit do oboru tfid roz-
kladu stavii, coZ je spor.

Tim je tedy plné dokdzdna véta 4.

3. UZAVRENOST TRID RELACI VUCI BOOLEOVSKYM
A KLEENEHO OPERACIM

Budeme vySetfovat uzavienost vySe zavedenych tfid relaci viici sjednoceni, pri-
niku, dopliiku, sfetézeni a iteraci. Budeme uvaZovat jen ty pfipady, které dosud
nebyly feSeny v literatufe, a potom je spolu se zndmymi vysledky ([4], [5], [6]) pe-
hledné uvedeme v tab. 5. Diikazy a protipfiklady budeme uvddét (pravé tak jako
v literatufe) pouze pro bindrni relace, zfejmé je viak lze lehce zobecnit.

Lemma 2. Necht R € R(H,) (specidiné R e R(G,)). Pak mnoZina slov M,
M={p:peZ*, existuji p,eZ* pro i=12,..,k—1,k+1,..,n,

tak, ze (Plr ceos Pr—15 D> Pr+1s -+ Pn) GR} 5
Jje reguldrnim jazykem.

Pozndmka. Pro ostatni t¥idy automatt je obdobné tvrzeni dokdzdno v literatufe
([51. [6D)-

Diikaz. Necht R = R(«/), o/ € N,, of = (S, ¢%, So, F, Cy, ..., C,). Volme oby-
&jny (1-pdskovy) automat # nad abecedou Zu {e}, 2 = (S U {so}, 0%, 50, F)
(so ¢ S kde ¢” (obecng viceznaénd) je definovdna takto:

(i) jestlize s; & So, potom ¢*(s,, €) = s

(ii) jestlize x € X, s;€ Cyy (s, ) = s, potom 051 %) = 553

(iii) jestlize x € %, 5; ¢ Ci, ¢”(5, X) = 5, potom ¢*(s;, &) = s,.

Ziejmg R™ (#8) = M (jednotlennd relace), Z vity 3 vime, % R™° ¢N,) = R(N,),
existuje tedy automat % € N,, takovy, Ze Rmod (@) = R(%) = M. Pro n = 1, jak je

zndmo z literatury [2], [6], representuji viak jak determinované, tak i nedetermino-
vané automaty reguldrni jazyky a tedy M je reguldrni.
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Véta 5. Trida R(N,) je uzaviend viici sjednocent, sietézeni a iteraci, nenf uzavrend
viici priniku a dopliku.

Dikaz. Nechi o e N,, BeN,, o = (57, 0%, S5, F¥, C{,C5), B = (5%, 7,
S2, F?, C?, C%). Predpokldddme S n S% = §.

1. Zvolme €eN,, % = (S7 U §?, ¢%, ST U ST, F¥ U F?, C{ U CT, CF U CF), kde
(s, x) = s, jestlize bud s,, 5; € $7, 0%(s;, x) = 5; nebo s, 5;€ 5%, %(s,, x) = ;.
Ziejmé je R(%) = R(s#) U R(%B), a tedy R(N,) je uzaviend vi&i sjednoceni.

2. Necht F¥ = {s,:ie M}, pak zvolme 2 €N, (nad abecedou Z U {e}, 9 =
={SYUS?UF, % S§,F% CY v CTUF;, Cf U CFUF)) kde F' = (s}, ie M},
Fi = {si:sjeF,5;€C} F} = {si:s}eF,5,€Cy} F'aS¥ U S$¥ jsou disjunktni,

¢? je definovdna takto:

(i) JestliZe s, s; € S, x € X, potom ¢(s;, x) = s; pravé tehdy, jestlize ¢(s;, x) =
=s; .
(i) jestlize s, s; € 5%, x € Z, potom ¢(s;, x) = s5; pravé tehdy, jestlize ¢”(s;, x) =

=5
(i) jestliZe s; € F¥, 5}e F', potom ¢“(s, ¢) = s} a ¢”(s/, x) = s} pro kazdé x e Z;
(iv) jestliZe s;e F' a s5;€ S, potom ¢“(s}, e) = s;.

UkdZeme, Ze R™? ¢(9) = R(s/) . R(A).

a) Necht u € R™ ), u = (X1 ... Xy X271 --- Xamy), Pak musi, podle definice
piijatych n-tic automaty t¥idy N,, existovat posloupnost stavil s, ..., s, splitujici
podminky (1.1)—(1.3). Z konstrukce automatu 2 vyplyvd, Ze existuje t;, < t, <
tak, Ze So, s S, €8V, Syats Syt oo S € F Siyats Speas e S € 8%, pliem?
Sey+1 ES?: Sti41 = Sy 42 = oo = 5y,

Potdtetni Usek u, dvojice u, ktery ptevddi automat & do stavu s,,, patii do R(«#),
nebof jeho poddtedni usek u, prevadi automat «# do koncového stava sy, a nelisi se
od u; v prvém resp. druhém slové dvojice, je-li s, € C; tesp. s;, € C,. u; oznatme
dvojici slov, pro kterou u = u, . u;. Z toho, Ze 5,41 € S? a F? = F? vyplyvd, %e
u3 € R(%) a tedy R™* (%) = R(«/) . R(%).

b) Nechf ue R(s7). R(#). Pak existuji uy, u, tak, % u = u; . u, a u, € R(s#),
u, € R(#). Z definice pfijatych dvojic automaty tiidy N, vyplyvd, Ze existuje po&dtedni
tsek u, dvojice u, (lifici se nejvyse v jednom slové), ktery ptevddi automat o/ po-
stupn€ do stavil s, ..., s, tak, Ze jsou spln¥ny podminky (1.1)—(1.3). Podobng
existuje posloupnost s, ..., s, stavil automatu 2, splilujici podminky (1.1)—(1.3)
pro us € R(4). k necht je rozdil délky dvojice u, a u,. Z definice automatu @ pak
vyplyvd, Ze posloupnost stavit

o '
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je posloupnosti, kterd spliiuje podminky (1.1)—(1.3) nutné k tomu, aby dvojice u byla
plijata automatem 2. Plati tedy R(s/) . R(%) = R™**(2).

JelikoZ podle véty 1 je R™**(N,) = R(N,), je tim ukdzdna uzavienost tfidy
R(N,) vix&i sfetézeni.

3. Zvolme A € Np, o = (S* U F', 9%, ST, F¥, C¥ U F}, C{ U F}), kde F', F,
F’, maji ty% vyznam jako vyie a ¢ je definovdna takto:
(i) jestlizes,s;eSY,xeXa @”(s,x) = s;, pak *(5,, ) = 553
(i) Jjestlize s; € F¥, sje F', potom ¢*(s,, ¢) = si;
(i) jestlize s;€ F’, potom ¢*(s, x) = s} pro libovolné x & %;
(iv) jestlize s;e F', s; € S, potom ¢*(s), e) = s;.
Analogicky jako v ptipadé stetézeni sc dd ukdzat, Ze R™* (") = R(«/)*. ProtoZe
podle véty 1 je R™*¢(N,) = R(N,), je tim ukdzdna uzavfenost t¥idy R(N,) viiti
iteraci.

4. Zyolme automaty &;, &, €N,

21 = ({s0: 51, 52> @, {50}, {82}, {802 52}, {8:1}) 5
&, = ({50: S1s Sz}» ®, {So}: {Sz}; {So}, {51, 52}) 3
kde ¢ je ddna takto: (s, a) = s, @(s1,b) = s5.

Jejich diagramy jsou na obr. 7a,b. Ziejm& R(Z,) = {(a, bo) : a, b€ Z, 6 € 2*};
R(¥Z,) = {(ao, b) :a,beZ, ceX*}; R(Z,) n R(Z,) = {{a, b)}, aviak do R(N,)
nepatii Zddnd konetnd relace, coZ se ukdZe stejné jako pro R(D,) ([6]). Tedy R(N,)
neni uzaviend vadi priniku.

OO0 00O
7 a) b)

Obr. 7.

5. Pfedpoklddejme, Ze t¥ida R(Nz) je uzaviend vidi doplitku. JelikoZ je uzaviend
vadi sjednoceni, vyplyvalo by z toho, Ze je uzaviend i vi&i priniku, a to je spor.
Tedy neni uzaviend vidi doplitku.

Véta 6. Tiida R(G,) neni uzaviend viici sjednocent, doplitku, sietézeni a iteraci.

Ditkaz. JestliZe R € R(G,), potom zfejmé nemiZe soudasné (a, e) e R a (e, b) € R,
nebot v tom pfipadé by po&itedni stav s, musel patfit do obou t¥id rozkladu stavi,
coZ neni moZné.

1. Zvolme 2, P, € Gy; Py = ({50, 51} @*, 50, {50, 51}» {S0}» {81}), kde o' je ddna
takto: @*(se, @) = 51:P2 = ({50, 51}, @7, 505 {50 51}, {51}, {S0})» kde ¢? je ddna takto:

2 =
©*(s0, b) = 5.
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342 Ziejmt je R(?;) = {(e, ¢), (a. ©)}; R(#,) = {(e, e), (e, b)}; sjednoceni R(?,)
U R(2,) nepati do R(G,), nebot obsahuje jak dvojici (a, €), tak (e, b) (viz vy3e).
Tedy R(G,) neni uzaviend vadi sjednocent.

2. Predpoklddejme, Ze R(Gz) je uzaviend viagi dopliiku. JelikoZ relace tvofend
prdzdnou mnoZinou dvojic je representovateind (kaZdym automatem s prdzdnou
mnoZinou koncovych stav(t), musel by téZ jeji dopln&k, tj. mnoZina viech dvojic slov
nad abecedou X, byt representovatelny. Do této mnoZiny dvojic viak patfi dvojice
(a, ¢) i (e, b), co je spor.

Tabutka 3. Tabulka 4.
e —_ S -
‘r ‘ a \ b ' ¢ ] ‘ ) a ‘ b c i
| |
1 1 |
5o - | 5 sy K — .S s |
‘ | | 0 o 3
5q So — — | Sy Sy — —
’ Sy — I — l kS '; 55 ‘ — — Loy
1 i S3 8y " — —
! j

3. Zvolme Ay, # ,€G,;

A= ({50, 515 52}: 9015 Sos {50: 52}, {31}, {So, Sz}) B
Ha = ({SO, S15 82, 53}, ©?, So, {507 51}, {51, 33}> {50, 52}) >

Obr. 8.

kde ¢! je ddna na tab. 3 a ¢ na tab. 4.
Diagramy automati 2, %, jsou na obr. 8a,b.
Snadno Ize nahlédnout, Ze
R ={(a" bc™),n=0,1,..;m=0,1,...}
R(A ) = {(a" b, n = 0,1,...5m =0,1,...}

>

>

tedy
R(o\) 0 R(A ) = {(a" b" ™), n = 0,1,2,...}.



Kdyby relace R(o',) n R(,) byla representovina n&jakym automatem z Ga,
pak by podle lemmatu 2 byl {a"b", n = 0, 1, ...} reguldrni jazyk, coZ je zfejmé spor,
a G, tedy neni uzaviena vidi primiku.

4. Zvolme 2€G,, 2 = ({s5,5,}, @, S0, {50, 51}» {S0}» {5:}), kde @(s0, a) = 51,
@(sy, b) = so. (Diagram na obr. 9.)

Obr. 9.

Ziejm& R(2) = {(a", b"), (a"*',b"), m=0,1,2,...}. Snadno zjistime, Ze
R(2).R(2) = {(a", b"), (a"**, D", (@"*%, 0", n = 0,1,2,...}, R(2)* = {(a", ™),
m=0,1,...,n = m}. Tedy do R(2) . R(2) i do R(2)* pat¥i jak dvojice (a, b), tak
dvojice (aa, e). Kdyby existoval automat & € G,, R(¥) = R(2) . R(2) resp. R(¥) =
= R(2)*, musel by zfejm& existovat n&jaky jeho stav s, pro ktery ¢(so, a) = s;
a sy e Cy. Z (a, b) e R(&) pak vyplyvd nutng s, & C,, aviak z (aa, ) € R(¥) vyplyvd
s; € Cy, coZ je spor, nebof C, U C, = (a tfida R (Gz) tedy neni uzaviend vi¢i sieté-
zeni ano vidi iteraci.

Véta 7. T¥ida R(E,) je uzaviend vici dopliiku.

Dikaz. Nechi & €E, & =(S, 97, 50, F). Zvolme & = (Su {s'}, ¢, 50,
(S = F) u {s'}), kde ¢” je volena takto:

(i)  JestliZe pro (xy, X3, ..., X,) €(Z U {e})" a s5;€ S je definovdna funkce ¢ a je
o B — .
(55, (15 X35 ., X,)) = 55, potom @™(s;, (x4, X5, ..., X)) = 553

(ii) jestlize pro (x;,x;,...,x,)€(Z U {e})* a 5;€ S funkee ¢ neni definovdna,
potom ¢”(s, (X, X5, ..., X,)) = §;

(ili) (s, (x1» X25 .- X)) = 8 pro kaZdé (xy, x5, ..., x,) € (X U {e})". Ukazme, Ze
R(#) = (Z*)" — R(s¢). Uvazujme libovolnou n-tici u = (Xyq ... Xqp,» Xp5 o+
ee Xomgs - s Xut +e. Xy ). Mohou nastat tfi p¥ipady:

1. n-tice u je pfijata automatem & a tedy existuje posloupnost stavil so, Sy, ..., Sm»
kde m = max (my, ..., m,) takov4, Ze po dopln&ni vicch slov tvoficich n-tici u prdzd-

nymi symboly na délku m (x;; = e pro i > m;) je (viz (4.1) a (4.2))

) 5= @(sio1, (X155 Xzjs - X)) Pro i=1,2,..,m;
(i) smeF

2. existuje posloupnost stavil s, 5, ..., 5, splitujici podminku (i), ale s, ¢ F;

3. neexistuje posloupnost stavii spliujici podminku (i), to znamend, Ze existuje
posloupnost stavil s, Sy, ..., 5, f < m, pro kterou s; = @(s;-, (¥4, Xz -+ > X,;)) PIO
i=1,2,..,t2 @55 (X1e 15 X204 1s -+-» Xnr+1)) NN definovdna.
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V prvém piipad¥ je n-tice u pfijata automatem ¢, ale neni pfijata automatem 2%,
nebot ho pfevddi do stavu s, ktery nepatii mezi koncové stavy.

Ve druhém piipadg je tomu naopak, zfejmé u ¢ R(s#), ale u € R(%).

Ve tetim piipadg u ¢ R(s#), aviak pfevadi automat % postupng do stavil so, sy, ...
LSS, s, .., 8, piiCemZ s je koncovy stav a tedy u € R(%).

m—krét

Ukdzali jsme tedy, Ze skutedn& R(4) je doplikem R(«#) vidi viem n-ticim nad

abecedou X.

Tabulka 5.
T ! .
‘ tidy relaci (V) ; n ‘ c ‘
: ‘ | [
R(M,) ; ano ! ne ; ne ano ano
i R(N,) ano ne ' ne | ano ’ ano
[ RO, © ne | ne [ amo ? i ?
‘: R(G,) ne ; ne | ne | ne ne
R(E,) ano | ano i ano | ne | ne
| R(S,) ano : ano i ne ‘ ano ‘ ano
1 L \ x

Véta 8. Tiida R(S,) je uzaviena viti sjednoceni, priniku, sfetézeni a iteraci, neni
uzavfena vudi doplitku.

Dikaz. Automaty ze t¥idy S, lze chépat jako obydejné (1-pdskové) automaty,
jejich vstupni symboly jsou zakodovany jako n-tice symboli z abecedy 2. Uzavienost
viidi viem uvedenym operacim kromé doplitku vyplyvd tedy z uzavienosti reguldrnich
jazykt vidi témto operacim, nebot tyto operace zachovdvaji podminku, Ze n-tice
se sklddaji ze stejné dlouhych slov. Naproti tomu dopln&k tuto podminku nezachovd-
vé, a tedy vi¢i dopliiku neni t¥ida R(S,) uzaviena.

Vysledky v&t 5— 8 spolu s vysledky zndmymi z literatury ([4], [5], [6]) shrneme do
piehledné tabulky 5 (¢ — oznaduje doplngk).

(Doslo dne 22. listopadu 1966.)

LITERATURA

{1] Berge C.: Theorie des graphes et se¢s applications. Paris 1958.

2] Culik Karel: Some notes on finite state languages and events represented by finite automata
using labelled graphs. Casopis pro péstovani matematiky 86 (1961), 43—55.

131 Culik Karel, Havel Ivan: On multiple finite automata. (V tisku.)

4] Rabin M. O., Scott D.: Finite automata and their decision problems. IBM J. of Research and
Development 3 (1959), 115—125.

{51 Elgot C. C., Mezei J. E.: On finite relations defined by generalised automata. IBM J. of
Research and Development 9 (1965), 47— 68, .

[6] Ginsburg S.: Mathematical Machine Theory. Addison-Wesley, 1962.



SUMMARY

Relations Defined by n-tape Automata

KareL Curik 11

The paper deals with classes of relations defined by n-tape automata. Output-less
automata with a given set of terminal states are considered. An automaton decides
whether an arbitrary n-tape of words is accepted or not and so defines an n-ary rela-
tion. A class of automata D, introduced for n = 2 in [4] and [6] and its indetermin-
istic version N, is considered as well as classes E,, §,, M, introduced in [5] and newly
introduced classes G, and H,.

The class of relation defined by the above classes of automaton are investigated,
as well as the classes of relation defined modulo e by n-tape automata. The definition
medulo e for relation is analogous to that for languages in [3].

Inclusions of various classes of relation defined by classes of automata and their
closure under Boolean and Kleenean operations are examined. The results as to the
inclusions, equalities and noninclusions of the classes are presented in a diagram in
Fig. 5 and the results as to the closure of these classes are shown in table 5 together
with the results known from references [4], [5] and [6].
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