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Poznamka k pojmu problému a feSitelnosti

PaveL TicHY

Prostfedky teorie &4ste¢né rekursivnich funkci je ukdzdno, Ze pcjem feitelnosti problému
navr¥eny v [2] je neadekvétni.

S kazdou funkci f je spojen tzv. masovy problém. Jde o problém najit efektivni
postup, ktery aplikovdn na libovolny prvek x definiéniho oboru funkce f vede po
koneéném pottu kroki k identifikaci pfedmétu f(x). Je-li f matematickd funkce,
nazyva se kazdy takovy postup algoritmem. Ponévad? efektivni postup Ize aplikovat
jen na pfedméty koneéné povahy, lze se pfi studiu algoritmi omezit na funkce, jejichZ
definiéni obor i obor hodnot je n&jakou mnoZinou nezdpornych celych &isel. Pojem
algoritmu byl precizovdn v nékolika na sobé nezdvislych teoriich, v teorii ¢dstené
rekursivnich funkci, v teorii Turingovych stroji a v teorii normélnich algoritmi. Jak
zndmo, viechny tyto teorie jsou vzdjemné ekvivalentni; v tomto Cldnku se budeme
vyjadfovat v terminech prvni z téchto teorii, kde je pojem algoritmu ztotoZnén
s pojmem &dsteéné rekursivni funkce. Symboly Tj, U, =, (x), a {e} (x) maji
stejny vyznam jako v [1]. of je definiéni obor funkce f. Funkei f budeme nazjvat
restrikei funkcee g, jestlize 8f — dg a pro kazdé x e of plati, Ze f(x) = g(x). Oborem
hodnot viech individudlnich promé&nnych je mnoZina nezdpornych celych &isel.
MnoZina viech uspofddanych dvojic <x,f(x)) takovych, Ze x e df se zpravidla
nazyvd grafem funkce f. Misto uspotddanych dvojic &isel {x, y)> budeme pracovat
s &isly, kterd tyto dvojice efektivng representuji, totiZ s &isly 2° . 3°. Grafem funkce f
tedy nazyvdme mnoZinu {2%.3/®| x e of}.

Masovy problém, spojeny s funkci f je feSitelny, existuje-li efektivni postup, ktery
je aplikovatelny na kazdé &islo x z df a ktery, aplikovdn na libovolné takové &islo x
vede po kone&ném podtu krokt k hodnoté f(x) funkce f pro argument x. V terminech
&dstedn& rekursivnich funkei vystihuje tento pojem tato

Definice. Masovy problém, spojeny s funkci f je Fesitelny, je-li f restrikci n&jaké
Gdsteénd rekursivni funkce.
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P. Materna navrhl v [2] jiny pojem feSitelnosti. V jeho pojeti je masovy problém,
spojeny s funkci f, Feitelny, existuje-li efektivni postup, ktery aplikovdn na libovolny
prvek mnoziny df vede po kone¢ném poétu krokii k identifikaci jednoho z prvka
grafu funkce f, pficemZ pro kaZdy prvek u grafu funkce f existuje prvek x mnoZiny of
tak, Ze postup, aplikovdn na x vede k identifikaci u. V oboru nezdpornych celych
&isel precizuje tento pojem tato

Definice. Masovy problém, spojeny s funkci f je M-Feitelny, existuje-li Cdstetng
rekursivni funkce g takovd, Ze

(2 of = dg,
(b) g(of) = 2. 39 | xeof}.

Je hned vidét, Ze je-li masovy problém spojeny s funkci f Fegitelny, je i M-fesitelny.
Nebof je-li g &dstednd rekursivni funkee, jejiZ existence je poZzadovdna definici Yesi-
telnosti, je &dstedn& rekursivni funkce g(x) = 2°. 3¢* funkce, vyhovujici podminkdm
(a) a (b) z definice M-feSitelnosti.

Aviak z M-feSitelnosti funkce f nijak bezprostfedné neplyne jeji FeSitelnost.
Predpoklddejme, Ze g md vzhledem k f vlastnosti (a) a (b) a Ze mdme ddno néjaké
x € df. K identifikaci hodnoty f(x) sta&i najit takové y € &f, Ze (g(¥))o = x; diky (b)
takové y existuje a (g(y)); = f(x). Aviak v disledku toho, Ze nemusi nutn¥ existovat
efektivni procedura, kterd generuje mnoZinu df (&f nemusi byt rekursivng spocetnd)
neni piedem jasné, zda existuje efektivni postup, jak ke kazdému x € of najit y € of
takové, Ze (9(y))o = x.

Cilem tohoto &ldnku je ukdzat, 7e pojem M-fesitelnosti je slabsi neZ pojem fesi-
telnosti. K tomu je t¥eba definovat funkci f tak, Ze masovy problém spojeny s f je
M-fesitelny ale nikoli feSitelny. To vede k netrividlni {iloze z teorie rekursivnich
funkei, jejiz feSeni miZe byt zajimavé i bez vztahu k pfedchozi definici.

Véta. Existuje (¢dstecnd) funkce f a rekursivni funkce g takovd, Ze plati (a), (b)
a f pFitom neni restrikci Zddné ¢dstecné rekursivni funkce.
Dikaz. Ozname #(x, y, z) = 2°. 3. 5°. Definujeme:

o(n) = § 1 destize ()<, T3 (Wor (m)1: 7)) & Ulkpy<ins T1 (Wor (n)i 7)) = 0,
0 v opaéném piipadé .

Vzhledem k tomu, Ze T} resp. U je rekursivni predikdt resp. funkce a Ze oba operd-
tory jsou omezeny, je ¢ zfejm& rekursivni funkce. UkdZeme nyni, Ze (e) (k) (Ev) (z) .
[z 2 v oue k, 2)) = o(y(e, k, v))]- Skuteén. Predpoklddejme nejprve, Ze

* (Ey) Ti(e k, y) & U(uyTi(e k, y)) = 0

a necht Y je nejmensi y takové, e Tl(e, k, y). Pak podle definice funkce ¢ zfejmé
o(n(e, k,z)) = 1 pro viechna z > ¥ + 1. Nyni pfedpoklddejme, Ze (*) neplati.




Pak jsou dv& moznosti: 1) (y) = Ti(e, % Y) nebo ii) (Ey) Ti(e, k, y) & U(uyTi(e, k, y) >

> 0. V piipadg i) ziejmé (z) o(n(e; k, 2)) = z; v piipadé ii) necht Y je nejmensi y

takové, Ze Ti(e, k, y). Pak ziejmé @(n(e, k, z)) = 0 pro viechna z > Y + 1.
Polozme: n(e, k) = po[(z) [z = v = o(nle, k, 2)) = o(n(e, k, v))]]. ZFejmé:

1 jestlize (Ey) Ti(e, k, ) & U(uyTi(e, k, y)) = 0,
0 v opatném piipadé .

M) olile, k x(e, K)) = {

Definujme:
w(0) =0,

w(e + 1) = nle, wle), nle, w(e))) .
ProtoZe pro viechna x, y, z &islo n(x, v, z) je vét§i nez x, y, z, mdme:
© w(e) < w(e + 1) pro viechna e .

Definujeme dile:
A=(we)]ez 0},

370700 gestlize n =0,
g(n) = M1 29(m) v . o «
2.3 v opaéném piipadé .
Funkce g je zfejmé rekursivni.

Dokdzeme, Ze (K)ea (En)yea [(9(n)e = k]. Protoze A = {w(e)]e = 0}, sta¥i
ukdzat, Ze (e) (En) [ne A& (g(n))o = w(e)]. VezmEme tedy libovolné e a poloZme
n=wle + 1). Pak ne A a (g(n)o = ((ne + 1))y = (gl(e, w(e), e, w(e)))o =
= (27, 3°™)g = w(e).

MiZzeme tedy definovat funkci f tak, Ze 9f = 4 a pro kazdé ke 4

F(k) = (9(unaea[(g(n))o = k] -

K tomu, abychom dokdzali, Ze f a g vyhovuji podminkdm (a) a (b), budeme potfe-
bovat ndsledujici tvrzeni:

(3) pro viechna ny,ny e 4 (g("l))o = (Q("z))o i (g(nl))l = (9("2))1 .

Abychom dokdzali (3), oznatme nejprve e, resp. e, to jediné &islo e, Ze ny = w(e)
resp. n, = w(e). Mdme tedy n, = w(ey), ny = w(e),. Necht (9(n1))o = (g(n,))o-
Predpoklddejme nejprve, Ze ey, e, > 0. V disledku (2) je pak ziejm& ny, n, > 0.
Podle definice funkce w a g mdme: wle, — 1) = (w(e))); = (n1); = (g(ny))o =
= (9(n))o = (n2)1 = (w(ez)); = w(ex — 1). Odtud v disledku (2) plyne e, = e,,
tedy n; = ny, (g9(n,)); = (9(n,))1. Pfedpoklddejme nyni, Ze jedno z Cisel ey, e, je
rovno nule, napt. e; = 0 a e, > 0. Mdme n, > 0 a tedy w(e, — 1) = (w(ey)), =
= (12)y = (9(no = (9(1)lo = (G(w(e)Do = (G(O)o = O, 2 Eeho?. v disledku (2)
plyne e, = 1. Plati tedy (g(n,)); = (9(w(e))r = @O = @(w(1)) = (g(w(1))); =
= (g(w(ex)))1 = (g(ny));- Tvrzeni (3) je tedy dokdzdno.
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Dokdzeme nyni, Ze
4) g(4) = {2".37® | ke 4}.

Necht x € g(4). Podle definice funkce g pak zfejmé existuje n,, me A4 a v takové,
Ze x = g(ny) = 2" . 3" Necht n, = un,4[(g(n)), = m]. Podle definice funkce f
mdme f(m) = (g(ns)y; protoZe ny, n € A a (g(ny))y = (a(n2))os Plyne podie (3,
Ze v = (g(n,)); = (g(n,)), = f(m), tedy x e {2¢.3/® | k e 4}. Naopak, necht k € 4
ax = 2, 3 Necht n, = un,, [(a(W)o = K]. Pak f(K) = (@11, & = (9(1)os
ny € A, tedy g(n,) = 206¢2De 362Dt = 2k 37%) — x (4) je dokdzdno.

Koneéné dokdzeme, Ze

(5) pro #4dné e nent f restrikei funkee {e} (k) = U(uyTi(e, k, ¥)) .

Zvolme libovolné e. Je-li ¢ = 0, je f(0) definovéno, zatimco {e} (0) nikoli, nebot
0 neni Godelovym &islem Zddného systému rovnic. of = d{e} tedy nemize platit,
je-li e = 0. Necht tedy e > 0. UkdZeme, Ze bud funkce {e} neni definovdna na w(e)
nebo f(w(e)) # {e} (w(e)). Oznaéme k = w(e). Ukdzeme nejprve, Zc f(k) =
= (e, k, e, k). Necht N = un,..[(9(n))o = k]; pak f(k) = (9(N));- Mdme:
n(e, k, n(e, k)) € A a g(n(e, k, n(e, k)) = 2¢. 300kl Protoze N e A a (g(N)), =
— (g(i(e, k. x(e, K)o plyne pode (2) 2o £(K) = (9(N)), = ((n(e, k. n(e, K)): =
= o(n(e, k, m,(e, k))). Predpokladejme nejprve, ze (Ey) Ti(e, k, y). Pak {e} (k) je
definovdno a podle (1) {¢} (k) = U(uyTi(e, k, y)) + o(ule, k, n(e k))) = f(k) a f
tedy neni restrikci funkce {e}. Nyni pfedpoklidejme opak. Pak {e} (k) neni defino-
vdno, neplati tedy 8f = 8{e}, tedy ani v tomto piipadé neni f restrikci funkce {e}.

(Autor je zavazdn Doc. Dr. Jitimu Beévafovi, CSc., za nékolik kritickych pfipominek, které
ptispély k pfesnosti textu.)

(Dos3lo dne 31. bfezna 1966.)
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A Remark on the Concept of Problem and Solvability

PAVEL TICHY

In [2] the following definition of solvability (call it M-solvability) is suggested:
The mass problem connected with a function f is M-solvable if there exists a partial
recursive function g defined wherever f is defined and such that the sct {g(x) | J(x)
is defined} is the set of all ordered couples of the form <y, f(¥)). In the present paper
it is shown that the property of M-solvability is too weak since it does not secure
for f to be a restriction of a partial recursive function (even if g is total recursive).
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