KYBERNETIKA CiSLO {, ROCNIK 31967
K problému optiméalniho diskrétniho fizeni
linearni soustavy

Jikf ROZICKA

V ¢lanku je feSen problém syntézy optimalniho diskrétnibo fizeni linedrni spojité soustavy
pfi zobecnéném kvadratickém kritériu optimalnosti. Je ukdzdno, Ze za jistych standardnich pred-
pokladll o soustavé je optimalni fizeni realizovano linedrni zpétnou vazbou.

I. FORMULACE PROBLEMU

V teorii optimalnimu fizeni je vénovdna znaénd pozornost specidlnimu piipadu
s linedrni soustavou a s kvadratickym kritériem optimdlnosti. Pii feSeni problému
syntézy regulainiho obvodu se je§té obvykle pfedpoklddd, Ze zpétnd vazba je line-
arni, tj. Ze vstup do soustavy (viude v dal§im budeme pouZivat termin fizeni) vyho-
vuje urdité linedrni diferencidlni, ptip. diferenéni rovnici. Napf. v pracich [1], [2]
je fe§ena syntéza diskrétnich regulaénich obvodi s kritériem optimdlnosti

J, = [ A1) dt

ST

kde v je celé nezdporné &islo, T perioda vzorkovani, a e(r) je prabéh odchylky vystupu.
Pfitom ve zpétné vazbé predpokldddme linedrni korekéni ¢len (diskrémt).
Predpoklad o linearité zpétné vazby je z hlediska technického dobfe odiivodnén.
Z teoretického hlediska se viak naskytd otdzka, jakd bude zpétnd vazba pfi vynechdni
tohoto predpokladu. Piesngji, v daliim bude Felen ndsledujici problém:
Necht regulovana soustava je popsdna soustavou diferencidlnich rovnic ve vekto-
rovém vyjddfeni

(1) X(t) = Ax(t) + bu(r).

kde x(r) je n-rozmérny stavovy vektor, 4 je konstantni matice n x n, b je n-rozmérny
konstantni vektor a u(f) je ¥izeni (vstup do soustavy).
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Pfedpokldddme, Ze regulaéni obvod je diskrétni v dase, tj.
(2) u(t) = u(kT). kT<1<(k+1)T,
kde T > 0 je tzv. perioda vzorkovdni. Ddle, definujme funkci vektoru x vztahem*
(3) V(x) = (x, 0x),

kde Q@ je pozitivn& definitni matice. Mdme najit takové Fizeni u(r), aby libovolny
poditetni stav x(0) byl pFeveden do pocdtku stavového prostoru, a aby soudasné
kritérium optimdlnosti

4) J(xq, u(t)) = j V(x)ds,
vT
v celé nezdporné, nabyvalo své minimdlni hodnoty J?(xo).

Pro spojité systémy a v = 0 byl tento problém Fesen v [3] J. Kurzweilem. V tako-
vém piipadé nevystupuje pfedpoklad (2) a misto ného nastupuje pfedpoklad, Ze
funkce V je pozitivné definitni formou v proménnych u, x. Jak zndmo, kdyby V
neobsahovala u. nabyvalo by optimdlni fizeni v tomto pfipadé nekoneénych hodnot.
V [3] je odvozeno, 7e za jistych predpokladd o soustavé (1) je optimdlni Fizeni ddno
linedrni funkci stavového vektoru. Podobny vysledek plati i v diskrétnim pfipadé
(véta 3). Za n&kterych doplitujicich podminek na vystupni veli€inu soustavy je opti-
mélni zpétnd vazba popsdna linedrni diferenéni rovnici (véta 4).

Problém je FeSen tak, Ze je nejdfive transformovdn na isté diskrétni tvar a ddle je
fesen metodou dynamického programovini [4]. Transformovany tvar je zobecn&nim
ulohy, kterou fegil R. Kalman v [5].

2. RESENi PROBLEMU

Z teorie obyéejnych diferencidlnich rovnic je zndmo [6], Ze FeSeni rovnice (1)
pfi po&dte€nich podminkdch x(0) je tvaru

14
x(1) = ' x(0) + ( eI (&) dé .
Jo

Podle (2) odtud
5) x(KT + 1) = e x (kT) + fe’“' Opdé.ukT), 0<t<T.
’ 0

Polozme x(0) = x,. Vyraz (4) pro J(x,, u(t)) Ize piepsat na tvar

6) J (xq, u(t)) = i '[T(x(lcT + 1), Ox(kT + 7)) dt .

K=y

* Symbol (a, by znadi skalarni soudin vektorl a, b.



Integrand v pfedchozi rovnici je podle (5) a (3)

([e* x(kT) + (15‘“’ Db dEu(kT)}, Q.. =0

JO
a rovnost nastdvd pouze v piipadé
x

0) et x(kT) + J M Op A u(kT) = 0.

0

Nasim cilem je nyni ukdzat, Ze J(xo, 1) lze psdt jako sumu hodnot pozitivné defi-
nitni formy v proménnych x(kT), u(kT). To bude zicjmé, dokdZeme-li, Ze platnost
rovnice (7) v intervalu 0 < ¢ < T implikuje

X(kT) = u(kT) = 0.

Predpokldadejme tedy, Ze predchozi rovnice neni splnéna. Podle predpokladu plyne

z(7)

—x(kT) = J"e‘“b dé . u(kT),

0

tedy

e
J ¢ 4¢h d¢ = konst,
0

e h=0

a vektor b by se rovnal nule, nebot matice e *° je reguldrni. (6) je tedy pozitivné
definitni v proménnych x(kT), u(kT). Oznalme

(8) e' = F(xr), F(T)=F,

j A9 gE = (1), f(T) = f

0

a ddle pro jednoduchost x(kT) = x,, u(kT) = u,. Potom kritérium optimdlnosti
nabyvd tvaru

9) J(xg, u(t)) = i (%6 Pxg) + (o p) g + g,
k=v

n
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kde*

(10) = le’(r) QF()dr,
p :j F(1)[Q + Q] f(x) dr,
v = (@) or(e) de.

Viimneme-li si jesté toho, Ze s oznadenim (8) piejde rovnice (5) pro © = 0 na tvar
(1) Yipy = Fxp + fug,

mitzeme plvodni Glohu pfeformulovat takto:

Pro soustavu (11) najit takovou posloupnost u,, k = 0, 1,2, ..., aby pfi danych
po&étednich podminkdch x, byla minimdlni suma (9) hodnot pozitivné definitni
kvadratické formy

(12) (%, Px) + (x, p)u + yu?.

V této formulaci a pro v = 0 je problém piesnou analogii problému vy3etfovaného
J. Kurzweilem v [3].

V daldéim bude mit zna¢nou alohu tzv. podminka Fiditelnosti soustavy (1). Viim-
néme si nyni, jak se tato podminka transformuje pfi pFechodu k diskréinimu tvaru
(11), srov. [5].

Véta 1. Necht soustava (1) je Fiditelnd, tj. vektory
b, Ab, A*b, ..., A" 'b
Jjsou linedrné nezdvislé, a necht ddle pro T plati nerovnost

mn
—, k=1,..,n

13 T # -
(13 Im4,

kde 4, jsou vlastni ¢isla matice A, m je libovolné celé {islo. Potom také vektory

fFf Y, P f
jsou linedrné nezdvislé.
Diikaz. Pfedpoklddejme, Ze implikace neplati:

n—1
SuFf=0, 5 %0,
i=0

* A4’ zna&i matici transponovanou s A.



T n-t
eAr -9 g | Z neTh = 0.
0 i=0

Pouzitim Jordanovy formy matice 4 a nerovnosti (13) lze snadno ukdzat, Ze matice
{g e*(T=2 d¢ z pFedchozi rovnice je reguldrni. Musi tedy platit

n—1

(14) [T ne“1b=0. n+0.

i=0
V této rovnici vyjadiime matici e
matice (srov. napf. [7]), tj.

pomoci znamého defini¢niho vztahu pro funkei
e = p(4),

kde p(4) jsou polynomy stupné nejvyse n — 1. Existuji tedy konstanty 3,, i = 0, ...,
n — 1 tak, 7e

n=—1 n—1

Yot =Y 94"
i=0 i=0

Piitom 9; nejsou identicky pro vSechna i rovna nule. Jinak by totiz levd strana pfedcho-
zi rovnice musela byt rovna nulové matici, tj., opét podle definice funkce matice, vyraz
n—1
Y neT by se musel anulovat na spektru matice A. Podle (13) pro 4, # 4, také
i=0

n—=1

* atedy Y 7,6”T by musel mit n kofentt ¢*7 (poitajic v to pisl. ndsob-
i=0

AT g oM

nosti), coZ neni mozné.
Tedy, podle (14)
Y 9.4b =0, 3 %0.

To je spor s piedpokladem véty.
Pfistupme nyni k feSeni vlastni variaéni Glohy. Pfedpoklddejme nejdiive pfipad
y = 0. Ve shodé s metodou dynamického programovani [4], namisto abychom
minimalizovali pfimo vyraz (9), budeme fesit posloupnost jednodussich uloh na mini-
mum vyrazu
«
JoaXo ttgattyy oy it,) = Y [(%0 PXi) + (x40 P) 1ty + yui]
k=0

Oznatme
J2 Lxo) = min J,,(xg, Hos .. ty) -

Zfejmeé
. . 2
Joas1(Xo o o tlgi1) = (Xo, PXo) + (Xo P) tto + Vg + Jo (X (s s s gy r)
a minimalizaci obou stran pfedchozi rovnice podle u;

Jg,:+l(x0) = min [(xq, PXq) + (X0, P) iy + yug + Jg‘z(xl)] .

|
p¥)



74

Odtud pomoci (11) dostdvdme tyto zdkladni rekurentni formule:
(15) Joaei(x) = min [(x, Px) + (x, p)u + yu® + J§ (Fx + fu)],
J3 o(x) = min [(x, Px) + (x, p)u + yu?].
Zde a v daliim pokldddme pro jednoduchost x, = x, uy = u. Necht zpodtku
o = 0. Z (15) plyne
;1_4 [(x. Px) + (x, p)u + yu*] = 0,
U= — Qz’yl)é(lllo, x).
Odtud zpétnym dosazenim do (15)
Jo.o(x) = (x, Px) + 4y (x, p)* & (x, RoX),, R, pozitivné definitni .
Predpoklddejme ddle, Ze
(16) Jo.(x) = (x, Rx). R, pozitivn& definitni .
Dosazenim do (15)

Joaei(x) = min [(x, Px) + (x, p) u + yu® + ([Fx + fu]. R[Fx + fu)].
Derivovédnim a tpravou ziskdme pro u

1 p+ F[R, + R]f)
2 7+ (£, R.S)

U =

= (x, ,)

a zpétnym dosazenim do (15)

I ar1(x) = (x, Px) + (x, p) (x, ¥,) +
+ 9%, )+ ([Fx + f(x )] R[Fx + f(x, ¥)])

tj. podle (15) a této rovnice existuje pozitivné definitni matice R, , tak, Ze
Jo.ars(x) = (X, R,41%) -

Tedy (16) plati pro kaZdé «. Daliim krokem je nyni ziejmé vySetfeni matic R; pro
i— 0.

Véta 2. Nechi pro soustavu (11) plati podminka Fiditelnosti

hod [f, Ff, F¥f, ..., F" Yf]=n.




Potom posloupnost matic R; konverguje pro i — oo k pozitivné definitni matici R. s
Diikaz konvergence, podobné jako v [5], je disledkem ndsledujicich dvou nerov-
nosti, platnych pro viechna x; i = 0,1,2,...:

(17) (%o Rip(x) = (x, Rix) :
existuje matice R tak, 7e
(18) (x, Rix) < (x, Ry).
(17) vyplyva snadno ze vztahu
Jouiv1(% Ugs oo thigg) = Jo {xsttgy oo tty) + Jo o Xigrs ii41) .
Pro dikaz (18) pouZijeme rovnici (11) (n — 1)krdt samu na sebe:
x; = Fxo + fuy,

x; = F2xy + Ffuy + fu, .

(19) X, = F'xq + F" iy + .o+ fu,_y .

Podle pfedpokladu, vektory F'f, i =0,1,...,n — |, ptedstavuji bazi stavového
prostoru, a tedy existuji u, = #@,, i = 0, 1, ... tak, Ze pravd strana (19), tj. x,, je
rovna nule. Jak zndmo, lze @; vyjddFit ve tvaru

(20) i, =(c, X0y, i=0,...n—1,
kde ¢; jsou jednoznacné uréené vektory. PoloZme
{21) @; =0, i=nn+1. ..

a ddle opét x, = x. (19), (20), (21) ddvaji

It

k—i
xy=Fx+YFP i, =tx, k=0,...n—1,
i=Q

xe=0, k=nn+1,...

Hodnota kritéria optimdlnosti je tedy podle (9)

n—1
Jolx, g, .--) = 3 [(Pix, POx) + (P4, p) (e X) + Wi ¥)7] = (x, Rx) < 0,
k=0 B
kde R je ziejmé pozitivné definitni matice. Predchozi vyraz nemize byt mensi nez
J3(x), coZ ve spojeni se (17) dokazuje (18).
Podle (17), (18) konverguje (x, R;x) stejnomérn& na kazdé kompaktni mnoZing
stavového prostoru, a tedy R; — R, R je pozitivng definitni.
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Polozme J{ ,(x) = (x, Rx). Ziejm& J§ ,(x) < JY(x), nebot v opadném pFipad by
existovalo x tak, Ze J§ (x) > J(x). Tedy

J3) = J3)
a rovnice (15) pro » = o nabyvd tvar

Jo(x) = min [(x, Px) + (x. p)u + yu* + JYFx + fu)].
Postupem stejnym jako dfive
(22) wo - et FR+ R X, ).

2 v+ (LR
Doposud jsme stdle uvazovali ptipad, kdy ve vyrazu (4) je v = 0. Pfedpoklddejme

nyni v = 1. Zfejme

JU(x) = min JYFx + fu) = min (Fx + fu, R[Fx + ful).
Odtud opét
_FR+RYf

U:(,\’.,Q?l)’ P = (f‘ RI)

Zpétnym dosazenim
JUx) = ([F + foir ] 5, R[F + foi]x) = (x,S;x) 2 0.
Pro v > | ddvd dplnd indukce

J8 (%) = min JUFx + fu) - (x, Sy, X),

u

(23) W= (5 pn).
0oy = — F'(S, + S)FUAH S

(23) pfedstavuje skuteGng minimum, protoZe jde o extrém nezdporné kvadratické
formy.
Shriime, co bylo dosud odvozeno.

Véta 3. Predpoklddejme, Ze soustava (1) je Fiditelnd, tj. b, Ab, ..., A" 'b jsou
linedrné nezavislé, a e je splnéna nerovnost (13). Necht kritériem optimdlnosti je

Sunkciondl (4):

™ (x(0), @x(1)) d

J.

Necht ddle u(t) je diskrétni v case, 1j. spliuje vlastnost (2). Pak optimdlni Fizeni
md tvar

(24) u(kT) = (8, x(kT)),



kde § je néjaky konstantni vektor; neboli, optimdlni Fizeni je linedrni funkci stavo- 7
vého vektoru.

Casto je vyhodnéjsi vyjadfit linearitu zpétné vazby diskrétniho obvodu formou
linedrni diferengni rovnice mezi vystupni veliinou soustavy (byvd ji napf. n&kterd
slozka stavového vektoru) a Fizenim. To je také forma b&znd v teorii diskrétnich
systémit, nebot se hodi pro pfimou aplikaci transformace Z (srov. [2]).

Véta 4. Necht vpstupni velicina soustavy (1) je popsina rovnici
(25) y={(c,x),
kde ¢ je konstantni vektor. Pfedpoklddejme, %e vektory
(26) e, Ale, ... AT e
fsou linedrné nezdvislé, a Ze je splnéna nerovnost (13). Predpokiddejme ddle, Ze
Fizeni lze vyjddFit ve twaru (24). Potom lze toto Fizeni také vyjddFit v zdvislosti na

vystupu soustavy linedrni diferencéni rovnici

(27) bouy + bty + .o+ byt =

= doyk t Ay t oo F dao Vit s

kde a;, by jsou konstanty, u; resp. y; zna&i u(jT) resp. y(jT).
Ditkaz. Podobnég, jako byla odvozena rovnice (19), ziskdme rovnici

xp= Flx i+ FFlfu 4+ 0+ fuy .

Vyndsobme obg strany skaldrné vektorem F’~Jc. Po apravé s pouZitim (25) a s ozna-~
genim y, = W(iT)

i=j
(F'e,x) =y + Y (Fie.f) Ug—jti-t-
i1

Definujme vektory v; takto

(28) v, =F e, j=0,..n— 1.
Potom

i=j
(29) (ENED +_Z‘ Wi )ty jaimi -

Vektory (28) jsou linedrn& nezdvislé; v opatném piipadé totiz existuji konstanty
n; % 0 tak, Ze

n=1
YnF e =0.
i=0



Uvdzime-li vztahy (podobné jako v ditkazu véty 1)
Frim T < g4,

kde stupei polynomu g,() neni v&t3i nez » — 1, existuji tedy konstanty 9, tak, Ze

n-—1
¥ 9,4%c = 0.
i=0

n—1

Dile 9; % 0 nebot vyraz y. ne” """ se nemaze anulovat na spektru matice A’, uvazi-
i=0

me-li (13). To je spor s (26).

Vektory v;,j = 0,1, ..., n — 1 tedy pFedstavuji bazi stavového prostoru. Oznaé¢me
symbolem v} vektory sdruzené baze:

DTUJ« = (5,—1- .
Potom pro x, plati
n=1

Xe =y U?(Dj’ x)
=0
a podle (29)

n—1 n=1 n—v—

t
Xy = z U?J"k—j + 2[ z UTH(DJH».{)] -y e
i=0 v=1 i=90

Dosazenim do (24) a upravou obdrzime (27).

Vlastnost (26) je algebraickym vyjddfenim tzv. ,,pozorovatelnosti soustavy
v nafem specidlnim pfipadé (angl. ,observability®, rusky ,Habmoymaemocts).
Obecné tato vlastnost znaci, Ze stav soustavy lze urcit pozorovanim vystupni veli¢iny
na koneéném &asovém intervalu, za pfedpokladu nulového Fizeni.

Z technického hlediska je ngkdy vyhodngjii vyjddfit podminky fiditelnosti a pozo-
rovatelnosti v terminech Laplaceovy transformace. Lze na ptiklad dokdzat, Ze sou-
stava n-tého fadu, s pfenosem

S(p) = Gu=1P"" ' 4 dyap" P+ g
P T BTN kT

ry 0

je Tiditelnd a pozorovateind tehdy a jen tehdy, kdyZ Citatel a jmenovatel pienosu
nemaji spole¢ny kofenovy &initel (srov. [8]).

(Doslo dne 18. kvétna 1966.)
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SUMMARY

On Optimum Discrete-Time Control Problem

Jikf RUZICKA

This paper is concerned with the synthesis problem of optimum discrete-time
control of linear, time-invariant, single input, single-output differential system (1),
(25) (standard vector-matrix notation is used). The performance index is supposed
to be of the form (4), where V(x) is positive definite. It is shown that if the system is
completely controllable and observable, then the optimum control is determined
by means of linear sampled-data feedback.

Ing. Jiri Rizicka, Ustav teorie informace a automatizace CSAY, Vyiehradskda 49, Praha 2.
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