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Numerické feSeni Wienerovy-Hopfovy
rovnice pfi statistické identifikaci linearni
dynamické soustavy

ANNA FoRToVA, Jiki KRYZE, VACLAV PETERKA

Clanek se zabyva urenim neznidmé vahové funkce linedrni dynamické soustavy, je-li zndma
autokorelaéni funkce ndhodného vstupniho signdlu a vzdjemné korelaéni funkce vystupniho
a vstupniho signdlu soustavy. Pfedpokladd se, Ze korelani funkce jsou zadiny grafem nebo
tabulkou. Odvozuje se metoda feseni této tilohy zaloZend na oboustranné transformaci Z.

1. UvOD

Myslenka pouZzitf metod statistické dynamiky pro experimentéini vy3etfovani dynamickych
vlastnosti linedrnich soustav neni nikterak novad. Teoreticky byla v literatufe jiZ mnohokréte
diskutovdna (viz nap¥. [1] aZ [13] a objevila se i nevelk4 fada praci, které se snaZf o jeji praktické
vyuziti [1, 2, 4 az 81.

PrestoZe se teoreticky jevi jako velmi slibnd, praktické vysledky zatim dosaZené nejsou piilig
uspokojivé a metoda nenalezla dosud Sirokého praktického uplatnéni. PFi¢iny téchto dosavad-
nich neuspéchl jsou v podstaté dvojiho druhu. Jsou to jednak obtiZe realizalni a jednak nékteré
nedofesené teoretické otazky.

Statisticky pfistup k otdzce experimentalni identifikace dynamické soustavy pfinasi podstatné
vyhody pifedeviim v takovych pfipadech, kdy soustava podléhd plisobeni neméfitelnych nahod-
nych poruch, které znehodnocuji méfeni jednordzova. Vliv takovychto poruch je mozno elimi-
novat pouze dlouhodobym pozorovanim soustavy a statistickym vyhodnocenim naméfenych
vstupnich a vystupnich signali. Korela¢ni analyza, na které se dosavadni statistickd identifikace
zpravidla zaklada, je statistickou metodou limitni, tj. ddva teoreticky pfesné vysledky aZ po ne-
koneéné dobé pozorovani. Pii praktické aplikaci této metody je oviem tieba omezit se na Easové
intervaly kone&né. Teoretické rozbory ukazuji, Ze pro dosaZeni spolehlivych vysledkil je Zasto
tieba statisticky zpracovat desitky a? stovky tisici hodnot naméfenych vstupnich a vystupnich
signall. Zpracovani takového mnozstvi hodnot neni myslitelné bez pouZiti matematickych stroji
a automatizace celého vypoétu véetn& zavadéni zpracovavanych dat do stroje. Vypolty, které
piichazeji pro dany el v ivahu, maji svij specificky charakter. Vyznacuji se pomérné jednodu-
chym algoritmem a mimofadnymi naroky na paméf a rychlost stroje, ma-li byt vysledku dosa-
Zeno v rozumné kratké dobé. Béziné universilni islicové poditale témto ndrokim plné nevyho-
vuji a jevi se proto tidelné konstruovat stroj specidlni. Z téchto divodd byl v UTIA CSAV vyvinut
Sestikandlovy magnetofonovy universlni statisticky analyzator MUSA 6 a byl tak vytvoien
dulezity ptedpoklad pro $ir3i uplatnéni statistickych metod u nas.

Vedle popsanych obtizi realizanich vyskytuji se pfi identifikaci soustav statistickymi metodami
nékteré obtiZe teoretického razu. Jednou z nejvaZnéjiich piekdZek tohoto druhu je v soucasné
dobé ta skute&nost, Ze nebyla dosud vypracovana spolehlivd metoda numerického feSeni integraini
rovnice, kterd vaze hledanou véhovou funkci (impulsni charakteristiku) linedrni soustavy se
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vzajemnou korelaéni funkci vstupniho a vystupniho signalu a autokorelaéni funkci vstupniho
signalu. Utelem predkladané prace je vypinéni této mezery.

ProtoZe se v literatufe objevily kolem zmin&né integralni rovnice nékteré nejasnosti princi-
pidlniho charakteru, odvodime ji nejprve a ukazeme, Ze se jedna o rovnici Wienerovu - Hopfovu.

2. STATISTICKY ODHAD NEZNAME VAHOVE FUNKCE
LINEARNI DYNAMICKE SOUSTAVY

Uvazujme linedrni dynamickou soustavu podle obr. 1, jejimZ vstupnim signdlem y
je spojity staciondrni nahodny proces. Vedle tohoto vstupniho signdlu plsobi na

ui(t)
) x(1)

Obr. 1. )

uvaZovanou soustavu jedna nebo vice ndhodnych poruch u; (i =1,2, ...),fkteréjsou
rovnéZ staciondrni s nulovou stfedni hodnotou, jsou viak neméfitelné. Jedinymi
informacemi o vySctfované soustavé, které mdme k dispozici, jsou zméfené prabéhy
vstupniho a vystupniho signdlu j(¢) a %(¢). Chyba, ktera pfi kazdém m&feni vznikd,

X1y

Obr. 2.

je ve schématu na obr. 1 respektovdna veliinami #(z) a &(#), o kterych pfedpokldddme,
Ze jsou rovndZ ndhodné staciondrni s nulovou stfedni hodnotou. Podle principu
superpozice platného pro linedrni soustavy mizeme viechny poruchy u () redukovat
na vystup soustavy a spoletng s chybou &(r) je uvaZovat jako jedinou poruchu o(f)
(obr. 2). O poruse v(t) vime, Ze je rovnéZ staciondrni s nulovou sttedni hodnotou, dalsi
jeji statistické charakteristiky vSak nezndme.

VySettované soustavé s vahovou funkei g(t) pfifadime matematicky model s védho-
vou funkei h(f), kterou uréime tak, aby byla odhadem pro nezndmou vdhovou funkei

9(®).



Odezva modelu i odezva soustavy na tentyZz vstupni signdl maji tedy byt stejné, 333
neplsobi-li poruchy u,. V praxi oviem nemdme k dispozici ani pribgh y(r) ani x(f)
a tak musime pracovat s naméfenymi signdly j(r) a X(f) zatizenymi chybou. UkdZeme
si, Ze i z t&hto signdlll je moZno dostat vyhovujici odhad, vyjdeme-li z poZadavku,
aby stfedni kvadratickd odchylka mezi namé&fenym vystupem soustavy X(t) a naméfe-
nym vystupem modelu m(t) (obr. 3) byla minimalni:

. 1 +T 1 T
tim — e (t)dt = lim - (1) — m(£)]?* dt = min .
Tow 2T | _p ® Tow ZTj;T[ g 0]

Nejprve si vyjadfeme [*Te%(f) dt jako funkciondl vahové funkee h(t):

(t) = (1) — m(t),

Obr. 3.

T '_/1(1_)1 m(ry
1

mt) = Jm h(z) 5(t — 7)dz

-0

a tedy

1) Ji (1) dt = JT 2 (tyde — zrrg(,) j'ojmh(t,)ﬁ(t — ) dt, dt +

-T

+ '[:U:h(tl) y(t — tl)dtl:l Ufmh(tz) Pt — 1) dtz:| dr.

Zavedeme-li do (1) korelagni funkce definované vztahem

I

Ro7) = a(t) b(t + 7) = ilf; il}ﬂra(t) b(t + 1)dt =

I

T
=750 = lim iJ‘ aft — <) b{i) dt
Tow 2T -7
a ddle symbol

fim L Jﬁ (1) dt = €41,

Taw 2T -T
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médme po provedeni limity a po tipravé

@ 70 = Resl0) - 2 f " b)) Ryslty) dy +

o 00
+ f Iz(tl)j H{t3) Ry, — 1) dt, d,
—a -

Vahovou funkei, minimalizujici az(t), budeme nyni hledat pomoci variacniho
poétu. Je-li kg, hledanym feSenim, pak pro funkci

(3 B(t) = hope(f) + A hy(1),

(kde h,(t) je libovoln4 realizovatelnd vahovd funkce a 4 koeficient, nabyvajici riznych
hodnot) must pfi 4 = 0 vzdy &%) nabyt v&ti hodnoty ne# pro 4 = 0. Dosazenim (3)
do (2) se stdvd (2) funkci argumentu A a nabyvd své minimdlni hodnoty pro 2 = 0.
Derivujeme-li tedy (2) podle 2 a derivaci poloZime rovnou 0, dostdvdime podminku,
z niZ lze vypocitat hledanou funkci hom(t):

(@) F%Ql:o: -2 j :ﬂhl(tl) Rys(t,)ldt, +

+ Zf hl(tl)j hopt2) Ryglty — t,) di,dty =

=2 f%:hx(fl)[j:hm(tz) Rysty — 1) — R;;(tl)] dt,dr, 0.

Zde h,(t) je libovolnd realizovatelnd vdhovd funkee, tj. h,(z) musi byt pro zdporné
Casy nulovd. Kdybychom nerespektovali podminku

hy(t)=0 pro t<0,

piipoustéli bychom i takovy matematicky model soustavy, jehoZ odezva na dany
vstupni signdl se objevi dfive neZ tento signdl sdém a to je fyzikdln€ nesmysing.

Vztah (4) je tedy pro zdporné €asy anulovén funkef h,(f), af je hodnota v hranaté
zdvorce jakdkoliv. Pro kladné Zasy je moZno (4) splnit jedingm zpiisobem; musi
totiZ platit

o
) f h(ts) Rog(t = 1) dty — Rygft) = 0
-0
prot = 0.
Integralni rovnice (5) je, jak zndmo, rovnici Wienerovou - Hopfovou.
Skutegnost, Ze stadi, aby integrdlni rovnice (5) pro nezndmou k() byla pii identi-
fikaci splnéna pouze pro t = 0, neni v literatufe o identifikaci zpravidla uvddéna,



ackoliv prdvé toto jeji omezeni umoZiiuje zajistit podminku realizovatelnosti hledané
funkce h(?).

Zbyva zjistit, jaké podminky musi spliovat rusivé signdly o(r) a n(r), md-li se h(f)
vypodtend na zdkladg rovnice (5) co nejvice bliZit ke g(1).

Podle obr. 2 plati

X(9) = (9) + v(9).

) = f R GECEATAS f fwg(tz) wO - 1) dey,
(6) 9+ 1) = (w g(t2) 59 + £ — t,)dt, —

- f wg(tz) S+t —1)de, +o(9 +1).

—o

Vyndsobime-li ob& strany rovnice (6) 1/2T. §(9), integrujeme podle 8 v mezich
{—T, T) alimitujeme pro T — oo, mdme po zavedeni pfislu§nych symbolt korelaé-
nich funkei

™ Ryslt) = Jng(:z) Ryt — 1) diy —

+ o0
—f g(1;) Ryt — 1) dts + Ry 1)

-
a po dosazeni Ry; ze (7) do (5)

®) j Ryt~ 1) [H0s) — g(ta)] s +

+
+j g(t:) Ryt — 1) dt, — Ry,(1) = 0.

Rovnice (8) vyjadiuje vliv poruchovych signdll v obecné formg.
Ve zvldstnim pfipadg@ pro
) + o0
j g(t2) Ryt — 1) dt; — Ry,(1) - 0

bude se i h(r) blizit ke g(2).
Jsou-li jak vstupni signdl y, tak chyba #n, vznikajici pfi jeho méfeni, jakoZ i rusivd
slozka v vystupniho signdlu viechny vzdjemné nekorelovang, tj. plati-li

0 Ry(t) = Ry(1) = thv(t) =0,

335
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Ize rovnici (8) prepsat na

(10 f i me(t — 1) [h(t,) — 9(t)] d; +

@

+ o0
+I Rt — 1) g(tz) dt; = 0,

protoZe plati
(11) Ri’n(’) = Ryn(t) + Rﬂ’l(t) >
(12) Riv(t) = Ryv(t) + Rmr(t) .

Z rovnice (10) by bylo mozno udit rozdil h(t) — g(¢) ze zndmé autokoreladni funkce
R,,(t) chyb m&feni signdlu y exaktng. V praxi byvd zpravidla 1 daleko mensi nez
méfend veli¢ina y. Plati proto

R(0) < Rys0)

Napt. je-li hladina chyb niZe nez 1/10 m&feného signalu, bude R,,(0) mensi nez 1/100

R;4(0).
Kdyby funkee R,,(1) a Ry;(t) mely shodny tvar, tj. kdyby platilo

Ryft) _ Rl
*3) Rof0) ~ Rof0)’

bylo by FeSeni rovaice (10)

(14) oft) — i) = %y% o(1).

Ndhodné chyby mé&feni 5 v blizkych Sasovych okamzicich byvaji tém&F nezdvislé, coZ
plati zejména pro vzorkovaci metody méfeni. Tato skuteCnost se obrd#i na rychlém
poklesu autokorelaéni funkce R,,,,(l), jeZ ubyvd zpravidla daleko rychleji neZ funkce
R;5(2). Rozdil |g(t) — h(£)| vychdzi proto z rovnice (10) je§td podstatné mensi nez
podle vztahu (14) a pro praktické GZely lze tedy klast h(f) = g().

3. DOSAVADNI ZPUSOBY NUMERICKEHO RESENI ROVNICE '(5)

Diive neZ pfistoupime k odvozeni nové metody numerického feSeni Wienerovy -
Hopfovy rovnice (5), naznadime dosavadni pfistup k tomuto problému a ukdZeme
jeho nedostatky.

Integrélni rovnice typu (5) se numericky fesi zpravidla tak, Ze se integrdl priblizng
vyjddii jako soudet diskrétnich hodnot integrandu a uloha se tak pfevede na feseni
soustavy linedrnich algebraickych rovnic.
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(15) Rys(kT) = ¢,
ho(kT) = by, k>0,

1h(0) = ko ,

TR(kT) = a; »

piejde integrdlni rovnice (5) na algebraicky vztah
(16) G~ ha;=0, k=0.
i=0

RozepiSeme-li tento vztah pro riiznd k = 0, dostaneme systém linedrnich algebraic-
kych rovnic pro diskrétni hodnoty hledané vdhové funkce h;. Teoreticky bychom
pottebovali nekone&né rovnic pro nekonetn& mnoho nezndmych h; (i =012, )
ProtoZe v8ak pro dostateéné velké N je u stabilni soustavy h; = O pfii > N, vystadime
s koneénym poétem rovnic, odhadneme-li sprdvng N. V maticovém zdpisu je

(1) [c] - [a] [1] = 0,

kde

Teo ho'|
€1 hy

(19) [=|e|. 0=k
cx _).1N

a matice [a] je symetrickd, jelikoZ a; = a_,, a mé stejné prvky na rovnobzkdch
s hlavni diagondlou:

(19) aga; a, ...ay
aja, day ...4y-,
[a] =19201 do .- An-2is

aNA-N1dN-2 .- Qo

Soustava rovnic (17) se pak fesi béznymi metodami bud finitnimi (neni-li f4d matice
[a] prili§ vysoky) nebo iteradnimi.

Popsany postup md ndsledujict nevyhody: Ma-li byt ndhrada integralu v rovnici (5)
souftem diskrétnich hodnot integrandu vyhovujici, je tfeba volit interval T dosta-
ten& maly. PE malém T vSak velmi nartstd ¥dd matice [a] a mimo to se prvky v sou-
sednich Fddcich jen mélo 1i3i, matice se stdvd $patn& podmindnou.

Pouziti finitnich metod pro feSeni soustavy algebraickych rovnic v takovém pfi-
padg nardZi na zndmé potiZe s odeCitdnim velkych &isel sobé blizkych a iteraéni me-



tody konverguji $patné a zhusta* nekonverguji viibec. Zvolime-li velky interval T,
abychom se témto obtiZim vyhnuli, bude zase ndhrada integrdlu v rovnici (5) méng
dobrd. Volba vhodného kompromisu je zdleZitost nesnadnd a vysledek vypoltu je
zpravidla nejisty.

V nésledujicim odstavci odvodime metodu, kterd se z tohoto hlediska jevi vyhod-
néjsi.

4. NUMERICKE RESENI WIENEROVY - HOPFOVY ROVNICE
POMOCI OBOUSTRANNE TRANSFORMACE Z

Oboustrannd transformace, kterou budeme ddle pouZivat, je funkciondlni trans-
formace posloupnosti a definujeme ji vztahem**

(20) R = 2Uf) = 3 St

kde f; jsou jednotlivé &leny zobrazené posloupnosti {f} a funkce F(z) komplexni
prom&nné z je jejim z-obrazem. Posloupnost {f,} je zobrazitelnd, jestlize v roving z
existuje mezikruzi r < |z| < R, ve kterém Yada (20) konverguje. Obrdceng: pro dany
obraz F(z) Ize fadu (20) chépat jako jeho rozvoj v Laurentovu fadu ve zmingném
mezikruZi se stfedem s = 0. Této okolnosti pouZijeme pfi zp&tné transformaci, tj.
pii uréeni koeficientu f, k dané funkei F(z).

PE numerickém FeSeni Wienerovy - Hopfovy integrdlni rovnice (5) vyjdéme op&t
z jeji diskrétni ndhrady (16) :

21) =Y ha_; =0, k20
i=0

a predpoklddejme, Ze integradni krok T byl zvolen dostateéné maly, aby tato ndhrada
byla vyhovujici. Aby bylo moZno na rovnici (21) aplikovat oboustrannou transfor-
maci Z, je tfeba ji upravit tak, aby platila pro viechna k, tedy i k& < 0. Toho docilime
snadno tim, Ze misto nuly na pravé stran€ budeme dosazovat Eleny posloupnosti
{d}, kterd spliiuje podminku

(22) d,=0 pro k=0.

Cleny této posloupnosti pro k < 0 ponechme zatim neuréeny. Touto Upravou
piejde vztah (21) do tvaru

(23) o — 2 hage;=d.

* Byla-li autokoreladni funkce stanovena s ur€itou chybou, kterou nelze nikdy vylougit.

** Jednostrannd transformace Z, tj. transformace posloupnosti hodnot f; pouze pro k = 0,
byva obvykle definovana v zdpornych mocnindch z~¥. My se zde piidr#ime definice oboustranné
transformace Z (20) v kladngch mocninach z* pro k> 0, protoZe nam to umoini pievzit beze
zmény teorii Laurentovych iad, ktera je bohat€ propracovana.



Interval seditdni podle indexu i jsme rovnéz rozsifili i na zdporné hodnoty tohoto 339
indexu a podminku realizovatelnosti

(24) h;=0 pro i<0
budeme respektovat na jiném misté.
_k

Vyndsobme nyni vztah (23), platny pro kazdé k, mocninou z* a seitdme takto
vzniklé rovnice pro vSechna kladnd i zapornd k

(25) Z ozt — » 2 N b = Z diz* .
k== k-

k== i==ow ©

Prvy ¢len na levé stran¢ a pravd strana rovnice jsou zfejmé Z-obrazy posloupnosti

{a) a {d}
(26) Y e = C(z),

27 Y diZ* = D(z).

Zbyvajici prostfedni élen rovnice (25) upravime zménou pofadi ve s¢itdni a sub-
stituci kK — i = j ndsledovné:

(28) 3ok Z higy = b Y a,c_,rz"=_ Yohat Y ez =

k=—w i= i=—w k=-ow i=—o j=-w
= H(z) A7),

kde H(z) je oboustranny Z-obraz hledané posloupnosti hodnot védhové funkce {h;}
a podobné A(z) je obraz posloupnosti hodnot autokoreladni funkce vstupniho
signdlu {a;}.

Predpoklddejme, e fady ve vztazich (26), (27) a (28) konverguji pro |z] = 1,
tj. Ze jednotkovd kruZnice patfi do mezikruZi jejich konvergence. Korelaéni funkce
a vdhové funkce stabilnich soustav, které pfichdzeji v naSem pfipadé v ivahu, tento
pfedpoklad spliiuji.

Dosazenim (26), (27) a (28) do (25) dostdvdme

(29) C(z) — H(2) A(z) = D(2)
a odtud vypolteme

(30) H(z) = M.
A(2)
Nyni je tfeba provést zpétnou transformaci obrazu H(z), tj. rozvinout jej v Lauren-
tovu Fadu pro okoli jednotkové kruZnice

(31) H(z) = % Izt

i=—o0



340

Pfitom musime zajistit podminku realizovatelnosti h, = 0 pro k < 0. Hlavni &dst
Laurentovy fady (31) musi byt tedy rovna nule, coZ znamend, Z¢ funkce H(z) musi
byt uvniti jednotkové kruZnice reguldrni. Plyne to i z obecného vyrazu pro koefi-
cienty Laurentovy fady

1 dz
H(Z)F’

ktery bude roven nule pro k < 0, bude-li H(z) reguldrni v oblasti ohrani¢ené integra¢ni
cestou.

UkdZeme, jakym zpiisobem je moZno tuto podminku regularity zajistit. V praktic-
kych pfipadech bude mit Laurentova fada obrazu A(z) vZdy pouze konetny polet
Elent

(33) A(z) =k:iNa,‘zk .

(32) hy = —
21 Jiap=1

Vyplyvd to ze skutelnosti, 7e autokorelaéni funkce Ry;\t) ziskand vyhodnocenim
zméfeného pribshu ndhodného neperiodického vstupniho signdlu j(r), klesd k nule
pro dostatetné velké T a hodnoty a, = T Ry{kT) budou pro k > N nulové, nebo
budou tak malé, Ze nebudou ani zjistitelné.

Autokoreladni funkce Ry(t) je vidy funkei sudou Ryyc) = Ry(—7) a z toho
vyplyvd i symetrie koeficientt @, = a_,. V disledku této symetrie bude mit obraz
A(z) (33) N pdrii nulovych bodi navzdjem reciprokych, tj. bude mit N nulovych
bodd z, (v = 1,2, ..., N) vn& jednotkové kruznice a zdroveil N nulovych bodi 1/z,
uvnitf jednotkové kruZnice. Nulové body obrazu A(z) jsou podle (30) zdroveti poly
obrazu H(z). Ke splnéni podminky realizovatelnosti (regularity H(z) uvnitf jednot-
kové kruZnice) je tfeba viechny nulové body 4(z) uvnitf jednotkové kruZnice odstra-
nit. Za timto i¢elem rozloZime obraz A(z) na soudin dvou vyrazd

(34 A(z) = A*(2) . A™(2),

kde 4*(z) je plynom v kladnych mocnindch z a md viechny kofeny vné jednotkové
kruZnice,

(35) A*(z) = ag + gz + 0p22 + .+ ay2" = achf[Ii(z - z,),
[zl <1, -
a A™(z) je polynom v zdpornych mocnindch z s tymiz koeficienty
(36) AT (z) =0 + o271 + w2 P gz = ac,\vl_[N(271 - z,),
v=1
a md tedy viechny nulové body v roving z uvnitf jednotkové kruznice.*

* Neni bez zajimavosti poukazat na fyzikalni interpretaci rozkladu autokorela¢ni funkce (34).
Podle (34) je A(z) autokorelaéni funkci &asového priibéhu, jeho? obrazje polynom 4 (z). Sum,



PouZijeme-li rozkladu (34), miZeme vyrazy (30) pro obrazy hledané vahové funkce
H(z) psdt ve tvaru

= B(Z,
&) ) = 7L
kde
(38) B(z) = MZ)

A7(2)

Je ziejmé, Ze funkce H(z) bude uvnit jednotkové kruZnice reguldrni, bude-li tam
reguldrni B(z). Laurentovu fadu pro B(z) mézeme rozd€lit na &st hlavni a normélni

(39) B(z) = B_(z) + B(2),
kde

(40) B()=3 bz
je st hiavni a m

(a1) B3 = 3 by

je &dst normdlni. Aby byla funkce B(z) uvnitf jednotkové kruZnice reguldrni, musi
byt vechny koeficienty hlavni &dsti jejiho Laurentova rozvoje rovny nule

(42) bo;=0, j=1,2.

~ Pro splnéni této podminky mdme k dispozici koeficienty hlavni ¢dsti Laurentovy
fady pro D(z), tj. ¢leny zavedené posloupnosti {d,}, které jsme dosud ponechdvali
neuréeny.
Koneény tvar obrazu posloupnosti diskrétnich hodnot hledané vdhové funkce
bude tedy
B+(z

(43) H(z) = .

A*(z)

—

ze kterého byla autokorelagni funkce vypoétena, ma tedy tentyZ prib&h spekirdlni hustoty jako
&asovy pritbéh, ptifazeny polynomu A* (). Pfedstavme si, Ze nd§ Sum vznik4 z bilého Sumu pra-
chodem pfes néjaky filtr. Bude-li na vystupu tohoto filtru deterministicky €asovy prib&h, odpo-
vidajici v origindle polynomu 4 *(z), pak na vstupu tohoto filtru musi byt deterministicky signal
stejného spektralniho sloZeni jako mé bily $um, tj, napf. Diractv impuls. Je tedy A*(z) obraz
impulsni odezvy filtru, ktery pfi bilém Sumu na vstupu ma na vystupu Sum s autokorelaéni
funkef A(2).
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5. METODA NUMERICKEHO VYPOCTU

Vzorec (43) uzavird teoretické feseni Wienerovy - Hopfovy rovnice pomoci trans-
formace Z.

Pfi numerickém vypodétu podle tohoto postupu musime piedeviim rozloZit poly-
nom A(z) podle (34). ProtoZe pfi dostatedné jemném vyjddieni korelaéni funkce
diskrétnimi hodnotami budeme mit co &init s polynomy A(z) stého a vy3Sich stupiidi,
je cesta pies rozklad A(z) na kofenové ¢initele vhodnd pouze pro teoretickou tvahu.

Proto zde uvddime iteraéni metodu, kterd podle naSich dosavadnich experimen-
tdlnich zku$enosti umoZiiuje doséhnout cile bez nalezeni kofenovych Cinitelil.

Metoda vychdzi z rovnice (34), upravené po zavedeni polynomit

]

. N
A%(2) l—l— A*(z) =Y &z,
v=0

o,
(44) t )
@ =A@ =Ya:",
g v=0
kde
(45) n=" =1,
%o
do tvaru
— Aiz) 1
46 A*(z) == 5.
() =%
Prvym krokem iterani metody je stanoveni vychoziho odhadu pro hledané feSeni
A%(2).
V praxi se osvédCily jednoduché odhady
(47) AF(z) =1
a lepst
. N
(48) Af(2) =Y 2"

Z prvého odhadu stanovime postupné jednotlivd dalii pfiblizeni vzdy podle téhoZ

algoritmu.
Vychazime pfitom z pfibliZeni i-tého (pro prvy odhad i = 0), jehoZ vysledkem byla
posloupnost koeficientt x,, urujici polynomy

(49)



Nejprve délime plynom A(z) polynomem A7 (z) postupem zndmym z elementdrni
algebry. Oba polynomy pfitom srovndvdme podle klesajicich mocnin, tj. d&lime:

(50) (ayz" + ay_ 27N+ a2V (1 +_:oz_lL"1 L
= i)r‘,‘,z” + I'/N_, + o+ i}'o + ...

Toto déleni Ize popsat rekurentnim vzorcem

-

1
(51) YNk = Aok — Z Pxoy Ky -
=0

Pro uréeni koeficientts ** o, daliho pfibliZeni A7, ,(z) pouZijeme pouze prvnich
N + 1 hodnot y,, takZe ¢leny A(z) se zdpornymi mocninami z se p¥i déleni neuplat-
fiui

(52) Ty =,
Konvergenci iterace 1ze urychlit volbou méng trividlnich algoritma pro ureni dal-
Siho pribliZeni, jako napf. algoritmi, vychdzejicich z linedrni kombinace m pied-

chozich pfibliZeni:

(53) Ty

1
TME

_ " i,
!gk”kav + (1 —kz Qk> ,ﬁ .

=1 Yo

Podstatné urychleni pfindsi zpravidla jiZ algoritmus s m = 1. Optimdlni ¢, leZivd
v oblasti 0 az —1.

Utelnost jesté slozitéjsich algoritmii pro uréeni dal§iho pfiblizeni, jako jsou napf.
algoritmy, uvazujici pro urfeni ‘@, i hodnoty sousednich koeficientit ~*a,,; aZ
e ozw;, nebo algoritmii, vyuZivajicich znalosti zbytku déleni, jsme dosud nepro-
véfovali.

Iteraéni postup ukonéime, jakmile dospjeme k dostatesné shodd dvou (nebo
n&kolika) po sob& ndsledujicich pfibliZeni Z(z) resp. k dostate¢né shod& soucinu
«3A7(z) A; (z) s vychozim polynomem A(z), pfidem a, urlujeme z poradavku shody
absolutnich ¢lent:

do

N
Yo
v=0

(s4) 4 0 =

Y

Po nalezeni rozkladu A(z) je jiz dalsi postup snadny. Nejprve v souhlasu s (38)
a7 (42) urtime B, (z) d&lenim polynomu C(z) polynomem 4 (z):
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(55) (epz™ + ey 2™ P + o) (o F ozt + L+ ayrY) =

= byz™ + by 12 o+ bo + 4 =B,(z) + 4,

k-1
(56) Oobyr i = Cyr—i — z Dpg iy -
v=0

Zde M znagi podet &lenti fady vyjadfujici B, (z).

Zdporné mocniny z, obsaZené v 4, by patfily k polynomu B_(z), ktery nepotfe-
bujeme. Proto ani v délenci neuvaZujeme koeficienty se zdpornymi mocninami z, tj.
hodnoty vzdjemné koreladni funkce pro zdporny &as, jak to odpovidd zdvEram
odstavee 2.

Konecny vysledek H(z) obdrZime podle (43) opét prostym d&lenim polynomu
B.(z) polynomem A7(z), aviak s uspotdddnim podle rostoucich mocnin

(57) (bo + byz + byz? + oo+ byZ™) 1 (o + 07 + ...+ ayzt) =

ho + hyz + hyz2 + ...,

k-1
(58) tohy = by = Y hoy .
¥=0

¢imZ je feSeni ukondéeno.

Stabilita numerickych vypoétl podle rovnic (55) aZ (58) je zajisténa tim, Ze podle
(34) a (35) viechny koteny 4*(z) lezi vn& a viechny kofeny 4~ (z) uvnitf jednotkové
kruZnice. Chyby vzniklé zaokrouhlovanim &isel se neakumuluji a doznivaji tim rych-
leji, ¢&im ddle od jednotkové kruZnice zmingné kofeny leZi.

Diikaz a pfesné vymezeni oblasti konvergence iteracni metody se zatim v obecné
formé nepodaiilo najit. Refeni iteradniho postupu vede na nelinedrni diferengni
rovnice, jak se Ize presvédSit z trividlniho piipadu

(59) Az)=z""+ a9+ z,
u n&jZ pfi pouZiti (52) plyne z (51) vztah

1
i-17*

(60) oy = —————
ag — oy

ktery pfedstavuje nelinedrni diferenéni rovnici pro "oc_l druhého fddu. Jeji feseni lze
pro %, volené v souhlasu s (48)

(61) Oy =1

zapsat ve formé fet€zového zlomku



(62)

z niZ je patrnd konvergence pro a, > 2.

Experimentdlng byla konvergence provéfena na nejéastdji se vyskytujicich tvarech
autokoreladnich funkci. Vysledky t&chto praci budou publikovdny ve zvld§tni stati.
Ve strudnosti lze Fici, Ze rozklad tvari ,,$picatych, jako napf.

(63) R(t) = eI
konverguje podstatng Iépe neZ rozklad tvarit v okoli po&dtku ,,oblych®, jako napf.
(64) Rt)=e¢"7,

u nichZ mtZe nastat divergence, neni-li N zvoleno tak, aby koeficienty o, pro v > N
byly dostatednd malé. Polet iteraci pro dosaZeni potfebné ptesnosti rozkladu (tj.
takové, Ze rozdilovy polynom

(65) Afz) = a3 A7 (2) A7 (2) = 4(2)
m4 viechny koeficienty mensi neZ 1/1000 a,) se pohybuje nejdast&ji v mezich 2 = 20.

(Doslo dne 27. zafi 1965.)
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SUMMARY

Numerical Solution of the Wiener-Hopf Equation in Statistical
Identifation of a Linear Dynamic Plant

ANNA FORTOVA, Jikf KRYZE, VACLAV PETERKA

If a steady-state random input signal y acts on a linear dynamic plant, and if
a steady-state noise, noncorrelated with the input signal, is superimposed on the
output signal x, it is possible to determine an unknown weight function of a plant
h() by solving the Wiener - Hopf equation

Ry(7) = j HO) Rofx — 9)d3, 20,
0

where R,,(t)is the auto-correlation function of the input signal, and R,() is the cross-
correlation function of the output and input signal of the plant. If the correlation
functions are given graphically or tabularly, the above equation is solved numerically.
Existing methods of solving this problem use an approximate substitution of
a system of linear algebraic equations for the integral equation, the former being
solved by finitary or iterative methods. This procedure presents some dificulties
(badly conditioned system of linear equations, and the like). The authors propose
therefore another approach to the solution of this problem. The new method of
a numerical solution of the Wiener - Hopf equation described in this paper is based
on a two-sided z-transform, and all numerical operations used therein have the charac-
ter of a division of two polynomials.

Ing. Anna Foftovd, Ing. Jifi Kryze, CSc., Ing. Viclav Peterka, CSc., Ustav teorie informace
a automatizace, VySehradskd 49, Praha 2.



