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Prehled deterministickych a stochastickych
aproximacnich metod pro minimalizaci funkci*

VACLAV FABIAN

Prehled zakladnich vysledkd a metod v oblasti minimalizace funkei. Uvedeny a porovnany
Jjsou metody gradientni a jim pfibuzné metody, metody nelinedrniho programovani a stochastické
aproximace. Jsou popsany zdkladni vlastnosti konvergence a jeji rychlosti a uvedeny oteviené
otazky.
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1. GVOD

Referat zahrnuje dosti 3iroky obor. Deterministicky a stochasticky pfipad se
vétsinou studuji oddéleng. Diivodem pro souasné shrnuti bylo aplikaéni hledisko,
podle néhoZ se zfetelné jednd o jednotnou nebo alesponi pfibuznou problematiku,
a piibuznost metod z obou oblasti. Vzhledem k §ifi problematiky si nebudu moci
viimat podrobnosti a omzzim se na to, co povaZuji za hlavni myslenky a vysledky.

Chtél bych téZ podotknout, Ze shrnuji spiSe mn& zndmé vysledky nez vysledky
vitbec zndmé. Také seznam literatury, i kdyZ je pomérné bohaty, neni ani zdalecka
kompletni bibliografii. Z praci tykajicich se stochastickych aproximaci jsou viak
zastoupeny viechny m& zndmé.

Existuje fada prehlednych praci tykajicich se rtiznych &dsti nasi problematiky.
Schmetterer (1961) podal zasvéceny a do zna¢né hloubky jdouci piehled vysledki
ve stochastickych aproximacich, s diikazy a s nékterymi novymi vysledky. Star§i
piehled z tohoto oboru podal Derman (1956). Prehledy metod v deterministickém
piipadé poddvaji Spang (1962), Wolfe (1962) a Saaty a Bram (1964, kap. 2 a 3)‘
Posledni prédce je nejpodrobngjsi, poddvd presn& formulované vysledky a vétSinou
téZ jejich diikazy. MiZe byt velmi uZite¢nd mnoZstvim velmi dobfe vybraného mate-
ridlu. Uvddi vak mnohé podobné vysledky paraleln& vedle sebe bez poukdzdni na
jejich Gasto velmi t&snou souvislost; je to opét spiSe piehled neZ monografie. Té by
bylo velmi tfeba zvid§t€ proto, Ze zejména v oboru deterministické minimalizace je
velmi mnoho praci rozdilné urovn€ a mnoho paralelnich vysledkd bez jasnych vzd-
jemnych vztahd.

2. TYP UVAZOVANYCH APROXIMACNICH METOD

Budeme se zabyvat aproximaénimi metodami pro ziskdni bodu minima funkce f
na n&jaké mnozZing A, &dsti k-rozmérného euklidovského prostoru E,. Situace, v niZ
A = E, byvd jednodussi neZ pfipad opagny, kdy predpokldddme, 7e A = {x; G(x) <
< 0} pro n&jakou m-rozmérnou vektorovou funkei G na E,. (G(x) < 0 znadi, Zeka?dd
slozka G(x) je nekladnd; i-tou sloZku vektoru y znadime y'”, i-tou slozku G resp.
G(x) znagime G¥ resp. G*Y(x). Euklidovskou normu znagime | ).

V obou situacich, v situaci bez i s omezenim (A =E,A4+ Ek) zéleZi na informaci,
kterou mtZeme o f ziskat. V deterministickém pfipadé pfedpokldddme, Ze pro kazdé
x z A mtiZzme urdit hodnotu f(x), ptipadnd hodnotu prvnich nebo vyich derivaci
této funkce. Ve stochastickém ptipadé miZeme pro kaZdé x ziskat pozorovdni
hodnoty f(x) zatizzné ndhodnou chybou. UvaZujeme aproximaéni metody, které
z bodu x hledaji lepsi aproximaci v n&jakém sméru & a vzddlenosti «. Ve spojitém
pkipadé je pak aproximaéni proces uréen diferencidlnimi rovnicemi typu
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v diskrétnim piipadg je analogicky x,,, — x, = ,0,. V tomto druhém pFipads je «,
bud voleno n&jakym vhodnym zpilisobem, vét§inou piedem, nezdvisle na x,,a musi
byt vétsinou dostatednd malé. Budeme o téchto metoddch mluvit jako o metoddch
s malym krokem.* o, miize byt také voleno tak, aby bud minimalizovalo f(x, + «,0,)
pii danych x, a J, nebo — &ast&ji — aby bylo «, nejvétiim &islem, pro né&Z je
f(x, + ©6,) klesajici pro 0 £ t < «,. V tomto p¥ipad® budeme fikat, Ze o, je voleno
metodou nejvétsiho spadu. (TéZ se mluvi o optimdlni volbg, coZ je viak ndzev silng
matouci.) Budeme uvaZovat gradientni a jim p¥ibuzné metody. V gradientni metods
se voli J, rovno ~D(x,), kde D,(x) znagi vektor prvych derivaci funkce & v bodé& x.
V pfipadé h = f vynechdvdme oznadeni funkce. Podobné& znacime H,,(x) matici
druhych derivaci funkce h v bodé x, H = Hj. V pfibuznych metoddch se voli 3, =
= —BD(x,), kde B je n&jakd matice, obvykle pozitivng definitni, a napf. blizk4 nebo
rovna H™!(x,). Jindy se takovy smér jen odhaduje.
Zajimdme se o aproxima&ni metody, které konverguji pti kazZdém vychozim bodu
a pro vischna f z dosti bohaté t¥idy funkci. Tyto vlastnosti nemaji mnohé z aproxi-
maénich mztod vyklddanych ve standardnich uéebnicich.
Tak napf. zobecnéni Newtonovy metody pro nd§ problém vede ke vztahu

Xpr1 = Xy — a.,Hﬁl(v\'u) D(xn)

s, = 1. Tato metoda konverguje jen za znacné specidlnich kvantitativnich podminek.
Zvolime-li v§ak nap¥. «, metodou nejvét§iho spddu, dostaneme konvergenci za pod-
minek kvalitativnich a podstatng obecn&jsich.

Hned zde lze fici, 72 Gloha minimalizace dané funkce f (Feknéme bez omezeni;
ptipad s omezenim miZz byt je3té obtizn&jsi) mie byt velmi nesnadnd. PotiZe mize
pusobit velkd dimenze (ta &ini obtiZnym i fedeni linedrnich rovnic) i vzdorovity tvar
funkce, jako mad napf. funkce

Flu,v) = 100(v — u?)* + (1 — u)?,

kterou ke zkouSeni své minimaliza&ni metody pouZil Rosenbrock (1960) a po ném
mnozi dalsi.

Daldi potiZi je, Ze aproximadéni metody ndm aproximuji bod lokdlniho minima,
ktery nemusi byt bodem absolutniho minima. Samozfejmé, Ze pro nékteré funkce,
napf. konvexni, toto nebezpedi neni, ale v ostatnich pfipadech je v podstaté aproxi-
madnich metod, Ze nemohou dosdhnout lepsiho vysledku. Zde zbyv4 jen systematicky
prizkum definiéni oblasti A funkce f, p¥ipadné s aproximacemi pouZitymi v jednotli-
vych jeho krocich. Pii velké dimenzi je viak tento postup vét§inou nemozny. Jedinou
cestou zde asi je ziskat vice informaci o uvaZované funkci a vymezit oblast, v niZ jiZ
jiné lokdlni minimum kromé& absolutniho neni.

Aproximaéni metody a to aspoil ty, o nich? mluvime, jsou ureny pro feSeni

* Nazvy nejsou ustalené: Zoutendijk (1960) napf. mysli spojitou metodu, mluvi-li o metodé
s malym krokem.
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tloh za obecnych piedpokladi. V piipadech specidlnich lze pouZit specidlngjsich
metod s vyhodn&j§imi vlastnostmi. NemiZeme viak zatim bohuZel ekat, Ze specidl-
nimi postupy vyfe§ime mnoho problémd.

3. VZTAH K RESENI ROVNIC

Minimaliza&nimi metodamise fesi i soustavy rovnic. Je-li g vektorovd funkce, lze fe-
Sitrovnici g(x) = 0 minimalizaci funkce f(x) = |g(x)||*. Jsou mozné i jiné postupy. Je-li
g derivaci n&jakeé funkce f, g = Df, (obecné podminky pro to podal Kerner (1933)
a uvddi 162 Nashed (1964)) Ize minimalizaci f p¥ijit ke staciondrnimu bodu x, v némz
je g(x) = 0. Tento postup v Hilbertovych prostorech studuje Nashed (1964, 1965).

4. APLIKACE

Okruh praktickych problémi, které vedou k uvazovanym ulohdm, je nesmirné
rozsdhly. Zahrnuje pfedevsim ulohy optimalizace. V ekonomickych oblastech tyto
ulohy vedou &asto k jednoduchym f, sloZitym A (napf. linedrni a kvadratické progra-
movdni) a velké dimenzi k; pro piehled mnoha aplikaci viz napf. Matias (1965)
a Arnoff a Sengupta (1961). V technickych problémech byvd dimenze mengi, ale f
dasto sloZit&jsi. Problémy experimentdlniho vyzkumu jsou obvykle stochastického
rdzu. Aproximaéni metody pro minimalizaci funkci se mohou stdt strategiemi auto-
matickych optimalizdtorli, viz nap¥. Feldbaum (1958) a Stachovskij (1958), ktefi
navrhli takovy optimalizdtor na zdkladé diskrétnich gradientnich metod, a Fabian
(1961 a 1962), ktery pouZil jako strategie stochastické aproximaéni metody. Zprdva
o poloprovozni zkouSce automatického optimalizdtoru Opcon byla uvefejn&na
v Chem. Eng., 1959, str. 64 a 66 a v Chemische Industrie, 1959, Heft 5, str. 234;
pro popis viz Kerstukos a Van Nice (1958) a Archer (1960). Na minimalizaci téZ
vedou ulohy regrese, zejména nelinedrni, a tedy napf. dGlohy urovdni nezndmych
konstant v kinetickych rovnicich a podobné. Zde je moZné vyuZit specidlnich viast-
nosti tlohy (Levenberg (1944), Marquardt (1963), Goldstein (1962) a Powell (1965)).
Dalsi aplikace jsou téZ v problémech adaptivni predikce, viz Hang a Spadek (1960)
a Gardner (1964).

5. DETERMINISTICKY PRIPAD BEZ OMEZENI
5.1 Pfehled vysledki

Jako nejstardi byvd citovdna prdce Cauchyho. Cauchy (1847) navrhl v krdtkém
sdéleni zpfesiiovat fefeni systému rovnic g(x) = 0 ve sméru —Df, kde f(x) =
= |lg(x)||* Ukdzal, % ke zlepSeni dojde, zvolime-li délku kroku bud dost malou
nebo tak, aby byla minimalizovdna hodnota f(x — « Df(x)). Tak mu je pfipisovdno
autorstvi gradientnich metod s malym krokem i s krokem, volenym metodou nejvét-



stho spadu. Dile se touto problematikou zabyval Schrder (1870). Mises a Pollaczek-
Geiringer (1929) uvdd&ji aproximadni schéma x,+; = X, — ¢f (x4) pro hledédni kofene
funkce f, ktera je zdpornd, resp. kladnd vleve resp. vpravo od kofene. Pfitom ¢ je
&islo mensi nez

X2 — Xy

ot 1) — f(xy)

Postup zobeciiuji na systémy rovnic. Germansky (1934) pouzil tohoto postupu
k aproximaci x,., = x, — ¢ D(x,) bodu minima funkce f. Curry (1944) poddvd,
zdd se, prvy dikaz konvergen&nich vlastnosti metody nejvétsiho spddu. Ziejmé
nezdvisle pak studuje Kantorovig (1945a, 1945b, 1948) vlastnosti metody nejvétsiho
spadu pro kvadratické funkce definované na Hilbertove prostoru. Dostdvd také prvy
vysledek o rychlosti konvergence: vzddlenost n-té aproximace od feSeni klesd geo-
metricky, tj. jako Ca", kde C a a jsou konstanty,a = (4, — 4,)[(% + A1), A, a 4, nej-
vét§i a ncjmen§i charakteristické Cislo matice H(0) (Kantorovi¢ (1947), viz téZ
Faddeev a Faddeeva (1963, str. 70). Metodu nejvétsiho spddu pro Yeeni systémi
nelinedrnich rovnic studuje téZ Both (1949), porovndv4 ji s metodou, v niZ se na kaz-
dém kroku ménf jen jedna soufadnice a dochdzi k zdvéru, Ze je metoda nejvétsiho
spadu k-ndsobné rychlejsi (ovsem kazdy krok vyzaduje vice vypoéti). (Pro feseni
linedrnich rovnic Householder a Bauer (1960) dostévaji podobny vysledek s konstan-
tou 4k; presnéji febeno, jednd se pouze o porovndni hornich odhadd rychlosti‘)
Kantoroviétv (1948) vysledek pongkud zobeciiuje Fridman (1962) (ukazuje, Ze O
nemusi byt izolovanym bodem spektra oper:itoru)A Crockett a Chernoff (1955) doka-
zuji fadu vysledkd tykajicich se deterministickych gradientnich metod. UvaZuji
aproximacni schémata tvaru x,., = x, — h,B, D(x,,) s pozitivné¢ definitnimi mati-
cemi B, a zkoumaji rychlost konvergence v okoli bodu minima. P¥i vhodné volbé
délky kroki h, je opét geometrickd (jako v kvadratickém piipadg) s konstantou
opét tim ptiznivEsi, &im je mendi (A, — A)f(Ay + Au) kde 4, a A; jsou nejvétsi
a nejmengi charakteristické &islo matice B, H(x,). Nejvyhodn&jsi je tedy ,,Newtonova*
volba B, = H™'(x,), pokud H(x,) md inverzi. Autofi téZ uvaZuji pfipad, v ném¥ se
H™Y(x,) poditd ,,jen obdas” v krocich ny, n, atd. a B,, = H(n,) pron; £ m < n;, .
Na tuto précinavdzal aZ pozd&ji Goldstein (1962), ktery studoval nelokélni podminky
konvergence gradientnich metod a uvedl znovu ponékud pfehledné&ji vysledek o asymp-
totické rychlosti konvergsnce p¥i pouZivdni malych kroki (zdd se, Ze pro kroky vo-
lené metodou nejvétsiho spddu takovy vysledek neni v obecném pFipad& zndm).
Goldstein uvaZuje téZ n&které modifikace gradientni metody pro minimalizaci
vyrazu f(x) = [|lg(x)], kde g je m-dimenziondlni vektorovd funkce. Zahrnuje téz
piipad m = k a volbu 8, = —D;'(x,) g(x,), kde D{(x) = dgP[éx). K takto
uréenému sméru dospivdme hleddnim fedeni rovnice g(x,) + Dyfx,) (x — x,) = 0.

Pozndmka o vyhodnosti volby B, = H“(x,,) se vztahuje jen na x, blizké bodu
minima s matici H(x,) pozitivn& definitni, kdy tato volba je piiblizné optimélni.
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Optimédlni volba B, pro jind x, je, pokud vim, otevfenym problémem, i kdyZ se
i zde zdd vyhodnou volba B, = H, '(x,), je-li H(x,) pozitivné definitni.

Konvergenci gradientnich metod v abstraktnich prostorech uvaZovali Vainberg
(1960), Nashed (1964), Lezaiiski (1963) a jini.

5.2 Zakladni vlastnosti gradientnich metod

Hlavni vysledky, o nichZ jsme dosud referovali, shrnuji ndsledujici 3 véty. Zadi-
ndme se spojitou aproximaéni metodou. Za siln&jSich ptredpokladii odvodil Rosen-
bloom (1956) podobny, o n&co siln&jst vysledek, zahrnujici odhad rychlosti konver-
gence (ta viak asi ve spojitém p¥ipadé neni tak zajimavd jako v diskrétnim, vzhledem
k moZnosti transformace éasu).

Véta 1. Necht f md spojitou derivaci D, kterd je pro néjaké kladné ¢ stejnomérné
spojitd na mno%iné B = {x; |[D(x)|| < &} (k tomu staci nap¥. omezenost mnoZiny B).
Pfedpoklddejme, Ze x, vyhovuje rovnici

Q) = - D(x,)

(napr’. existuje-li spojité H md (1) pro kazdou pocdteéni podminku x, = a prdvé
Jjedno FeSeni). Potom f(x,) \ a bud f(x;) \ —oo nebo |D(x,)] -0 pro t - oo.

d o d
Dikaz: Je Eé—f(x,) = —D'(x,) " x, = —||D(x)|%

Fx) = flxo) = — j [D(x)]* ds = 0.

Odtud f(x,) \ a bud f(x) ~ — © nebo [P|D(x)]|* ds < + . V tomto druhém
piipadu je hm mf [D(x)] = 0; predpoklddejme, Ze viak neni [|D(x,)] — 0. Pak

existuje takove klddne r] mensi neZ ¢ a takovd posloupnost disjunktnich intervall

(u. v, 2= |D(x,)] < n/2, |D(x,)| = n. ProtoZe je D(x,) spojitd vzhledem k t,

1ze intervaly volit tak, aby byly &asti mnoZiny T = {t; [|D(x ” < n}. x,je v8ak stejno-

mérné spojitd na T, {X,,t€ T} < B a tedy D(x,) je stejnomdrn& spojitd na T, takZe

lim inf (v; — u;) >0, odkud ovem ihned [ |D(x,)|? dt = + oo a véta je dokdzdna.
i o0

Véta 2. Necht existuji druhé derivace funkce f, bud xq€ E,, S = {x;f(x) <
< f(xo)}, necht H je omezend na S, ¢ = 2 (sup |H(x)[}™!, bud 0 < § < o. Nechr’
xeS

(2.1) Xps1 = X, — o, D(x,) ;

pro kazdé n necht je bud 6 < a, < ¢ — 6 nebo nechf je a, voleno metodou nejvét-
Siho spddu.



Pak pfi prvé volbé a, je f(x,.1) — f(x,) < 80~ (o — 8) |D(x,)|% pFi druhé je
S(ruer) — 105 = (&) IDG)[7 e S5 w @ bud fix) ~ — o nebo [D(x] - 0.

Ditkaz: Predpoklddejme, Ze xg, x4, ..., X, jiZ jsou ddna a vyhovuji tvrzeni véty.
Je-li D(x,) = 0 je x,, = x, pro m > n a v¥e plati. Bud D(x,) # 0 a polozme

o) = f(x, = aD(x,)) = f(x,).-

e 0(e) = —alD(x)|" + 2. D/(s) H(u(a) D) 5 D) (1~ 1 B,
prigem? n(x) lezi na useSce R(x) spojujici x, a x, — & D(x,). Bud <0, f) maximsini
interval, na némz je ¢ nekladnd. Protoze dfda ¢(0) = —afD(x,)]* <0, je § = 0.
Predpoklddejme, Ze § < g. Ze spojitosti f plyne, Ze ¢(B) = 0, souasné viak n(f),
lezici na tsedce R(B), je v S a tedy | H(n(B))|| < 2¢™!. Odtud a z posledni nerovnosti
pro ¢(«) dostavame @(f) < —B|D(x,)|> (1 — BJe) < 0, co? je spor. Je tedy ¢ ne-
kladné na <0, ¢> a v celém tomto intervalu je

olo) = ol (1 - %).

Minimum vyrazu vpravo v tomto intervalu je v bod& o = ¢/2 a ¢(g/2) £ —(o/4) .
. | D(x)|?; maximum v intervalu (8, ¢ — &) je v jeho krajnich bodech, v nichz je

9l0) = ‘30%5 1D = oo — ).

Tim dostdvime odhady pro f(x,+,) — f(x,). Ostatni tvrzeni z nich jiz bezprostfedng
plynou.
Dalsi v8ta uddvd asymptotickou rychlost konvergence pro metodu malych kroki.
Véta 3. Necht plati predpoklady predeslé véty a navic necht z je hromadny bod
posloupnosti x,, H je spojitd v z a matice H(z) necht je pozitivné definitni s Ay a A,
nejmensim a nejvét§im charakteristickym &islem. o, necht jsou volena v intervalu
(6,0 — &). Potom x, — z a

(3.1) xner — 2] £ |x0 = 2| (a, + &) sa,<a<lag~0;
podrobnéji

(3.2) a, = max {1 — a2y, 0,4, — 1},

(3.3) a =max{l — 8,1 — 28[e}.

Dikaz: ProtoZe D(x,) — 0, je D(z) = 0a D(x) = H(&) (x — z) = [H(z) + &(x)]
(x — 2), kde £ je bod na tUsetce mezi body x a z a &(x) je matice, kterd konverguje
k nulové pro x — z. Oznatme g, = o, &(x,)|| a bud E jednotkovd matice. Je

X1 — 2| = %, — 2 — o,[H(z) + &(x,)] (xs — 7))
IE — a, H(z)) (x, — 2) — % 6(x,) (x, — 2) | S

<
S Ixe = 2| (JE = o, HZ)| + &) -
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Norma a, = |E — %, H(z)|| je rovna nejvétsimu viastnimu Eislu matice E — o, H(z)
a tedy a, = max {|I — oAy, [1 = e, 44|} = max {l — @A}, o,y — 1} < max {1 —
— 62,,(0 — 8) A — 1} a protoZe & < sup |H(x)[ = 2/e,

xeS

(6= —1=2e—=8)o—1=1-2¢.

Plati tedy (3.1), (3.2) i (3.3) aZ na ¢, — 0, coZ jsme je3té nedokdzali. Existuje viak
n > 0, takové, Ze pro |x — z|| < 7 je 20| é(x)| < 1 — a. Existuje té% n tak, Ze je
%, = 2] < natedye, = 2,[6(x)| < (I — a)/2. Od tohoto n potinaje je pak podle
(3.1) jiz [x,, — z] £ (1 + a)f2)" " pro m > n a tedy ¢, - 0.

Pozndmka 1. Maly krok a krok nejvétstho spddu

Délka kroku metodou nejvétsiho spddu maximalizuje ubytek funk&ni hodnoty
v daném kroku, avak toto lokdln& optimdlni uréeni o, neni nejlepdim z celkového
hlediska. ZkuSenosti ukazuji lepsi vysledky s malymi kroky (viz Forsythe a Wasov
(1959) str. 224 225 a Stiefel (1955); citovdno jen podle Goldsteina (1962)). Nevyho-
dou je potiZz ve volbé délky malého kroku, nezndme-li, coZ je asty piipad, H. (Sto-
chastické aproximaéni metody se této potiZi vyhybaji tak, Ze volia, — 0, Y, = + oo.
Pro deterministicky pfipad by to viak asi nebylo vhodné.) Nevyhodou metody
nejvétsiho spddu je, Ze na kaZdém kroku YeSime jednorozmérny minimalizadni
problém. Nezndm obecnych vysledkii o postadujici pFibliZznosti p¥i feSeni této ulohy.
Casto se doporuduje piblizné fefeni zaloZené na prokldddni polynomu (Brooks
(1959), Powell (1964) a dalii). Minimaxové a asymptoticky minimaxové procedury
pro odhad bodu minima v jednorozmérném ptipadé navrhl Kiefer (]953, 1957).
(Vicerozm&rné analogie Kieferovy metody byly té2 uvaZovany, viz Krolak a Cooper
(1963) a Newman (1960, 1965).)

Pozndmka 2. Volba soufadného systému a Newtonova metoda

Aplikujeme-1i metodu z vét 2 a 3 na funkci g(&) = f(4¢), kde A je nesinguldrni
matice a B = 4A’, pfechdzi vztah (2.1) v

Goer = &u — 0y Dy(&,) = &, — a, A'D(AL,)
a vyjadfime-li ho v piivodnich soufadnicich x = A¢, ve vztah
Xpr1 = X, — 0,4 A'D(x,) = x, — &, BD(x,) .

Protofe H (&) = A'H(AE) A je tieba volit «, bud metodou nejvétsiho spadu nebo
v intervalu <8, 05 — 8), kde o5 = 2(sup |A'H(x) A[)~' = 2(sup |BH(x)[)™*.
s s

xe e
V odhadech véty 2 pro f(x,, 1) — f(x,) pak je ticba nahradit o timto gz 2 [[D(x,)]?



&islem || A’ D(x,)]|*. Konvergenéni vlastnosti ziistdvaji zachovdny, nebot je D(x,) —» 0
jakmile je A4'D(x,) - 0. Ve v&& 3 pak A,, 4 jsou nejmensi a nejvétsi
vlastni &islo matice BH(z) a z (3.2) vidime, Ze je vyhodné volit B tak, aby A, = 4.
To je splnéno pii tzv. NewtonovE volbg, kdy volime B = B, zdvislou na n a rovau
H”(x,,). aspofi v blizkosti bodu z. Propracovdnim odhadt véty 3 v tomto pfipadé
bychom dostali vystedky, podobné vysledkiim Crocketta a Chernoffa. Jak volit B,
jsme-li je§td vzddleni od feSeni, je zatim otevieny problém. Také je patrné, Ze B,
musi zachovdvat jisté rozumné pfedpoklady, napf. omezenost |B,*|~' a [B,].
nemd-li dojit ke komplikacim a p¥ipadn& k poruSeni konvergen&nich vlastnosti.

Pozndmka 3. Praktické zkuSenosti

Castd je takovd zkugenost, Ze z poddtku f(x,) siln& klesd, pak se viak konvergence
velmi zpomali a byvd i zastavena zaokrouhlovacimi chybami, zejména pouZivd-li
se piivodni metody, tj. je-li B = E. Proto se intenzivné studuji dalii p¥ibuzné metody.

5.3 Metody spiazenych gradientd

I v kvadratickém piipadé byly $patné zkufenosti s gradientnimi metodami. Zaru-
&end grometrickd konvergence Ca" méla asto koeficient velmi blizky 1. PouZiti
Newtonova sméru v tomto pFipad€ vede sice okamZité k vysledku, aviak je neprak-
tické, protoZe potiebnd inverze matice je problém sloZit&jsi neZ piivodni problém.
Snahy o dosaZ:ni lepSich vysledkd povzbuzovaly i nékteré anomalie bodi x,, které
byly pro velkd n pfibliZa& koplandrninebo kolinedrni, takZe velmi jednoduché extra-
polace podstatng zlepSovaly ptibliznost feSeni (Forsythe a Motzkin (1951), Forsythe
a Forsythe (1952), Forsythe (1963), Akaike (1959)); asymptotickou kolinearitu pfi
malé délce krokfi dokdzali za obecnych podminek Crockett a Chernofl (1955), Bylo
jasné, %2 by velké zlep§zni pFinesla volba délek «, tak, aby nikoliv jen f(x,+1) — f(%.)
bylo minimdlni, ale f(X,+,) — f(x,) pro m v&i nez 1. Zddlo se, Ze tento pozadavek,
vedouci na fe$ani soustavy linedrnich rovnic, je asi stejné obtiZny jako ptvodni
uloha, aspoil pro m = k. Av3ak kolem roku 1951, pracujice zprvu vzdjemné nezd-
visle (viz Forsythe (1953)), objevili Hestens (1951), Lanszos (1952) a Stiefel (1952)
jednoduchy pfimy algoritmus, ktery vede v kvadratickém pfipadu k postupnému
uréeni x;, x,, ... tak, Ze

x; = X + 0y D(xg) + o; g D(x() + ... + oy i-q D(x;-¢)

a a; ; minimalizuji f (x ,-). V disledku toho také lze ukdzat, Ze algoritmus je konedny
a nejpozdgji n-ty &len x,, je jiZ feSenim plvodni rovnice. V algoritmu, ktery se nazyvd
metodou sdruZznych (konjugovan}?ch) gradientt, se neuréuji konstanty «; ;, ale pfimo
se potitaji x; podle rekurentnich vztahd. Pii tomto postupu je délka sméru volena
metodou nejvét§iho spddu a smdr §; v i-tém kroku je C-ortogondlni ke viem diive
uZitym sm&rim, tj. §,C5; = 0 pro j < i. Pfitom C = H(0) je matice druhych deri-

507



508

&

vaci (které jsou konstantni v kvadratickém p¥ipadg, ktery nyni uvazujeme). Kdyby-
chom pfesli k soufadnicim, v nichZ odpovidd matici H(0) jednotkovd matice a funkci f
funkce g(£) = &'&, zjistili bychom, e sméry §; pfechdzeji ve sméry vzdjemné kolmé
a tedy v k krocich dojdou k bodu minima funkce g s kulovymi vrstevnicemi. Fletcher
a Powell (1963/4) (algoritmus v ALGOLu 60 uvefejnil Wells (1965)) navrhli pouZivat
gradientni metody se smérem B, D(x,,) a délkou a, urlenou metodou nejvétsiho
spddu, pfiCemZ B, je n&akd pozitivng definitni matice a B, se postupn& konstruuji
ze vztaht
B\ =B, + G0y _ Bny,,y;Bn’
On VaBubn
kde
G0 = Farr = Xus Ya = D(¥nry) = D(x,).

Ukadzali: 1. na n&kolika piikladech podstatné rychlejsi konvergenci neZ p¥i B, = E,
2. Ze B, jsou pozitivné definitni (dﬁkaz neni v pofddku, ale tvrzeni plati), 3. Ze v pii-
padé& kvadratické funkce s H = H(O) pozitivné definitni je x,, jiZ rovno bodu minima
a B, = H™' (jako u Newtonovy metody).

Je viak moZné ukdzat, Ze Fletcherova-Powellova metoda ddvd v kvadratickém pfi-
pad¥ a p¥i B, = E pfesné touZ posloupnost bodit x4, X,, ..., x, jako metoda sdruZe-
nych gradientfi. Numerickd zkuSenost, vlastnost 2. a vztah D, = M~! zastdvaji
viak stejné zajimavé, jako i jind formulace metody sdruZenych gradientd, jako gra-
dientni metody ndmi uvaZovaného typu. Fletcher a Reeves (1964) — zfejmg bez
znalosti vztahu mezi metodou konjugovanych gradientia metodou Fletcherovou-Po-
wellovou — experimentovali s jinymi rekurentnimi vztahy metody konjugovanych
gradient (algoritmus v ALGOLu 60 uvefejnil Reeves (1964)). (Ttdu obecngjsich
algoritm, ale téZ jen pro kvadraticky p¥ipad, studovali Shah, Buchler a Kempthorne
(1964), jejichZ prdce té% zobectuji Sldnek Finkeliv (1959).) Viechny tyto metody
v kvadratickém pfipad& totoZné, mohou v nekvadratickém piipad& ddvat rizné
vysledky. V8echny téZ ddvaji slibné vysledky, u Zddné oviem nebyly v obecném pfi-
padé dokdzdny konvergenéni vlastnosti. Powell (1964, 1965) uvaZoval také zajimavé
pfibuzné postupy, v nichZ neni tfeba poditat derivace (metody nepouZivajici derivaci
navrhli jiz diive Rosenbrock (1960), Hooke a Jeeves (1961); druhy &ldnek jsem
nevidél, cituje jej Spang (1962)). S Powellovou metodou (1964) porovndvali numericky
svou metodu Nelder a Mead (1965), kterou bohuZel navrhuji bez ditkazti vlastnosti.

5.4 Metoda zaloZena na spojité aproximaci

Pripomeneme, Ze jiZ diive se popisovaly spojité aproximaéni procesy diferencidlnimi
rovniceri. Tyto procesy lze realizovat bud na analogovych poéitagich (viz Ablow
a Brigham (1955), Pyne (1959), DeLand (1959)), coZ mé oviem nevyhody v omezeni
na piesnosti i okruh problémi, nebo piiblizné na &islicovych pogitagich. Pak oviem
je algoritmus specifikovdn, a% kdyZ je specifikovdna metoda FeSeni diferencidlni



rovnice. Kizner ve znacné specidlnim pfipadé (fe§cni systému nelinedrnich rovnic
dimense < 2) pouZil Rungeovy-Kuttovy metody a obdr¥el konvergenci fadu 5, tj.
znadi-li e, nepresnost k-té aproximace, je e, /ey = 0(1) pro k — co. Kdyby $lo tento
vysledek dostate&n& zobecnit se zachovdnim rychlosti konvergence, bylo by mozné
na vétSinu toho, o em jsme referovali dfive, zapomenout.

6. STOCHASTICKY PRIPAD BEZ OMEZENI
6.1 Prehled vysledkii

Hotelling (1941) uvaZuje stochastickou versi minimalizace funkce vice promén-
nych. Jeho postup je nesekvenéni. Funkce se aproximuje polynomem, jehoZ konstanty
se odhaduji z napozorovanych odhadi funkénich hodnot. Uvazuje chyby zpisobené
1. odhady téchto konstant, 2. aproximaci funkce polynomem daného stupné. Chyby
druhé skupiny je ovem velmi t87ké analyzovat; zdd se Ze dne$ni vyvoj timto smérem
nejde.

Friedman a Savage ( 1947) se zabyvaji jiz sekvenénim vyhleddvdnim bodu minima.
UvaZuji postup, v némZ se funkce minimalizuje postupné ve sméru jednotlivych
prom&nnych.

Box a Wilson (] 951) navrhuji jakousi smés krokit metodou nejvétsiho spddu a kro-
kt, v nichZ proklddaji polynomy podobné jako u Hotellinga (1941). Tento Eldnek
byl sledovdn celou fadou dalsich (Box (1954), Box a Youle (1955), Box (1957), Box
a Hunter (1959)). Jejich postup byl &asto v praxi pouZivdn a pfinesl dspéchy. Protoze
vSak je v ném ponechdno mnoho na subjektivnim usudku, nemiZe byt dost dobfe
studovdn matematickymi prostiedky. Nevim téZ nic o praktickém porovndvdni
se stochastickymi aproximacemi.

Robbins a Monro (1951) popsali stochastickou aproximaéni metodu pro hleddni
feSeni rovnice f(x) = 0 v jednorozm&rném piipad& s funkci f zdpornou vlevo od z
a kladnou vpravo od z. Aproximaéni formule zni x,.; = x, — a,y,, kde y, je odhad
hodnoty f(x,) a a, jsou &sla spliujici podminku ¢fn < a, < C/n s kladnymi
¢, C. Robbins a Monro dokdzali za mirnych dodateénych podminek na f a y,.
Ze x, — z podle pravdépodobnosti. VSimnéme si analogie aproximaci, kterou na~
vrhli Mises a Pollaczek-Geiringer (1929), viz odst. 5.1. Odli§nost pfedpokladé zne-
moZiiuje zvolit ve stochastickém pfipad€ a, rovny jedné konstanté c, aviak tim se
vyhneme nesndzi, kterd spoéivd v deterministickém pfipad€ v poZadavku ,,dostateén&
malého c¢*. Tato situace je stejnd i v jinych p¥ipadech analogickych metod determi-
nistickych a stochastickych.

Wolfowitz (1952) ponékud zobecnil ptivodni podminky Robbinsovy-Monroovy
a Kiefer a Wolfowitz (1952) modifikovali Robbinsovu-Monroovu aproximaéni me-
todu tak, aby vyhleddvala bod maxima funkce fv jednorozmérném pftipadé. Zde
X1 = X, + @a[(Va1 = Yn-1)/€a), kde yu; je odhad &isla g(x, + ic,)a

~2
=0, Ya, =+, Yae <+ w,¢>0,a>0.
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Proces pfipomind deterministicky proces, ktery navrhnul Germansky (1934) s rozdi-
lem ve volb& konstant a s tim, %2 ve stochastické verzi se derivace odhaduje z dife-
renci.

Schmetterer (1953, 1954a, 1954b) asi jako prvy a ddle Killianpur (1954), Hodges
a Lehmann (1956) vy§:stiovali rychlost konvergznce Robbins-Monro metody; dalsi
vystedky o rychlosti konvergznce a asymptotickém rozloZzni aproximujicich x,
odvodil Chung (1954). Za jistych dodatenych piedpokladi jsou x, asymptoticky
normdini a oznagime-li e, = \/E(x,, — r)z, kde E znaci odekdvanou hodnotu, je
e, = 0(n"1/?).

Blum (1954a, 1954b) zobzcnil podminky mztod Robbinsovy-Monroovy a Kiefero-
vy-Wolfowitzovy a dokdzal konvergsnci s pravd&podobnosti 1 (dFivEjsi vysledky se
tykaly konvergznce podle pravdépodobnosli). Jako prvy pak zobecnil tyto metody
na vicerozmérny piipad. DaleZitgj§i z obou zobecnéni je mstoda pro minimalizaci
funkee. Je analogickd gradientni mztod& deterministické, av§ak opét misto ,,vhodné
malé konstanty” pouZivd posloupnosti ¢isel konvergujicich k nule a gradient apro-
ximuje odhadovanymi diferencemi.

Burkholder (1955, 1956), Dzrman (1956) a Dupag (1957, 1958) vzdjemn& nezévisle
zobeciiuji Chungovu mstodiku na studium rychlosti konvergence Kieferovy-Wolfo-
witzovy metody. Tato rychlost zdvisi na podminkdch, které spliuje f. Tyto vysledky
byly pfevedeny i na vicerozmérny piipad Sacksem (1958), ktery pouzivd jinych
diikazovych prostfedk@ nez piedchozi prdce. Burkholder (]955, 1956) uvazoval
téZ aproximadni schémata zobeciiujici procesy Robbinstiv-Monrotv a Kieferiiv-
Wolfowitziiv a ukdzal, %z v ptipadé Kieferova-Wolfowitzova postupu konverguji
postupné aritmetické priméry odhadd y, 4, y, -4 funkénich hodnots pravdépo-
dobnosti 1 k hodnot& funkce f v bodé minima.

Obecnou véiu uddvajici vztah m=zi deterministickymi aproximacemi jistého typu
a mezi stochastickymi aproximacemi dokdzal Dvoretzky (1956). Zahrnuje vischny
predtim zndmé jednorozmdrné konvergznéni vysledky. BohuZ:l jeji vicerozmérnd
verse JiZ asi neni tak silnd. Pavodni dost komplikovany dikaz zjednodusil nejprve
Wolfowitz (1956), jesté jednodu$si dikaz podstatné &dsti véty podali Derman
a Sacks (1959). Zobecndni na obeenijdi prostory provedl Block (1957); jiné zobec-
néni, jeho? cilem bylo zahrnout Blumovo (1958) zobecnéni jednorozmérné Robbin-
sovy-Monroovy metody, podala Krasulina (1962). Jiné zobecnéni podal Kitagawa
(1959).

Ve snaze urychlit konvergenci navrhl Kesten (1958) pro Robbinsovu-Monroovu
metodu, aby se misto plvodni posloupnosti a, pouZivalo jiné, kierd vznikne tak,
Ze pouZijeme konstanty z ptedchoziho kroku, jestlize x,_; — x,-, a X, — x,_, maji
stejné znaménko; jinak pouZijsme daliiho (jeit& nepouZitého) Clenu pavodni po-
sloupnosti a;. Podobnd modifikace Kieferovy-Wolfowitzovy metody nebyla pfilis
Usp&$nd, také zobecnéni na vicerozmérny piipad Kesten (1958) neuvaZoval. Pozdgji
navrhl Fabian (1960) jinou modifikaci, stejn& motivovanou, pro hleddni mini-
ma ve vicerozmérném piipadé. Urluje-li plivodni metoda X,.: jako x, + 4,



pak pfi této modifikaci se postupng ziskdvaji odhady hodnot f(x) pro x = x, + j4,.
j=1,2,... Pokraduje se tak dlouho, pokud napozorované odhady tvoii klesajici
posloupnost. Pfedposledni z téchto hodnot je pak nové x,, ;. (Kdyby ndhodné chyby
nemgly podstatny vliv, je délka kroku pfiblizng jako v metodé nejvétsiho spddu.).
Za znaéné obecnych podminek zachovdvd tento postup konvergenci Blumovy vice-
rozmérné minimaliza&ni metody i nékterych jejich modifikaci.

V roce 1960 je téZ publikovdna celd fada vysledkil o spojitych aproximaénich
metoddch: Driml a Nedoma (1960) dokazuji za jistych podminek konvergenci spo-
jité analogie Robbinsova-Monroova postupu pro fefeni rovnice r(x) = 0. Aproxi-
maéni postup je tvaru dx,/dt = —(1/f) p(x,) pro t = 1. P¥itom je y{x,) odhad funk-
&ni hodnoty r(x,) v &ase ¢, r je neklesajici funkce. Driml 2 Hang (1960) a Han3 a Spa-
&ek (1960) poddvaji stochastické verse aproximaci fixnich bodii kontrahujicich trans-
formaci. Analogii Drimlovy-Nedomovy metody pro vicerozmérnou minimalizaci
uvaZoval Sakrison (1964), ktery téZstudoval aplikace na problémy optimalizace a ad-
jstace filtr (Sakrison (1962a, 1962b, 1963)). Ho (1962) ukdzal na souvislosti s itera&ni
metodou z teorie filtrace a predikce, Fabius (1959) publikoval informaéni ldnek,
Gardner (1963, 1965) studuje aplikace stochastickych aproximacnich metod v adap-
tivni predikci. Blizké stochastickym aproximacim jsou téz ,,Up and down™ metody,
pro n&% viz Derman (1957), Brownlee a Hodges (1963) a Wetherill (1963). Hledd se
v nich jen mezi celo¢iselnymi body (nebo mezi body jiné sitg).

6.2 Blumova minimalizacni metoda a jeji modifikace

Vysledek Blumovy (1954b) prdce tykajici se minimalizace lze shrnout vétou, kterd
je jen formdlni reformulaci ptivodni véty Blumovy.
Véta 1. Nech? f md druhé derivace, sup ﬂH(x)ﬂ bud konecné a necht pro kaZdé
xeEy
¢ >0 je

(1.1)  f(z) =0, inf{[D); |x — z] =&} =0 inf {f(x); |

pro néjaké z e E, (takZe z je bodem minima f). Budte a,. ¢, kladnd ¢isla,

x—z| >¢} >0.

w© ® w
(1.2) ¢ —=0,Ya,=+w,Yac, < +w,yale?<+ o,
n=1

n=1 n=

X, ndhodné vektory spliiujici vztah
(13) Xpet = X, — a4,
(_]-4) Ex;,x;,..A,x,,Y;i) = c"—1[f(X" + "nei) - f(Xn)]

(Ex,.....x, je znak podminéné ocekdvané hodnoty, e, € E;, € = Qpro i =+ j, &{? = 1.)

1Sy

s O
(LS) Exl,.“,x,.(Yn - EX,,....X"X,)” = ?’

Sw
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Pak
P{X, >z} =1.

Naznadime hlavni kroky dikazu: Aritmetickymi Gpravami lze ukdzat, Ze f (X,,) =
= {, + n,, kde {, je konvergentni martingal a #, neklesajici omezend posloupnost;
odtud plyne konvergence f(X,). Pak se ukdZe, Ze v ptipadé P{HD(X,,)H ze>0} >0
pro vechna n, musi byt E f(X,) - — oo, co% neni moZné. Proto je vzhledem k (1.1)
s pravdépodobnosti 1 z hromadnym bodem posloupnosti X, a vzhledem k (1.1)
f(X,) = 0 s pravdépodobnosti 1.

Sacks (1958) poznamendvd, % podminka (1.4), kterd umoZiluje sniZit potet od-
hadit na n-tém kroku na k + 1, vede k dominantni systematické odchylce X, od
feSeni z, &im¥ se sniZuje rychlost konvergence. Navrhl proto misto (1.4) pouzit
vztahu

(1.6) Ex,..c, V" = 2e) ' [f(X, + ¢,e) — F(X, — e,e)].

Dokazuje pak za fady dopliujicich podminek, Ze X, jsou asymptoticky normdlni
a vzddlenost X, od z je 0{c; *n™'/2). Pitom rychlost s jakou musi c, — 0, zdvisi na
tvaru funkce. Pro ndzornost uvedeme nejvétsi moZnou rychlost v jednorozm&rném
piipadg, jak ji vy$stfoval Dupa& (1957, 1958) s omezenimse na a, = n"% ¢, =n"*.
Jedli Kol|x — z|| £ |D(x)]| £ Ki[x — z| pro kladné konstanty Ko, K, a volime-li
a > 1/(2Ky), a, = afn, ¢, = c[n"’*, je JE(X, — z)* = 0(n"'*). Je-li navic tfeti
derivace funkce f omezena v absolutni hodnot& konstantou, pak je optimdlni volba
a >1J(2K,), a, = afn, ¢, = ¢[n"®, pro niz VE(X, — 2> = 0(n~Y/3). Obecné lze
dosdhnout tim lep§i rychlosti konvergence, &im je f symetri¢t&jsi kolem bodu z
(Dupat (1957, 1958), Sacks (1958), Schmetterer (1961)).

Fabian (1960) studuje jednotnym zptisobem konvergenci Robbinsovy-Monroovy,
Kieferovy-Wolfowitzovy a Blumovy vicerozmérné aproximaéni metody a né€kolika
jejich modifikaci. O jedné z nich, tykajici se délky kroku jsme mluvili jiZ vySe. Druhd
spociva v tomto: V piivodni Blumové metodé je krok roven —a,Y,, kde Y, je odhad
gradientu v bods x,. Délka tohoto kroku je rovna a,|Y,| a — p¥iblizng — a,[D(x,)].
To neni vhodné v obecném pfipadé, v némZ mize byt ”D(x,,)]] velkd v bodech x,
blizkych hledanému bodu a mald v bodech x, vzddlenych. Navrhuje se proto zamé&nit
Y, vektorem se slozkami ¢, ! sign Y{” a dokazuje se, %¢ konvergenéni vlastnosti
zlstanou zachovdny za 1. zobecnénych podminek tykajicich se f a za 2. pongkud
zptisnénych, ale stdle jestE velmi obecnych poZadavki na ndhodné chyby. Zobecnéni
poZadavki na f spodivd v tom, Ze neni tfeba vyloudit p¥ipady, v nichZ x, muZe diver-
govat vzhledem k pfili§ velkym I[D(x,,)”, které vedou k neomezené velkym kroktim
a,Y,. (Podobné modifikace uvazoval téZ Friedman (1963).) Konvergendni vlastnosti
studuje autor za obecn&jlich pfedpokladi, které nezaruduji existenci jenom jediného
extrému. Vysledky ukazuji, Ze, zhruba Fedeno, x, opét konverguje k bodu, v nédm#
ma f nulovou derivaci, avak nepodafilo se dokdzat, Ze to musi byt lokdlni minimum.
Pozdéji (Fabian (1962)) dokdzal tuto siln&j$i vlastnost v jednorozmérném piipads pro



modifikovanou aproxima¢ni metodu, v niZ a, = 1/\/ n (a tedy a2 = + oo na
rozdil od dosavadnich pf‘edpokladﬂ). Asymptotickd rychlost konvergence této
metody je viak pomald (Vosikové (1964)).

6.3 Praktické zkuSenosti

Guttman a Guttman (1959) poddvaji vysledky provedenych aplikaci. Pozdgji jiny
takovy pfiklad poddvd Fabian (1961) a dosti rozsdhlé Monte-Carlo studie chovdni
aproximadéni Robbinsovy-Monroovy procedury proved] Wetherill (1963): Pro odhad
a-kvantilu logistické kfivky za obvykiych podminek biologickych zkousek je zkuge-
nost velmidobrd u Lo, hor8i u Lyy; to oviem v této situaci je viibec obtizn&jsi problém.
Wetherill také konstatuje, Ze je-li vychozi bod daleko od feSeni, délka krokt a,
klesd piili§ rychle: Tuto nevyhodu maji v mnohem men$i mife modifikace navrZe-
né Kestenem (1958) a Fabianem (1960), o nichZ jsme mluvili jiZ vy3e.

Praktické zkusenosti autora sv&d& o tom, Ze (p¥i pouZiti modifikaci jim navrze-
nych) f(x,) zpo&dtku dosti rychle ubyvd. Z teoretickych vysledk je zfejmé, Ze pozdgji
je konvergence velmi pomald, av§ak v experimentdlnich aplikacich asto nékolik
kroku stadi resp. neni moZné jich vice provést. (Zde je oviem otdzka, do jaké miry
jsou relevantni teoretické asymptotické vysledky pro takové aplikace.) Tyto dobré
zkuSenosti se tykaji ovem pomérng malé dimenze (k = 4, k = 6 a pod.) a také
uvaZované funkce nebyly asi vytvofeny p¥irodou s ddbelskym imyslem pfili§ sloZit8.
Na rozdil od toho poZadavky na deterministické aproximaéni metody byvaji pod-
statn& ndroénéjsi (velkd k, velky podet krokit a téZ poZadavek, aby x, bylo blizké
bodu minima a nikoliv jen, aby se f(x,) zmensilo ve stovndni s f(xo)).

7. NELINEARNI PROGRAMOVANI

Nelinedrni programovdni je jen jiny ndzev pro deterministicky p¥ipad s ome-
zenim.

V této Easti pfedpokldddme, Ze existuje spojitd derivace D funkce f, Ze G je m-roz-
mérnd vektorovd funkce se spojitou derivaci Dg (Dg(x) je matice typu k x m,
DY(x) = DQy(x)). Predpokldddme, % f a G jsou konvexni funkce. Tento
predpoklad Ize v mnohych tvrzenich zeslabit (viz Zoutendijk (1960)); zjednodusuje
viak tvahy. Konvexita G implikuje konvexitu mnoZiny R = {x; G(x) < 0}. Pted-
pokldddme té%, Ze R, = {x; G')(x) < 0 pro viechna i} je neprdzdnd mnoZina.
UvaZovanym problémem je minimalizace f na R. Oznaéime ddle I(x) mnoZinu
{i; G(x) = 0}. Oznageni f, G, D¢, R, Ry, I(x) budeme pouzivat v celém tomto
odstavci.

V oblasti nelinedrniho programovdni je mnoho vysledkd paralelng dokazovanych
podobnymi prostfedky. VétSina je vSak dusledky n&kolika mdlo zdkladnich. Jednim
z nich je ndsledujici vysledek (Zoutendijk (1960)), patfici mezi ty, které charakteri-
zuji bod minima zpisobem, na némZ je moZno zaloZit metodu pro jeho hleddni.
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i

Véta 1. Tyto 3 podminky jsou vzdjemné ekvivalentni:

(i) z neni bodem minima f na R,
(il) existuje s tak, %e pro néjaké &, > 0a &, = 0 plati

(]41) S,D(Z) < -8y, 8 DG(-‘){Z) < —g pro ie I(Z) >
(iii) existuje s a & > O tak, Ze plati (1.1) pro & = &, = &.

Ditkaz: Plati-li (iii), pak pro dostatetng malé aje f(z + as) < f(z), Gz + as) <
< Gz) = 0 pro iel(z), Gz + as) < 0 pro ostatni i a tedy plati (i). Plati-li (i),
existuje x € R tak, %e f(x) < f(z). Z konvexity plyne (1.1) s kladnym &, a s &, = O,
tj. plati (ii). Plati-li (ii) a polozime Ii s, = x, — z pro n&jaké x, € R,, pak smér s, =
= s + o0s, spliiuje jiZ pro dostate&n& malé « podminku (iii) a ditikaz je skonden.

Véta 2. z je bodem minima f na R tehdy a jen tehdy, existuje-li p € E,, tak, Ze

(2.1) D(z) = ~Dg(z)p, 20, G(z)p=0.

(Poznamendme, fe G'(z)u = 0 lze zapsat téZ ve tvaru p =0 pro i¢I(z), ij.
pro G'9(z) < 0.)

Dukaz: Stadi dokdzat, e (2.1) je ekvivalentni negaci podminky (ii) z véty 1.
Plati-li (2.1) a je-li s' Dgn(z) < Oproiel(z), jepodle (2.1)s' D(z) = — s’ Dglz) n 2
2 0, takZe (i) neplati. Neplati-li (i), plyne existence u splitujiciho (2.1) z Farkasovy
(1902) véty (viz 16z Zoutendijk (1960, § 2.2)), citované obvykle téz v pracich o linedr-
nim programovidni: Jsou-lia; (i = 0, 1, ..., q) k-rozm&rné vektory a jestliZe neexistuje

4q
s takové, 7e s'ag < 0, s'a; £ Oproi=1,..,q,pakjeap = Y. am; s n; = 0.
=

Véta 3. (Véta o sedlovém boclu). K tomu, aby z bylo bodem minima f na R, je
nutné a staci, aby pro néjaké pe E,, u = 0 bylo

(3.1) F(2) + 2 G(2) £ f(2) + 1 G(z) = f(x) + 1 G(x)

pro vSechna x € E;, A€ E,, 1 = 0.

Diikaz. Necht plati (3.1). Z levé strany pro A = 0 dostdvdme u’ G(z) = 0. Kdyby
G'(z) > 0 pro n&jaké i, pak pfi dostatetné velkém A" by levd strana (3.1) nemohla
platit. Je tedy G(z) £ 0, zeR a p' G(z) = 0 a z pravé &sti (3.1) flz) < f(x) +
+ i’ G(x). Pro x € R je navic ¢’ G(x) < 0 a tak je z bodem minima f na R.

Necht je z bodem minima f na R. Podle véty 2 existuje p takové, Ze p € E,, D(z) =
= —Dg(z)pu p 20, G(2) p=0. Pro 2 = 0je ' G(z) £ 0 nebot G(z) < 0 a plat
levd &st (3.1). Pro nase pevné p = 0 je funkee f(x) + p’ G(x) konvexni a md v bod¥
z minimum, nebot jeji derivace je rovna 0 v bod& z. Plati tedy pravd dst nerovnosti
(3.1).

Z vty 2 lze ddle odvodit véty o dualité (viz napf. Mangasarian (1962); $patnd
cituji Saaty a Bram (1964): v primdrnim problému nemd byt podminka x = 0)
a mnoho dalsich ekvivalentnich formulaci tlohy nelinedrniho programovani.



Podle mych znalosti prvni charakterizaci bodu minima (obecn&j§i neZ véta 2,
uvaZuje nekonetné mnoho podminek tvaru G'9(x) £ 0, nepfedpoklddd konvexitu)
odvodil John (]948) Podminku typu véty 2 odvodili Kuhn a Tucker (1950) poz-
véty 1 a véty 2 udal téz Mangasaman (1963)) Charakterizaci staciondrnich bodu
v Banachovych prostorech podal Altman (1964).

Brzy pak byly také navrZeny a studovdny spojité gradientni metody pro hleddni sed-
lovych bod:Arrow a Hurwitz (1951), Kose (1956). Prvd z obou praci byla pak otisténa
v upravené verzi spolu s mnohymi ddlsum ¢ldnky o této problematice ve sborniku
Arrow, Hurwicz a Uzawa (1958) O mirné povzbudivych praktickych zkuSenostech
s témito metodami referuji (podle Wolfeho (1962)) Manne (1953) a Marschak ve
sborniku Arrow et al.(1958). Zoutendijk ((1960) véta 2,§7.2) v pongkud jiné formulaci
dokazuje jeSté¢ jednu moZnost pfevedeni problému s omezenim na problém bez
omezeni: Je-li inf f(x) > — oo pak existuje M tak, Ze bod minima f(x) + M F(x),
kde F(x) je rovno maximu z kladnych &sti sloZek G(x), i = 1,2, ..., m, je bodem
minima funkce f na mnoZing {x; G(x) < 0}. Tento vysledek neni uvadén dal$imi,
ktefi uvddji podobné vysledky. Pietrzykowski(1961, 1962) dokazuje, Ze Yedeni pti-

k

vodni dlohy je limitou bodii minima funkce f(x)/u + EG")(x) pro pL— o0.¥)
Carroll (1961 ) navrhl minimalizovat funkci f(x)+r21/[G(”(x)] (r >0),

Fiacco a McCormick (1964a, 1964b) dokdzali, Ze feSeni teto ulohy konverguje pro
» — 0 k bodu minima f na R.

Pro hleddni bodu minima v deterministickém ptipadé s omezenim byly, zdd se,
nejprve pievdZnd studovdny spojité aproximadni procedury pro vyhleddni sedlového
bodu funkce F(x, 1) = f(x) — A G(x). Diskréini gradientni metodu pro feseni této
{ilohy studoval Uzawa v kap. 10 sborniku Arrow, Hurwicz a Uzawa (1958).

Jiny smér pfedstavuji metody, v nichZ se minimalizuje pfimo funkce f(x) tak, Ze
se z daného bodu x, postupuje ve sméru s,, v ndmZ f klesd, ktery viak nevede ven
z mnoZiny {x; G(x) < 0}. Za pon&kud specidln&jsich pfedpokladdi navrhli takové
metody Beale (1955, 1958) a Abrham (1958, 1961, 1962). Bealovu (1958) préci jsem
nevidél, aviak Shah, Buehler a Kempthorne uvddgji, Ze je to dosti komplikovand
metoda, vyhodnd v téch piipadech, kdy poéitdni funkénich hodnot je relativné
pomalé nebo ndkladné ve srovndni s ostatnimi vypotty. Prace Abrhamova (1962)
je upravend Frishova (1957, 1958) metoda linedrniho programovéni. Za obecn&jsich
podminek navrhl metodu ,,moZnych smérd” Zoutendijk (1959, 1960). Zoutendij-
kova metoda pouZivd jeden ze sm&ri, jejichZ existence je — pokud jiZ nejsme v bodu
minima — zaruena podminkou (iii) véty 1 a ktery vede dovnitf mnoZiny R. P¥itom
vybird ten smér, ktery spliiuje podminku (iii) s nejvétsim ¢ a soucasn€ vyhovuje né-
které z normalizagnich podminek. V podmince (iii) se viak pfitom pro ta G, kterd
jsou linedrni, vyZaduje pouze s’ Dgw(x) < 0. Nevyhodou je, Ze takovy smér je tieba

* Symbol  zde znaéi nezapornou &ast funkce. Pietrzykowski uvadi pongkud jin'ou formulaci.
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urgit fedenim Glohy linedrniho programovani a tedy dosti pracné. Rosen (1960, 1961)
pouZivd jednodusSeji ureného sméru, spliiujiciho podminku (ii) véty 1, po kterém
se pfipadné nemnoho — po te€né — vzddlime od R a pak se opdt vracime. Wolfe
(1962) referuje, Ze velmi dobry prehled téchto praci poddvd Witzgall (1960) (tuto
prdci jsem nevidél). Pozdgji se objevila celd fada praci, které navrhuji metody podob-
né metod& Zoutendijkové, ani? jeho prdci cituji (cituji vSak Rosena (1960), ktery na
Zoutendijkovu (1960) préci odkazuje): je to Ivanov (1962), Klingman a Himmelblau
(pouiivaji diferenci misto derivaci, neuvddéji Zddné dokdzané vlas\nosti). Glass a
a Cooper (1965) neuddvaji ani ditkazy ani podrobnosti své navrhované metody.

Predpoklad konvexity umoZiiuje téZ pfevést problém pfiblizné nalinedrni programo-
véni. Pivodni problém se pfedev§im pfevede na problém s linedrni funkei f, tak, Ze se
piejde na E,,,, poloZi se f(x) = x*" a ptidd se omezeni G"*(x) = f(x) —
— xk+) < .

Cheney a Goldstein (1959) (pfipisujici svou myslenku dozadu Remezovi (1934))
popisuji algoritmus, v némZ se minimalizuje linedrni f na R a R se vyjddii ve tvaru
{x; T(x) < 0, Te T}, kde T je systém v8ech linedrnich supportt pivodni mnoZiny R.
Tézz myslenky v jednodussim vykladu vyuZivd Kelley (1960). Dalsi prdce v tomto
sméru se snaZi Fedit otdzky efektivnosti tohoto p¥istupu: Wolfe (1960, 1961b),
Hartley a Hocking (1963).

8. OTEVRENE OTAZKY

Jakd je vhodnd volba B, pro uréeni sméru — B, D(x,) pro x, ne nutnd blizké bodu
minima? Jaké jsou vlastnosti metod uvaZovanych z odst. 5.3 v nekvadratickém pfi-
padg, lze zarudit aspoii konvergenci? Lze zobecuit Kiznerovu metodu z odst. 5.4?
Jak modifikovat stochastické aproximacni metody, aby v pfipadé, Ze ndhodné chyby
jsou malé, nebyly horSi neZ dobré deterministické metody? Lze zde téZ vyuZivat
odhadu inverse matice H(X,) ke zlepSeni sméru a ptipadné i délky a, sméru v n-tém
kroku? Nelze volit a,, c, v zdvislosti na priib&hu aproximacéniho procesu tak, abychom
dostali nejlep§i moZaou rychlost konvergence bez predb&Zné znalosti vlastnosti f,
a abychom ptitom zarudili i opusténi lokdlniho minima, ale nikoliv za cenu ztrdty
rychlosti? Jakd pravidla je mo¥no udat pro zastaveni? (Hrubé pravidlo pro konvexni f
uddvd Zoutendijk (1960), prakticky asi nevyhodné pravidlo pro Robbinsovu-Monro-
ovu metodu, ddvajici soucasné konfidenéni interval pro FeSeni, navrhl Farrell (1962)‘)

(Doslo dne 26. fervence 1965.)

Poznimka: Béhem tisku byly dokon&eny dalsi prdce: Dupaé (1965a, 1965b) studuje stochas-
tickou aproximaci za pfedpokladu, Ze se uvaZovand funkce méni pritbShem &asu. Fabian (1965)
navrhl stochastickou aproxima¢ni metodu pro ptipad s omezenim. Do seznamu literatury byla
téZ zahrnuta préce, v niz Glady3ev (1965) ponskud zobeciiuje podminky konvergence Robin-
sovy-Monroovy metody.
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SUMMARY

A Review of Deterministic and Stochastic Approximation Methods
for Function Minimization

VAcLav FaBIAN

A review of basic results and methods in the field of function minimization. Gra-
dient methods, methods of non-linear programming and stochastic approximations
are included. Convergence properties, in particular the rate of convergence, are dis-
cussed and open questions are emphasized.
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