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Zajisténi fyzikalni realizovatelnosti optimalni
v-parametrové diskrétni linedrni regulace
feSené ve Wienerové smyslu

VLADIMIR STREIC

Ptispévek pojednavé o teorii syntézy linedrnich obvoda se spojité pracujici regulovanou
soustavou a s diskrétné pracujicim reguldtorem a uvadi modifikovany postup syntézy, ktery
umoziiuje zajistit podminky fyzikdlni realizovatelnosti v pfipadech, kdy obvykly postup syntézy
vede na fefeni fyzikdlné nerealizovatelné.

1. UVOD

Diskrétni regulace necht je takovd regulace, u které puisobi samod&inny pocitaé
piimo ve zpétné vazb& k regulované soustavé. Jinymi slovy reguldtor se uskute¢fiuje
¢innosti pocitate podle programu, ktery je sestaven podle zadaného zdkona regulace.

Regulaéni obvod v-parametrovy nechf je reguladni obvod s v nezdvislymi vystup-
nimi velidinami, p¥i emZ nelze uspofddat obvod do n&kolika (alespoti dvou) diltich
obvodi takovych, Ze vstupni veli¢iny kteréhokoliv diléiho obvodu nepiisobi na vy-
stupni velidiny ostatnich dil¢ich obvodu.

Pritom vystupni veli¢iny jsou nezdvislé tehdy a jen tehdy, jestliZe matice pfenosit
obvodu md hodnost rovnou poétu vystupnich veli¢in.

Regulace v-parametrovd je optimdlni ve Wienerove smyslu, jestliZe pfi plsobeni
staciondrnich ndhodnych signdlt na vstupu regulaéniho obvodu je zajidténo minimum
soudtu stfednich kvadratickych odchylek viech regulovanych veli¢in. Za odchylku
povaZujeme rozdil idedlniho.a skuteCného Casového pribehu regulované veliGiny.

Za fyzikdIng redlné feSeni linedrni diskrétni regulace povaZujeme takové feSeni,
kdy vSechny prvky v matici diskrétnich pfenosii uzavfenych regulaénich smyek
je mo¥né vyjddFit polynomy v zdpornych mocnindch z po&inaje s Slenem pti z 7", kde h
je celé &islo a kde z je komplexni proménnd transformace Z. Pfitom & = g u neposu-
nutych ptenosti fizeni K,(z,¢), kde ¢ =0 a h > m + g u neposunutych pfenosit
kompenzace vlivu poruchovych velitin K,(z, &), kde & = 0, kde m je prvni nenulovy
exponent fady, vyjadfujici diskrétni pfenos té &dsti regulované soustavy, pres kterou
plisobi poruchova velidina na regulovanou veli¢inu a kde g je prvni nenulovy expo-



400 nent fady, vyjadfujici diskrétni pfenos spojité pracujici &dsti zp&tnovazebni smycky;
T=n+¢en=0,12,..., 0; £6{0; 1), tjenezdvisle proménnd fasu a T je perioda
vzorkovdni diskrétni regulace. Zpravidla se povazuje za nejvyhodngjsi takové fyzi-
kdln& redlné feSeni, u kterého &islo h nabyvd nejmenst moZné hodnoty.

Vyslovené podminky fyzikdlni realizovatelnosti v podstaté Zddaji, aby impulsni
charakteristika byla k(f) = 0 pro ¢ = 0% pfi nulovych po&dtetnich podminkdch,
4. k(f) =0prot <07,

“Obr. 1.

Budeme se zde zabyvat otdzkou zajisténi fyzikdlni realizovatelnosti dvou p¥ipadl
regulacnich obvodi.

V prvém piipad& bude uZiteCnym. vstupnim signdlem obvodu staciondrni ndhodny
Fidici signdl, k némuZ se superponuje na vstupu obvodu parazitni staciondrni ndhodny
Sum. Blokové schéma regulacniho obvodu pro tento pfipad je uvedeno na obr. 1.

Obr. 2.

V druhém p¥ipad& nechf je uZiteSny Fidici signdl konstantni a parazitni staciondrni
ndhodny Sum nechf vstupuje do obvodu v obecné libovolném misté regulované sou-
stavy. Blokové schéma je pro tento pfipad regulatniho obvodu uvedeno na obr. 2.

V uvedenych blokovych schématech znadi:

U sloupcovy vektor typu (&; 1) diskrétnich obrazii poruchovych velitin,

W sloupcovy vektor typu (v; 1) diskrétnich obrazi Hdicich veligin,

X sloupcovy vektor typu (v; 1) diskrétnich obrazii skuteSnych priib&hé regulo-
vanych veliGin,



Y sloupcovy vektor typu (v; 1) diskrétnich obrazt idedlnich pribéhii regulovanych
veliéin,

sloupcovy vektor typu (v; 1) diskrétnich obrazfi reguladnich odchylek,

matice typu (v; v) diskrétnich pfenosti Fizeni,

matice typu (v; £) diskrétnich pfenost pfi kompenzaci vlivu poruchovych veli-
&in,

G matice typu (v; v) diskrétnich pfenosti regulované soustavy v&etn¥ servomotoru
s reguladnim orgdnem a tvarovaciho &lenu,

matice typu (V; &) diskrétnich pfenost t&ch &sti regulované soustavy vdetnd
tvarovacich Clend, pfes které piisobi poruchové velidiny na regulované velidiny,
matice typu (v; v) diskrétnich pfenosi &islicovych korekénich &lent,

matice typu (v; v) idedlnich diskrétnich pfenost Fizeni,

matice typu (v; &) idedlnich diskrétnich pfenosii pro kompenzaci poruchovych
veli¢in.
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Je zndmo, Ze syntéza ve Wienerov& smyslu, tj. ureni optimdlniho &islicového
korekéniho &lenu tak aby se dosdhlo minima stfednich kvadratickych odchylek
regulovanych veliCin, vede nékdy na fyzikdln& nerealizovatelnd feSeni. Jednoduché
piiklady takovych FeSeni jsou uvedeny v odstavci 4. UkdZeme, jak v takovych prfi-
padech lze dospét k fyzikdlng realizovatelnému FeSeni. Posuzovat budeme dostatedné
obecny pfipad v-parametrové regulace se vzdjemné korelovanymi vstupnimi signdly.

2. OPTIMALNI RizZEN{

Pro v-parametrovy regulacni obvod mtZeme stfedni kvadratické odchylky vyjadfit
vztahem ) ’

) ) ) = Rad0,5)

kde 4%(n, €) je transponovany tj. fadkovy vektor odchylek A(n, ), R,(m, £) je matice
korela¢nich funkci vektoru odchylky A(n, £). Regulatni obvod je pak optimdlni ve
Wienerové smyslu, je-li soudet diagondlnich prvkd matice Ry,(0, ¢), tj. stopa této
matice, minimdlni. Pfi tom

1 1
(2 min I(g) = min tr‘[ R, 40, £) de = min trf J‘ Sadz, €) dz de,
0 0JTo z

kde S44(z, &) je matice vykonovych spektrdlnich hustot vektoru odchylky A(n, &)
a Iy je integraéni drdhy po jednotkové kruZnici se stfedem v po&dtku komplexni
roviny z. Integraci podle nezdvisle prom&nné ¢ hodnotime cely Sasovy pritb&h odchyl-
ky A(n, €) tj. i mezi okamZiky vzorkovani. V dal$im budeme s ohledem na zestru¢néni
funkce argumentu z a ¢ vyjadfovat bez argumentu z a funkce k nim sdruZené podle
jednotkové kruZnice ozna¢ime pruhem. Pokud argument & bude nulovy nebudeme
jej uvddst. Napk. K,(g) = K,(z, &), K,(¢) = K,(z7%, ¢), K,, = K,(z™%, 0} ap. Pokud
nebude vyslovng jinak uvedeno, znagi jednotlivé symboly vesm&s matice.
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Podle obr. 1 miieme matici S,,(e) vyjddit vztahem
)] S44(e) = K, () 1SKple) — Kyfe) 2ST(e) —
= T(e) 23y Ki(e) + Tole) *STw(e) »

kde
(4) 'S =‘Sw+u,w+u = Syy + Suu + Suw + Su s
4 %S = Suwiuw = Sww + Suws
38 =Sy -
Prenos fizeni je
(3) K,(s) = G(e) P[1 + GP]™* =G(e)D.

Poditatem miZeme ovliviiovat jen tu &dst matice pfenost fizeni, kterd neni funkci e,
tedy matici D. Matice pienost Fizeni je tudiZ pfedem Cdste€nd determinovdna matici
G(e). Dosadime-li matici (5) a (3) do vyrazu (2), miZeme obvyklymi kroky variaéniho
poctu dospét k podminkové rovnici

1
= — — - - d
®) j I tr [G(e) 6D *SD”G™(s) — G(e) 6D 2ST'h(e)] de = = 0,
reJo z
kde 6D je variace matice D. Integraci podle ¢ nemiiZeme zatim provést, protoZe
znamé matice argumentu & jsou v (6) oddéleny zatim nezndmymi maticemi. Lze

prokdzat, Ze stopa soudinu matic se neméni, zamé&nime-li cyklicky pofadi matic
v soudinu. Vyraz (6) miteme tudiZ upravit na tvar

@ J e [vspf J ZGT(S) 8(e) do — 25 _[ :r{y(s) a) ds]d?z 0.

o

Zavedeme-li
1
j G™(e) G(e) de = 4,
0
1
ZSJ o) G(e) de = B,
0
muZeme podminku minima I (s) vyjdd¥it rovnici
®) ('spT4 — B)L = 4,
) z

kde A je matice reguldrnich funkei uvnit¥ jednotkové kruZnice. Z rovnice (8) vypo-
Steme

©® =25 (B Ay a o 2 (B a)a,
Agd 4 z

z



kde

1
gt Lag g g1ty
s 4
Pfitom Aga 4, jsou determinanty matic 'S a 4. Oznadme Agd, = Ag; = 45,45,
kde 47, nemd pély a nuly vné jednotkové kruZnice a Ag, nemd pély a nuly uvnitf
jednotkové kruZnice. Pak
‘5B ‘oA

(10) o= e

A5 2454 dsy |+
kde + u hranaté zdvorky znali jen ty sloZky, jejichZ pdly leZi uvnit¥ stabilni oblasti
roviny z. Druhy &len v hranaté zdvorce obsahuje nezndmou matici 4. Kazdy prvek
matice

1
(11) odx
ASA
miZeme vyjadiit jako soudet
¢ -
(12) Ty,
k Z— Z

kde z, jsou jen ty pSly prvkii matic ‘o a o, které leZi v stabilni oblasti roviny z, ¢, jsou
zatim nezndmé koeficienty a Y~ jsou sloZky, jejichZ poly leZi vné& stabilni oblasti
roviny z. Koeficienty ¢, uréime tak, 7e matici D7 s nezndmymi koeficienty c¢,, vypoSte-
nou-podle rovnice (10) dosadime do rovnice (8), rozloZime viechny funkce této rovnice
na diléi zlomky a odd&lime ty diléi zlomky, jejichZ pdly leZi vn& oblasti stability

(13) E ISDTA:L = E B]+.

Z podminky, Ze dil&i zlomky se stejnymi pély na obou strandch rovaice (13) musi mit

i stejné koeficienty v Citateli, uréime hledané koeficienty c,. Rovnice (13) urduje

v nezdvislych soustav linedrnich algebraickych rovnic s nezndmymi koeficienty . c;.
Kazdy prvek matice DT maZeme tudiZ podle vztahu (10) vyjddfit vyrazem

(14) D=y

ij T
A5y v 2 — 2,

Je ziejmé, Ze soulet ve vyrazu (14) da vidy fyzikdlné realizovatelny vyraz, ktery
rozveden v fadu, zagind &lenem se z ™!, Naproti tomu &initel z/45, miZeme vyjadfit
obecné fadou

z
(15) A—;:alz”“Mﬂ-azz”‘M_‘+...+aq+aq+1z_1+...,
SA

jestliZe N > M a kde N je stupeii polynomu jmenovatele a M stupeil polynomu
Sitatele funkce z/Afs. Prvky matice G(g), rozvedeny v fadu, nechf za&inaji ¢lenem
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p¥i z79 Prvky matice, které pfedem &dsteén& determinuji pfenosy Fzeni v matici K,,
nechf, rozvedeny v fadu, za&inajf &lenem pi¥i z7". (V uvaZovaném piipadé je [ = g.)
Podle vztahu (5) maji pak prvky matice K,(¢), rozvedeny v fadu, u prvniho &enu
exponent pfi z hodnoty

(16) . : ~l+N~-M—-1=—h.

Podle definice fyzikdlni realizovatelnosti md byt A = g pro ¢ = 0. Neni-li podminka
fyzikdlni realizovatelnosti spln&na, miiZeme pfenos fizeni povaZovat za &dsten¥
piedem determinovany nejen vlastnostmi regulované soustavy podle vztah (5),

ale téZ podminkami fyzikdlni realizovatenosti, tj. Sinitelem z 7% S timto &initelem
se zméni rovnice (16) na tvar

(17) —o—~l+N-M-1=—h.
Proh = gje

(18)

¢=N-M-1l+g—-1 pro N>M+Il-g+1,
g=0 pro NSM+1l—g+1.

Rovnice (5) a (10) nabyvaji s &initelem z 7€ tvaru

(19y ' © KJe)=z"°Ge) D,
C z [z2'6Ba 1A
(20) Do = e [“27: -+ A+:l .
sS4 54 sa |+

Je zfejmé, Ze Cinitel z° ve vyrazu (20) md vliv na velikost koeficientd ¢, ve vyrazu (14).
MozZno poznamenat, e initel z~% nemusi byt spoleny pro viechny prvky matice
Kw(a). U vzdjemné& korelovanych vstupnich signdla staci, s ohledem na zpuisob uréo-
vdni koeficientll ¢; ve vyrazu (12), je-li &initel z ™2 spoleény pro viechny prvky jedné
rédky matice K,(¢). U vzdjemné& nekorelovanych vstupnich signdli miiZe byt &initel z
jiny pro kaZdy prvek matice K,(¢). Je proto ufelné kontrolovat podminky fyzikalni
realizovatelnosti u jednotlivych prvki matice K, (¢) a uplatiiovat &initel z~2 jen pro
ty prvky, které s ¢ = 0 podminky fyzikdini realizovatelnosti nespliiuji. Ve vztahu
(19) a (20) je Cinitel z72 s ohledem na strudnost vykladu spoledny pro viechny prvky
matice K,(g). V takovém piipads je ¢ = max g;;, kde ¢;; ptislusi jednotlivym prvkim
matice K,(&) podle podminek fyzikdlni realizovatelnosti.

3. KOMPENZACE PORUCHOVYCH VELICIN

Podle obr. 2 je pro W = 0 pfenos obvodu p¥i kompenzaci poruchovych veli¢in

(1) K,(e) = G,(¢) — G(c) DG,



kde D jako v rovnici (5) je matice

{22 D =P(1 + GP)™*.

Matice K,(¢) je tudi? pfedem &istetnd determinovdna maticemi G,(e), G, a G(e).
Stejnym postupem jako v odstavci 2 vypoéteme matici spektrdlnich hustot vektoru

odchyltky A(n, &)

3) S4) = Tufe) SwTs — Te) SW[GL(8) — GID G™(¢)] —
_ Ij(_;u(e) — (_?(s) DG,] Suu F,,T(E) +
+ [G(e) — G(z) DG,] S[Gi() — GIDT G"(¢)]

a podminka minima integrdlu (2)
4 [G.SuGID™B — GuSuld — O] % = 4,
‘ : Z

kde A je matice reguldrnich funkei uvnitt jednotkové kruZnice se stfedem v poddtku
komplexni roviny z a kde

4= J l 67(6) G(e) de
29) B= J’ ; 67(6) G(e) de,
C= J.: I;(e) G(e) de,

(26) DI, = -2 [”Fﬁ +’i@],

Ays ZA&/; Aps

kde p, B, A5y, Anpa F jsou definovany vztahy
1 ~
[ M1 = T H; M= GMSWGT,

M
27 - 1 -
( ) B! =ZI3§ AMAB:-‘AMB:AA;BAMBa
B

F=G8.{4-0).

Zde op¥t 4y a 4, jsou determinanty matic M a B. O urdeni hledané matice D],
plati zde totéZ, co bylo fedeno v odstavci 2 k vyrazu (10). Zabyvejme se nyni otdzkou
fyzikdlni realizovatelnosti uréované matice pfenosu

(28) K, = G, = GDG, .
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Z rovnice (28) je patrno, e slozka G, p¥islugi samotné regulované soustavé bez komn-
penzace vlivu poruch a slozka GDG, vyjadfuje vliv kompenzace zp&tnovazebni
smySkou. Jednotlivé prvky matice G, miiZeme vyjddfit mocninnou fadou

(29) G = bz ™ + bpyyz” ™D

Pouzijeme dédle pro prvky matic G a D, po rozvedeni v fady, stejné oznadeni expo-
nenth pfi komplexni proménné z jako v odstavci 2. Prvky matic, které pfedem
CasteCné determinuji zp&tnovazebni sloZky pfenostt v matici K,, nechf, rozvedeny
v jedinou fadu pro kazdy prvek matice K,, zatinaji &lenem pfi z~*. (V uvaZovaném
ptipad® je I = m + g.) Pak pro prvni exponent slozky, piisiusné zp&tnovazebni
smy¢ce, plati vztah (16). Podle podminek fyzikdlni realizovatelnosti ma byt h = m +
+ g. Vyslovend podminka vyplyva z toho, Ze &islicovy korekéni Elen dostdvd. infor-
maci o zméné poruchové velifiny zpoZdénou o interval mT. V okamZiku mT viak
nemiZe poéitad vliv poruchy jest€ kompenzovat protoZe vystupni signdl poditace
v okamZiku mT se piendsi soustavou G a na vystupu této soustavy se projevi se Zpoz-
dénim gT.

Neni-li splnén poZadavek vyjddfeny rovnici (16) miiZeme &initelem z™¢ u matice
D pozadavek fyzikdlni realizovatelnosti pfedem determinovat. Exponent g vypo&teme
z podminky (17).

Proh=m+ gje

10 ¢e=N-M+g+m—-1-1 pro N>M—-g-m+1+1,
(30) 0=0 pro NEM—-—g-m+1+1.

O zplsobu uplatiiovdni &initele z ™2 plati zde stejné pfipominky, které byly uvedeny
v zdvéru odstavce 2.

4. PRIKLADY

S ohledem na struénost ukdZeme aplikaci teoretickych vysledkil na dvou jedno-
duchych ptikladech jednoparametrovych regulaénich obvodd.

Priklad 1
Necht pro fizeni je
T, w(z, 0) =1

18(z, 0) = 28(z, 0) +[S..(z, 0) = (z_—g’g;_l(szz—_.z_) +1=
_ (z — 0,4558)(z — 2,1942)
(z=05(@Ez-2




Upustime-li od integrace podle nezdvisle proménné ¢ a za pfedpokladu, Ze pfenos
fizeni neni pfedem determinovdn spojité pracujici ¢dsti regulaéniho obvodu, zjedno-
dusi se vyraz (20) na tvar

Q2
(31 . Doy = q% [—Z ;ff] . oo =Lig,
z z
kde podle zaddnj
(32) o — z — 0,4558 - _z—=21942
z(z — 0,5) z—2

V rovnici (18) je N = 2, M = 1, I = 0 a necht g = 1 (regulovand soustava je fddu
n > 0 a bez dopravniho zpoZdéni). Z rovnice (18) plyne ¢ = 1. Po dosazeni do vyrazu
(32) vypotteme

0,0442
33 D,, = e
) T 1 — 04558271

Optimdlni pfenos Fizeni je
_0,0442271
1 —0,4558z71"

-1

(34) Kw =2z Dop!

Kdybychom pfenos fizeni pfedem nedeterminovali podminkami fysikdlni realiso-
vatelnosti, stanovili bychom fysikdln& nerealisovatelny pfenos

. 0,0885
35 K, =—2°°
(3) Y1~ 04558271
Priklad 2

Necht pro kompenzaci poruchy je
rf(z0=0,

—-1,5z
(z~05)(z~-2)’
0,1306z~* (1 + 2,9276z™") (1 + 0,20712?‘)

(t —z"1) (1 - 0,6065z™1)> ’

_0,3608z" ! + 0,2585272
(1 — 0,6065z 1)

Sudz, 0) =

G(z,0) =
6z0)

Upustime-li op&t od integrace podle nezdvisle proménné &, je pfenos poruchy K,
pfedem &dstedné determinovdn podminkami stability podle vztahu

(36) K,=G,—z°BD,

407



408

&
¥ : ‘

kde B~ = (1 + 2,9276z7*) tj. nestabilni kofenovy &initel &itatele pfenosu G.
(26) v tomto jednoduchém p¥ipadu nabyvd tvaru

1 [2%G,S..B~
[ an e8]
[ z® 4

ot~ = LB 5,

(37)

kde podle zaddni
—4,3914(z 4 0,3416) o = z + 2,9276

9 o= z(z — 0,5) ’ E

z-2
Vrovnici(30)je N =2, M =1,1=0h=m+ g =2,

(39) e=N-M—-1—-I1l+m+g=2.

Po dosazeni do vyrazii (37) vypotteme

_ 10,3576 — 0,2065z™* + 0,0408z2
(1 +0,3416z71) (1 — 0,6065z™ 1)

(40) Doy

Optimdlni pfenos pro kompenzaci poruchy je pak podle rovnice (36)

_0,3608z"" + 0,0241z"% — 0,7521z"% + 0,5637z"* — 0,1194z"°

K,
1 — 0,8714z71 — 0,0466z2 + 0,1256z >

Z vysledkt je patrno, Ze prvni koeficient v Citateli pfenosu K, je stejny jako prvni
koeficient v ¢itateli pfenosu G,. To znamend, Ze Cislicovy korekéni €len v dasovém.
okamZiku T podle poZadavku fyzikdini realizovatelnosti je§t& nezasahuje.

(Doslo dne 23. dubna 1965.)
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SUMMARY

The Physical Realizability of an Optimum, v-Parameter, Discrete,
Linear Control System Determined in Wiener’s Sense

VLADIMIR STREJC

The paper deals with the theory of the synthesis of linear loops with a continuously
operating controlled system and with a discretely acting controller; the input signals
of the loop are cross correlated random signals. It is assumed that the controllers,
or the discretely acting correcting members, are realized by an automatic computer
directly connected in the feedback to the controlled system.

In the paper attention is drawn to the fact that in some cases the normal synthesis
procedure according to the minimum of mean square deviation may lead to physic-
ally unrealizable transfer functions of closed control loops. It is also shown that
there are different conditions of physical realizability for loops designed for optimal
controlling action where operative command signals are distorted by disturbances,
and for loops designed for the optimal compensation of disturbances where com-
mand signals are invariable.

The method by which it is possible to decide in advance whether the resultant trans-
fer functions of closed control lopps will be physically realizable or not is demonstrat-
ed. For the latter case a modified synthesis procedure by which it is possible to ensure
the conditions of physical realizability is put forward. The theory of synthesis in this
sense has been worked out generally for multi-parameter, linear control loops with
cross correlated input signals; it is assumed that disturbances may act at the same
points as the command signals, or at any arbitrary input points of the controlled
system. The results can be also easily applied to simple, e.g. single-parameter control
loops.

The paper ends with two examples of the application of the proposed modified
synthesis procedure; in both examples normal procedure leads to a physically un-
realizable solution.

Inz. Viadimir Strejc, DrSc., Ustav teorie t‘nformacé a automatizace CSAV, Vysehradskd 49,
Praha 2. '



