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Vypocet prechodovych charakteristik
nékterych soustav s rozloZzenymi parametry
pomoci ¢asovych fad

JAROSLAV MARSIK

V &lanku se popisuje numerickd metoda vypoltu pfechodovych charakteristik z pfenosu typu
eF(P), Metoda je vhodné pro vypocty na samolinnych poéitadich, jak ukazuji uvedené piiklady.

1. UVOD

Numericky vypodet pfechodovych charakteristik soustav s rozloZenymi parametry
nardZi Casto na zna€né obtiZe pfi feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic.

PoufZiti Laplaceovy transformace je moZné obecng jen u rovnic s derivacemi nejvyse
druhého fddu podle délkového argumentu a vede obvykle na transcendentni pie-
nosy s &leny typu e,

Prenos ") m4 viak n&které specidini vlastnosti, jich? se d4 s vyhodou pouZit pro
vypodet jinou metodou, kterd je velmi jednoduchd a zvld§t& vhodnd pro pouZiti
&islicového potitate. Metoda se zaklddd na souvislosti Laplaceovy transformace
schodovitych funkci s ¢asovymi fadami, jejichZ aplikace v daném p¥ipadé dévd jedno-
duchy numericky postup ve formé rekurentniho vzorce.

2. PODSTATA METODY

Je dédna funkce
0) ¥(p) = @

(p je Laplaceliv operdtor), k niZ mame nalézt origindl y(1).

Origindlem funkce F(p) v exponentu budiZ znimd funkce f(t) (bud spojitd nebo
s konetnym podtem nespojitosti, ale vidy konednd). Funkei F (p) pak mizeme pfi-
blizn& vyjddFit numericky pomoci tzv. asové Fady, kterd je v podstat® tabulkou po-
fadnic funkce f(f), nahrazené schodovitou funkei o stejné plose (viz obr. 1).
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Laplacetv obraz této schodovité funkce je totiZ polynom

— e P4
(2) 1 -c [fo +fle—PA +f26—2pd + ... +f"e~n,m + ]
p

a asovd fada je jen symbolické vyjédieni pomoci koeficientd tohoto polynomu —
pofadnic ndhradni schodovité funkce:
(3) {f(t)} = {fonﬁfz;fs;-“;fn;-”}'

Pro Zasové Fady plati stejnd pravidla jako pro Laplaceovy obrazy: Soudtu obrazi
odpovidd soudet origindlii, soudinu obrazii odpovidd konvoluce origindli. (Scuéin

of

Obr. 1. t

polynomit typu (2) znamend operaci s koeficienty t&chto polynomi, zcela shodnou
se zndmym numerickym vypo&tem konvolutorniho integralu.)

Ukelem této prace viak neni vyklad teorie (kterou miiZeme najit v literatufe uvedené
na konci), nybr# ukdzka jedné neobvyklé aplikace, ov&fené vypolty na &islicovém
poc¢itadi. Proto nebudou uvdd&ny ani zvldstni dikazy, které byly potiebné pted ové-
fenim.

Jako elementdrni funkce €asovych fad slouZi impuls jednotkové vysky a Sitky 4.
Proto pracujeme s odezvami na tento impuls (a ne s odezvami na Diracty impuls).
K vyjadfeni Y(p) Casovou fadou tedy musime pouZit origindlu k vyrazu e™*® kde

— e P4
By =178 R
14
(odezva na zmin&ny impuls); teprve origindl funkce F(*;) pak nahradime zpiisobem
podle obr. 1. .
Pfitom nds nesmi mdst okolnost, %e velikost odezvy na obdélnikovy impuls bude

piirozené zéviset na Sifce A. ZmenSime-li na pfiklad tuto $itku dvakrdt, bude odezva



dvakrdt mensi. Do stejného Casového tseku vSak pFipadne dvojndsobny podet po-
fadnic, se kterymi potitdme, takZe (i vicendsobné) konvoluce v tomto asovém tiseku
ddvaji vysledek ve sprdvném métitku — jako odezvu na uvedeny impuls poloviéni
$ifky (odezva dvakrdt mensi). Pogitdme-li tedy odezvu na urdity signdl libovolného
tvaru, sloZime si tento signdl z patfi¥ného poétu impulst zvolené §ifky, provedeme
konvoluci s odezvou na impuls o této Sifce a jednotkové vysce a dostaneme spravny
vysledek. (Je samozfejmé, Ze viechny tyto uvahy plati jen pro pfipad, Ze krok 4 je
dostate&né maly.)
Funkee (1) bude mit po vyjddieni pomoci Sasové fady tvar

(4) {y(t)} = elfoi S S35 meed |
Exponencidlu viak miZeme napsat ve formé& soucinti:

(5) elfoi S5 3 & 0305053 {05 f130;050.3  o{0;05 12,0100
el fuimuly. ) e
Abychom dostali z transcendent &asové fady, pouZijeme Maclaurinova rozvoje jed-
Y Y, pouzij AN ]

notlivych exponencidl:
Nulty ¢len

££.0:0- 12 {£.0:0:0:
Qo0 0 = 1 4 [£0:0;0;...) +Lf°:,&9""1 o +,¢°L0;&0""}n

pal n!

6) = {(1 + fo +£é+ﬁ + .+ s + ..);();0;...} = {/°;0;0;0;...} .
2! 3! n!

Prvnj ¢len

C .00 12
Q05010 gy {O;fl;(); g {O,fl,(;,'(), .} R

4 {0:£:30:0; .} +
n!

L0 2. 0
={l;0;0;...}+{0;f1;0;...}=&%91—1}+...+

! 207307 T

) +{nnul;f'1';nu])’} +_“={];f];f_f,ﬁ, fi. }
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Druh}'lélen
o 0;0; f,; 0;...}2
y e{oor; >_1+{00f2’ }:{_Lz’_lmjL

+M_0_}+ = {10505} + {0;0; 553050 +

: nl

+{O;0;0;0;f2;0,...} { nnul; f3: ""}+...=

21 ) n!

fr 0. 15, fi.
{10f2,'03'.on!
Treti &len (vysledek)
9) {100f3,00f 002300£3 00f3~..}.

n!

Obecné& m-ty &len
2 3
(10) {1 ‘m —~"1 nul; f,,; m — 1 nul; f ,m—lnul j;y atd}

Abychom dostali Sasovou Yadu p(t), musime provést konvoluce viech &leni:

T n 2 3 4
PO} = {50 0;.--}{1 fu 2t f‘ ’;: ;---;%}-{1;0;.1'2;0;);—2!;0;%;0;—%}

2 4
lm—lnulf,,,,m—lnulf ;m — 1nul; f""m—lnulf .Latd.
21 31 41"
(11)

Na prvni pohled by se zddlo, Ze k vypodtu libovolné pofadnice funkce f(¥) potfebu-
jeme nekoneény poget konvoluci (nekoneénd Maclaurinova Yadal).

Podivame-li se viak bliZe na m-ty &len rozvoje (vyraz (10)), vidime, e méd na po&dtku
jedni&ku a pak je m — 1 nul a pak teprve pfijde dal3i platnd pofadnice f,,. Po konvo-
luci pfedeslého vysledku s timto -m-tym ¢lenem ziistane viech m-1 pofadnic Sasové
fady zachovdno z pfedeslého vysledku a nebude se jiz ddle menit, ani kdybychom pro-
vedli konvoluci s dal§imi asovymi fadami (kde podet nul jests déle vzristd).

K vypoctu tedy potFebujeme jen konecny pocet konvoluci a to jen tolik, kolik po-
Fadnic éasové Fady hledané funkce y(t) pocitdme.

Numericky vypocet je moZno ddle upravit tak, aby viechny operace, kde se ndsobi
nulou, odpadly. Vzhledem k tomu, Ze se vzristajicim poétem konvoluci roste téZ
podet nulovych mezer v &asovych faddch, je uspora operaci velmi podstatnd.
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Vypodet vyrazu (11) byl proto upraven na rekurentni vzorec, v né€m# je na uvedené
okolnosti bran ohled (odvozeni tohoto vzorce je v dodatku):

k<n/m

£
(12) V) = Y Yuoi(n—km). 2,
K=o k!

n =0,1,2,3,4,..., N (poget pofadnic),
m=0,1,2,3,4,...,N (poget konvoluci),
VulR) je n-td porddmce funkce y(f) po m-té konvoluci.

Vypotet n-té pofadnice je ukonlen pfi m = n (hodnotou y,(n)). Potateém pod-
minka:

yo(0) = ¢, yo(n) =0 pro n £ 0.

K vypottu potfebujeme celkem N bodi funkce f(1).
Pocet operaci je pFiblizng tmérny vyrazu:

N2 1
e~ 1 R
(13) Pr— {1 +i4+3+3 .+ N}

Program pro vzorec (12) je velmi jednoduchy.

Piiprava pro strojni vypodet zdleZi vlastng jen na vypoétu &asové Yady exponentu.
Je to sice prdce pro pracovnika kvalifikovaného, ale nezabere mnoho &asu.

Vypodet exponentu { f(#)} lze formulovat jako diferendni rovnici, kterd je pro stroj
nejjednodu$¥i. ProtoZe nejde o standardni postup jako pii vypoétu vzorec (12) (ktery
ztistdvd nezménén pro libovolny exponent), je tieba ukdzat na piikladu, jak se takovd
rovnice pro dasovou Fadu {f(1)} sestavi.

Je ddna funkce v exponentu

_ p‘+ a
(14) F(p) = c—~p oy

jako obraz odezvy n&jaké soustavy na Diraciiv impuls. Hleddme nejdfive origindl
odezvy na impuls jednotkové vysky a §itky 4. Tento impuls uvaZujme jako rozdil dvou
jednotkovych skokt vzdjemn& posunutych o &as 4, takZe hledanou odezvu miiZeme
sloZit ze dvou odezev na skok stejnym zpiisobem.

Odezva na skok:

(15) —~.c %—-cl;.[a—(a——b).e_'"].

Odezva na impuls $itky 4:
pro0<t< A

(16) === [a=(a= 5.,
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pro t > 4
(17) £l = - % e —b).e™ (¢ = 1)
(rozdil dvou posunutych odezev na skok).

Hodnoty funkce f(f) v pdlkdch intervaléi (hodnoty pofadnic &asové fady podle

obr. 1):
pro t < 4

¢ ,
(18) fo=— e fa — (a — bye ™ »] .
Dalsi body (pro t > 4):

fi=— %(a _ b) L ebAn+1/2) (e“ _ 1) _

~

2¢ b4
19 = — =(a — b).sinh — . g7b4",
(19 < (@~ 8). sinh

Oznadime-li konstantu

2—c(a-—b).sinhﬂ =K,
b 2

bude (pro t > 4)

(20) f, = — Ke b4,
~Vyrazu (20) odpovid4 diferendni rovnice:
(21 fo—e fu =0,
s po&dteéni podminkou
(22) foe=—K.
Poddteéni podminka fg je viak jenom startovnim bodem pro rekﬁrenlni vztah (21):
(23) fo=e
ktery plati pro ¢ > 4, tj. teprve od n = 1 (fg je extrapolovand soutadnic pro ¢ = 4/2,
kde plati jin¢ feSeni, totiZ f, ze vztahu (18)).

Do hledané gasové fady {f(r)} dosadime za poédteni bod hodnotu f, ze vzorce
(18) a hodnoty f; aZ f, vypogitané z (23).

Sestaveni programu pro (23) je oviem trividlni, takZe viechny pfipravné préce ke
strojnimu vypoCtu zdleZi jen na sprdvném urdeni pfenosu a formule pro €asovou fadu
funkce v exponentu.



Timto zplisobem se daji fesit parcidlni diferencidlni rovnice s derivacemi podle
délkové veli¢iny nejvyse druhého Fddu, pfiCemZ viak prakticky nezdleZi na fddu deri-
vaci podle &asu.

3. PRIKLADY VYPOCTU

Uvedend metoda pro vypocet vyrazu

e(ﬁa;ﬂ.; ce Bny L}

byla naprogramovdna pro pocitaée Ural 1 a Ural 2. Bylo ji pak pouZito v §ir§im
programu k vypo&tu pfechodové charakteristiky pro poruchu vstupni veli¢iny skokem,
byl-li pfenos uzaviené smycky

e~ Tap—c(pta)/(p+b)

F, =

1+ 5o 1 e~ Tap—clp+a)i(p+b)
T, p

(Jde o prehfivdk pdry, regulovany vstfikem kondenzdtu; reguldtor s integraéni
slozkou.)

Vysledkem vypoétu podle tohoto programu je¢ pfechodovd charakteristika v po-
dobé postoupnosti pofadnic (Sasové fady). Cisla N resp. 4, kterd se zvoli na zagdtku
vypod&tu, uréuji pocet kroki resp. délku kroku v této posloupnosti.

Program je pfizpiisoben obecné volbé N a 4 s podminkou, #e N £ 500. Tato
hranice je ddna velikosti operativni paméti Uralu 2.

Programy pro pocitace Ural 1 a Ural 2, které vypracovala s. Véra FriSovd, jsou
k dizposici v Ustavu vypoétové techniky CSAV — CVUT.

Na Uralu 1 trval vypoéet jednoho piikladu pfi N = 100 pfiblizn& 2,5 hodiny.
Program pro Ural 2 je jednodussi a jeden piiklad trvd 3 minuty.

Metoda se dobfe osvédéila nejen u pEikladi, kde se pritb&h funkce ustdlil bez kmi-
tdni, nybrZ i u pfib&hh vyrazné kmitavych.

Tato skutecnost byla ovéfena napf. pfi vypoétu asové fady, odpovidajici vyrazu

e~ lr

>

p

jehoZ origindlem je Besselova funkce Jo(2./1).

Uloha byla na stroji Ural 1 spoétena s krokem 4 = 1. Nasledujici graf (obr. 2)
ukazuje, o kolik procent se lifil v riznych bodech vypodteny vysledek od hodnoty,
kterd byla ziskdna linedrni interpolaci v tabulce Besselovych funkci.

(Jak jiz bylo fedeno p¥i popisu metody, kazdd pofadnice posloupnosti vysledki
odpovidd hodnoté nezdvisle proménné v poloving zvoleného intervalu 4; &ili jed-
notlivé pofadnice odpovidaji hodnotdm nezdvisle prom&nné k.4, kde k= 1
liché.)
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212 Z dalstho grafu (obr. 3) je vidét, v jakém vztahu jsou vysledky pogitané s krokem
4 = 4 (oznaZené na kfivce teSkou) a vysledky s krokem 4 = 1 (oznagené kiirkem).

Graf piislusi origindlu funkce
1 e~ rralptne

p
kde a = 0,00333; b = 0,1097 a ¢ = 1,9.

Obr. 2.

Chyba v ustilenem stavi 147,

Obr. 3.
4. ZAVER

Popisovand metoda umoZnila pomérn€ jednoduché Yefeni obtiZzného poletniho
problému, ktery se vyskytuje pii automatické regulaci teploty pfehfivdku pdry.



Vysledky, ziskané na &islicovych pogitadich Ural 1 a Ural 2 jsou velmi dobré.

Kontrolni ptiklady ukazuji pomérné zna¢nou pfesnost metody i pfi velmi hrubém
kroku.

Hlavni vyhodou tohoto zpisobu vypoctu je standardni charakter jeho hlavni ¢dsti,
ktery umoZiiuje snadné feSeni soustavy simultdnnich diferencidlnich rovnic obyZej-

nych s rovnici parcidlni druhého fddu podle délkového rozméru a i vyssiho Fddu
podle &asu.

DODATEK
a) Odvozeni vzorce (12)

Opakovanou konvoluci, naznagenou ve vzorci (11), vyjdd¥ime pomoci zndmého
vyrazu pro konvoluci dvou funkei

¥(n) =k§0A{n ~ 1) B,

ktery upravime na potfebny rekurentni tvar:

n

(24 V) = 3 Yua(n = k). B,(K).
%=0
B, (k) je k-té pofadnice &asové fady
i fa
_ (25) {B.} = {1; m — 1nul; f; m — 1 nul; 2—':' ;m — lnoul; 3—';‘ ; atd}
Z této Casové fady vidime, Ze
B,.(0) =1,
Bm(l) =0 ’

Bm(m — 1) =0,

B,{m) =fu,
Bum + 1) =0,
atd.
Z toho vyplyvd obecné:
Bo(km) = I

(26) ,, (k) = o

a

(26') B,(n) =0

pro n+ km (k=0,1,2,3,...).
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®

Dosadime-li tedy tyto vysledky do vztahu (24), dostaneme hledany vzorec (12):

kS (njm)

fk
Yt} = Y yu_u(n— km). 22,
50 K

b) Nepfesnost metody

Zatim se nepodafilo nalézt obecné kritérium pro odhad chyby samotné metody
v zdvislosti na Sifce kroku (bez uvdZeni nepiesnosti potitace).

Viimnéme si pouze zajimavého zjiSténi, Ze chyba funkce y(t) v ustdleném stavu
(t = ) je nulovd pFi jakémkoliv kroku A, je-li FeSeni stabilni a je-li exponent f(t)
sloZen z exponencidl. ’

Tato okolnost je velmi vyhodnd pro uréeni pfipadné chyby, zpsobené nepieshosti
potitage (kterd je tim v&tdi, &im vice krokd potitdme, nejvétsi tedy v ustdleném
stavu). '

Pfedem je ovem nutno Fici, Ze to neni okolnost zvI43f piekvapujici, uvédomime-li si,
Ze pii vypoétu diferencidlnich rovnic ndhradou derivaci diferencemi je feSeni v dase
t — oo rovnéZ nezdvislé na Sifce kroku (nebot v ustdleném stavu jsou viechny dife-
rence nulové).

Zpiisob nageho vypodtu se oviem od vypoétu diferendnich rovnic tak lii, Ze se ne-
dala tato okolnost pfedpoklddat. Vysvétleni je jednoduché:

Mame-li Laplaceiv obraz funkce y(1)

F(p)

e

Y(p) = .
14

je hodnota této funkce v ustdleném stavu

e 14
lim p(f) = lim p — = "0,
[ p0 P
ProtoZe

F(0) = f“}rt) dt,
0

bude 7

y(oo) _ efg"mm:

ProtoZe pocitdme se schodovitou ndhradou funkce f(f), bude hodnota y*{oo),
timto zpiisobem vypocitand:

8

fn
y(oo) = e"=0"



L
a pomér sprdvné hodnoty k vypoctené

) BN
y*(o0)

O chybé tedy rozhoduje rozdil ploch pivodni spojité funkce f(¢) a jeji ndhrady.

Zbyvd tedy vysetfit zdvislost tohoto rozdilu ploch na §ifce kroku 4 pro pt¥ipad, Ze
funkce f(t) je soudtem exponencidl.

Postadi, kdyZ obecn& vysettime jedinou exponencidlu. Znovu podotykdme, 7e uva-
Zujeme schodovitou ndhradu podle obr. 1. Mé&jme funkci

ft)=e™*.

Jeji plocha je 1/a.

P¥i najem vypoctu pouZivime konvoluce funkce f(f) s obdéInikovym pulsem o Sifce
4 (viz vyklad na zagitku tohoto &ldnku), jejim# vysledkem je:

At)* P(t) = }-(e“‘ —1).e.
o
Podle dfive uvedeného postupu budou potadnice schodovité ndhrady této funkce:

fo= l([ - e~(14/2))’
2

f, = l_e»m(uu-) (e - 1).
o
Plocha
a 1 —(adf2 1 € —(24/2) ~ad
Jot Th=t ey L LT (e ) =
n=1 o a 1 —e™*

= 1_(1 — ey 4 Lomar 1
o x o

Tento vysledek ukazuje, 7e pouZity zpisob ndhrady exponencidly ddvd nulovou
chybu plochy pfi jakékoliv $ifce kroku. Z toho vyplyvd i nulovd chyba pro y*(o0)
— oviem, jak jiZ bylo fegeno, dokud feSeni zistav4 stabilni.

Funkei f(f) miZeme oviem aproximovat dokonaleji, ukdzalo se viak, e pouZitd

aproximace dobfe vyhovovala.
(Doslo dne 10. listopadu 1964.)
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SUMMARY

The Computation of Unit Step Responses of Some Systems with
Distributed Parameters by means of Time Series

JAROSLAV MARSIK

A simple numerical method for computing the inverse Laplace transform of a trans-
cendental image e"® is given. This method, which has been successfully tested, enables
to solve some linear partial differential equations with derivatives according to the
space variable up to the second order and according to the time of practically arbitrary
order. '

The method is based on the approximation of the image F(p), corresponding to the
continuous original function f(t), by a step function using the time series notation.
The approximated transcendental function is decomposed into a product of simpler
transcendental functions that can be expanded into simple time series with very
advantageous properties.

The convolution of these series is then the time series of the searched inverse trans-
form.

The computation is modified into the form of a recurrent formula appropriate for
digital computers. The program in question is a standard one, applicable for all those
functions F(p) in the exponent, the time series expansion of which is known. (Thus,
only the auxiliary program for the computation of this time series must be changed.)

The method is suitable also for the computation of some types of Bessel functions
from their Laplace images.

Inz. Jaroslav Marsik, CSc., Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49,
Praha 2.




