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Identifikace linearnich soustav
s nasobnymi poly

PANE VIDINCEV

Clanek pojedndvé o zjisfovani dynamickych viastnosti linedrnich spojitych soustav s ndsobnymi
(obecné komplexnimi) poly. UvaZuje se zde také vliv umu, ktery zkresluje vystupni signal,
V ¢lanku je také zminka o zptsobu FeSeni soustay linedrnich rovnic typu (20) nebo (30).

Metodika a pojeti problematiky identifikace linedrnich soustav je v prdci [2] zalo-
Zena na predpokladu, Ze vySetfovand soustava md jednoduché pély. Z této prdce neni
zfejmé, jak celd zdleZitost vypadd, kdyZ toto omezeni neni spIngno, tj. kdyZ obecng
kazdy pél analyzované soustavy je n&jaké ndsobnosti.

Bude-li zndm postup jak zjisfovat dynamiku linedrnich soustav s ndsobnymi pély,
bude také zfejmé, jak postupovat, kdyZ tyto pély jsou jednoduché, nebot to bude
specidlni piipad je-li ndsobnost viech pdli stejnd a rovnd jedné.

V této prdci predpokldddme, e prenos K(p) vySetfované linedrni soustavy se
soustfedénymi konstantnimi parametry md obecnd komplexni pdly by, by, ..., b,
postupné s ndsobnosti Ny, N, ..., N,. Obecné potom bude

w
Z B,,p" n Ny A,
&) R D I
o (p + bv)N" v=1lj=1 (P+ v)
v=1

kde b, a A,; jsou obecn& komplexni &isla;

) Reb, >0, v=12,..,4
a kde ddle

u
(3) m=YN,zm+1

je ¥dd vySetfované linedrni soustavy, m < co.

Ukolem je urdit &islo m a komplexni &isla b, a 4,;.
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Vychdzime z pfedpokladu, Ze podteéni podminky jsou nulové a Ze vstupni signdl
y(t) vySetfované soustavy je skok velikosti C, tedy y(f) = C. Symbolem x(t) oznadi-
me vystupni signdl soustavy. Z toho, co bylo uvedeno plyne, Ze .

_oin =S v Ay
(4) X(p) = ,2’{ (I)} PR (p T bV)NV+1—j .

o1 1 _ 1 ot N"z’ 1"b"
p(p—l— bv)l\'v+1—j - pNvt1-i

takZe potom bude

©) x(f) = 2" HX(p)} = Z Z L bl e 1( —e Nij tf_b;) .

k=0 k!

Plati viak

UvdZime-li, Ze plati vztah (2) (Ze tedy jde o stabilni soustavu), dostaneme z vyrazu (5)

() x(oo) c Z Z b" +1 i

Ustdlenou hodnotu x(c0) miiZeme z grafu odezvy x(t) vidy odegist. Pro usnadn&ni
dal§i prdce posufime potdtek soufadnic vztahem X(t) = x(cv) — x(t). Podle vyrazi
(5) 2 (6) tedy bude

ro Ny b Ny—j tkhk
™ W()=Cy ¥ Cye™ 3 —2,
v=1 j=1 k=0 k!
kde jsme pro jednoduchost zdpisu zavedli
(8) C,; = A v=12,..,uj=12,..,N,.

Yo pMti-?
v

Ukol, ktery jsme si postavili — ur&eni &sla m, komplexnich &isel b, a 4,; — bude-
me felit na zaddtku této prdce takto: vyjdeme z pfedpokladu, Ze 1. levd strana (7) je
presné zndmd a 2. je zndm fad m soustavy.

V daljich &stech této price ukdZeme (na zdklad® zdvérd prvni &dsti), jak postu-
povat, kdyZ tyto dva predpoklady nejsou splnény, tj. kdyZ levd strana vztahu (7)
obsahuje Sum a kdyZ nezndme &islo m, které je tfeba ur¢it.

Zavedme si
) t=oh, «=0,1,2,...,

kde h je velikost korku dé&leni na ose t.
V linedrni kombinaci

(10) Ly(Dy) = iobsx(ah + sh)



hledejme nezndmé D tak, aby byla splnéna podminka
(11) L(Dy)=0.

Napfed najdeme postadujici podminku k tomu, aby byla spinéna rovnost (11).
Dosazenim do vyrazu (10) za ¥(ah + sh) ze vztahu (7) dostancme

v Bk
v

m 4 No N
L(D)=C $D,3 3 Cy S 0 (ah + shf e-tutehssn —
s=0 v=1j=1 k=0 k!

' & Ny Ny=jpkom
(12) =cYy Yc,; ¥ ]j Y Dy(ah + sh)f e=bshsh)
k=0 - 5=0

v=1 j=1
Uvédomime-li si, Ze

13
(13) (oh + sh)t ™0 h*sh = (1) % o bahtsh)

nabude potom vztah (12) tento tvar:

Ny—J pk ok

13 Ny m

19 LO)=C3 Yo, T B(etp Lo §pe,

y=1 j=1 k=0 k! obk s=0

Z vyrazu (14) plyne, Ze k tomu, aby byla splnéna podminka (11), stadi, aby

(15) Y De ™ =0, v=1,2,..,pu.

5=0
Oznalme si
(16) ey =z, v=1,2,.., 4.

Pro D, = 1 dostaneme z vyrazu (15), dosadime-li do né&j vyraz (16), tuto soustavu

rovnic

(17) 1+YDzi=0, v=1,2,..,pu.
s=1
Soustavé rovnic (17) vyhovuje fefeni rovnice -
-
(18) 1+Y Dz =0,
s=1

kterd md m kofent

(19) z=2z,, n=12..,m,

z nichZ podle piedpokladu jen y je navzdjem riznych.
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Tim je celd problematika vyfe§ena, nebof na zdklad® poZadavku (1]) napiSeme
soustavu rovaic (pro D, = 1)

%(ah) + X(ah -+ h) Dy + X(ah + 2h) D, + ... + X(ah + mh)} D,, = 0,
%(ah + h) + %(oh + 2h) Dy + %(oh + 3h) Dy + ... + X(0h + mh + h) D, =0,

(20)

(ah + mh — h) + %(eh + mh)Dy + ... + %(ah + 2mh — h) D,, =0

ze které uréime nezndmé D,, D,, ..., D,. Dosazenim t&chto D, (s =1,2,..,m)
do vyrazu (18) a feSenim tohoto vztahu dostaneme kofeny (19); tim také zjistime,
které kofeny jsou stejné. Riiznych kofend z, bude celkem p. Dosazenim t8chto riz-
nych kofent z, (v = 1,2, ..., i) do vztahu (16) najdeme jako feleni nezndmé b, (v =
=1,2,...,p).

Tim bychom tedy méli urena komplexni &isla b, i jejich ndsobnosti N, (v =
=1,2,.., u).

Pro ureni nezndmych A,; si musime vztah (7) ponékud upravit nebot &isla b, jsou
komplexni. UvEdomime-li si, Ze

(20/) bke*b‘,! . (_1))‘ éi c—*bvt
v ot ’
miiZeme vyraz (7) napsat takto
2 Ny Ny—j ¢k P
(1 X)=CY ¥ Cy X (=D e
v=1 j=1 k=0 k! ot*
Cisla 4, ; miZeme nyni urcit napf. takto: ze soustavy rovnic
u Ny Ny=j 4 ok
() = CRel ) ¥ Cy Y L(=1)5e™™ 5,
v=1 j=1 k=0 k! az§
(22) p=12...,m,
Eu: Ny Nz g L
0=1I, C,; L (=1)f — e
" {v=l jgl =) k!( ) oty }

ur¢ime Re C,; a Im C,j; pak podle vztahu (8) uréime komplexni &sla A,.
ProtoZe

C,;=ReC,+ilmC,;,

vJ

&
it

Reb, + iIm b,,



nabude soustava rovnic (22) tohoto tvaru

(23) 5 N = &
) =C Y Y ReC,; ¥ L(-1f_—e "™ cost,Imb, +
v=1 j=1 k=0 k! oty

a Ny Nomi gk o
+C Y YImcC,; Yy A(-1)f — e " sint,Imb,,
y=1 j=1 k=0 k! 8!’;
N o

0=

v

e~ 'R cos 1, Im b, —

i1 P1=

v N
Im C,; L(=1) =—
151 Jkgok!( )az’,;
u Ny )\\.*J'ilé . a* —toRe )
- Zl jZlRecvj k‘;o k‘(—l) 558 M singImb,,
= = k! .

v

pfitom v soustavé rovnic (23) je f = 1,2, ..., m.
PRITOMNOST SUMU

Pii praktické analyze dynamiky soustav neni spln&n ani jeden ze dvou pfedpokla-
du, na jejichZ platnosti byl vybudovdn tento teoreticky model.

V praxi tedy pfedem nezndme ani ¥dd m soustavy, kterou vySetfujeme, ani pfesné
hodnoty levé strany vztahu (7). Napfed si viimneme posledni skuteSnosti a nakonec
se vratime k problematice uréeni fddu m.

V praxi ve skuteCnosti nepracujeme s pfesnym vystupnim signdlem x(¢), ale se
signdlem

&) = x(6) + 5(r)
tedy také se signdlem
(24) &) = x(1) + &(1),
kde §(¢) je chybovd funkee, Sum. O funkci 5(r) pfedpokldddme, Ze jeji funkéni hod-
noty v bodech vzdjemn& dostatené vzddlenych jsou navzdjem nezdvislé, Ze ddle
stfedni hodnota funkce §(1) v dostate&n® dlouhém intervalu konverguje k nule. Md-li
funkce 5(t) tyto vlastnosti (pfi méfeni bez poruch a bez systematickych chyb jsou
splnény tyto vlastnosti), je moZno ukézat zpiisob, jak urdit dynamiku soustav.

Rozdélme si zdkladni interval k na B stejnych podintervalii. V kaZdém bod&
takto provedeného dgleni najdeme funkéni hodnotu a hledejme, ¢emu se rovnd
stfedni hodnota téchto funké&nich hodnot. Oznaéme tuto stiedni hodnotu symbolem
&(ah). Bude tedy

L

(25) ah) = 3

B—-1 y
3 E(mh + = h), a=0,1,2,...
y=0 B

ProtoZe budeme mit ddn pritbéh &(t), operaci (25) miZeme vidy provést, tj. piipravit
si stfedni hodnoty &(0), &(h), &(2h), ... na tsecich o velikosti h.



Pozndmka: Volba velikosti tohoto zdkladniho intervalu md podstatny vliv na
piesnost metody a tedy i na pfesnost konecnych vysledkii. Podle zkuSenosti autora
je 1,0/M £ h £ 1,4/M, kde

u
M=YN,Reb,.
v=1
Nyni se podivejme, jak mZeme vyraz (25) rozepsat a jaké teoretické zdvéry z toho

plynou. Pfedevsim dosadme do vyrazu (25) za &(ah + (y/B) h) ze vztahu (24). Dosta-
neme

(26) ah) = 1 ii: )?(och + %h) + L BZI 5 (ah + h)

Spliiuje-li funkce S(t) diive uvedené podminky, je mozno druhy €len na pravé strang
vyrazu (26) zanedbat. Bude tedy po dosazeni za % («h + (y/B) h)

N [oR S (ah i >
@) =% F ¥ cpertmiomn Sl B Ly
B y=0 v=1 j=1 k=0 k!
Z linedrni kombinace .
(28) LDy =Y, D&(ah + sh)
s=0
je moZno pfi splnéni podminky
(29) Ly(Dg) =0

urdit Sisla D, feSenim soustavy rovaic (Do = 1):
Eah) + &ah + B) Dy + E&oh + 2h) D, + ... + &ah + mh) D, =
Eah + h)+ &oh +2Rh) Dy + &(ah +3k) Dy + ...+ Eoah+ mh+ h) D, =0,

(B0)
E(ah + mh - h)+ &ah + mh) Dy + &eh + mh + h) Dy + ... +
+ &ah + 2mh — B) D,, = 0.

K splnéni podminky (29), stadi, aby platil vztah (15). A skutetng, dostaneme

7 k
Be1 u M j(ah+sh+—h>
Z Z —b\,[ah+vh+(7/B)h] Vz B b? =

cn
L(D) = =
2( ) B —Z Z: i= k=0 k!
c! ¢ NV « bulah+sh+(7/B)h
= = C, (-1 De"va+s+(yj]__
B y=o v=zl =Y Z ( ) 6b" Z
(31) =¢ BZ_: i :V_l NVZJ 2( 1) & e‘bv[uh+(?/ﬂ)h] iDe—shbv .
B y=0 y=1 j=1 ”k o k! el



Postup pii urovdni komplexnich &isel b, (v = 1,2, ..., p) v ptipad® pfitomnosti
Surmnu je tedy ndsledujici: ze soustavy rovnic (30) se urdi &isla Dy, D,, ..., D,. Tato
&isla sc dosadi do vztahu (18), ze kterého se feSenim urdf kofeny (19). Téchto kofent:
je jen p rtiznych, tedy z, (v = 1, 2, ..., u). Ze vztahu(16) se pak uréi nezndmé b, (v =
=1,2,..., ).

K uréeni nezndmych A,; v pfipad pfitomnosti Sumu je ifeba vyraz (25) pongkud
upravit; predeviim je

2 c& &, i i & o Bt o
@ G =SE Yo, T h Lo T e
=y s =
Plati oviem
B-1 e 1 — e—hbe
9 ygoe - 1 — e BBy =f(b).
34 b —ahby _ o —ahby _5_ — oh - b.
en O R o )

(vztah (34) je moZno dokézat diplnou indukci), takZe potom bude

6) =% TS -yl (— Aah)"f(bv).

B =1 =1

Ze soustavy rovnic

E(ah) - { A e (= —ah)“f(m},

2= 0,12 ... (m—1),
O—Im{z e e""""Z( Py 2 (_—ah> (b)}

uréime neznimé C,; a pak podle vztahu (8) ur&ime komplexni &sla 4, .

Je oviem moZné pfi ur€ovdni 4,; vZit rovn€Z metody nejmensich Ctverct, tj. zvolit
si na ose &asu libovolnou posloupnost

tiotoy e by, M>m,
které pfisludi posloupnost funkénich hodnot

&(tr), &(t2)s -+ E(tar) »

a pozadovat, aby funkce
M
F(Re 4,;,Im A,;) = ¥ 5%(ty)
p=1

méla minimum. Touto variantou se zde nebudeme zabyvat.
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Na z4vér této &sti poznamendvame, Ze misto stfednich hodnot &(«h) danych vy-
razem (25) je moZno pfi uréovani komplexnich &isel b, pouZit integrali

h+ah

(k) =f Endt, a=0,1,2,...,02m~—1),

ah

jejichZ hodnoty uréime planimetrovdnim.
URCEN{ RADU VYSETROVANE SOUSTAVY

V tom pfipadé, kdy je zndm Fdd analyzované soustavy, plati soustava rovnic (20)
resp. (30), tudiz také vztah (18). Ur&ime-li ze soustavy rovnic (20) nezndmé Dy, D5, ...,
..., D,, a dosadime-li je do kterékoliv ndsledujici rovnice, plati

(36) x(ah + mh + gh) + ). DX(ah + mh + sh + gh) =0, ¢=0,1,2,...,
s=1
nebo v pEipadé soustavy rovnic (30)

(37) &oh + mh + gh) + Y, DE(ah + mh + sh + gh) =0, ¢=0,1,2,...
s=1
Platnost vztahu (36) resp. (37) plyne z platnosti vztahu (18); skuteng, je napf.

%(ah + mh + oh) + Y. Dx(ah + mh + sh + gh) =
s=1

—-c i %‘: C, e~ b tmbs oty N"ij (oh + mh + oh)* b+ »
v=1 j=1 k=0 k!

i€
s=1 v=1j=1 k=0 k!

+ iDsi NZVCV» ~bv(ah+mh+sh+2h)Nij (ah + mh + oh + sh) b'ﬁ} _

p Ny Ny—J pk oF m
=C {z Z Cvj Z oy (_l)k I e—b,,[azh+mh+ah) [1 + Z Dsewhbv]} .
v=1j=1 k=0 k! " s=1

Oviem vyraz v hranaté zdvorce v poslednim vztahu neni nic jiného neZ vyraz (18).

Podobng se dokdZe i vztah (37).

Skutenosti, Ze plati vztah (36), resp. (37), vyuZijeme k ureni fadu analyzované
linedrni soustavy. Pii feSeni soustavy linedrnich rovnic (20) resp. (30) dostancme
hodnoty nezndmych Dy, D, ..., D,, s chybami, takZe, kdyZ tato feSeni dosadime
zpét do soustavy rovaic (20) resp. (30), nedostaneme na pravé strané nulu, ale urdi-
tou mnozinu ¢isel blizkych nule. Z toho oviem plyne, Ze totéZ nastane, kdyZ Cisla
Dy, D,, ..., D,, dosadime do vyrazu (36) v p¥ipadé soustavy rovnic (20), resp. do
vyrazu (37) v pfipadg soustavy rovnic (30) — to znamend, Ze nedostaneme presnd



nulu, ale uréité &islo, které je blizké nule. Bude tedy ve skute€nosti

0,1,2,...

I

(38) x(ah + mh + oh) + Y. Dx(ah + mh + sh + gh) = #,,, ¢
s=1

po pipadg pfi feleni soustavy linedrnich rovnic (30) bude

(39) &oh + mh + oh) + Y. DE(ah + mh + sh + ¢h) =r,, ¢ =0,1,2,...
s=1

Prdveé to m, pro n&Z bude
(40) min|r,|, m=12,..,
po piipads

(41) min [#,|, m=1,2,..,

budeme povaZovat za fad analyzované soustavy. Toto &islo m nemusi byt presny
maéni matematicky modsl.

Na zdvér je tfeba upozornit na jednu zdvaZnou skuteCnost; pfi feSeni soustavy
rovnic (20) resp. (30) n&jakou iteratni metodou obydejné vznikaji potiZe numerického
charakteru — konvergence k spravnému feSeni miiZe byt velmi pomald. Pfi¢ina spo-
&vd v jedné zvldltnosti, kterd je charakteristickd pro soustavy rovnic typu (20)
nebo (30). Oznaéme symbolem a; (j = 1,2, ..., m) vektor, jehoZ komponenty jsou
prvky j-tého fddku matice soustavy rovnic (20) nebo (30). Uhel mezi libovolnymi
dvéma takto definovanymi vektory miize byt velmi maly, coZ md za ndsledek $patnou
feditelnost takovych soustav ijteratnimi metodami. (Kosinus Ghlu mezi dv&ma
vektory zde chdpeme jako pomér skaldrniho souéinu té&chto dvou vektort k soudinu
jejich norem.)

Tuto potiz, tj. Ze vektory mohou byt skoro kolinedrni, je moZno odstranit tim, Ze
se dand matice soustavy (20) ncbo (30) ortogonalizuje.

Je teba také podotknout, Ze v rovnicich (20) a (30) je nutno poloZit a = 0, jinak
obecné miZeme ztratit informaci o charakteru pfechodové charakteristiky v okol
poddtku.

(Doslo dne 10. bfezna 1964.)
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SUMMARY

Investigation of Linear Systems with Lumped Parameters

PANE VIDINCEV

Essential presupposition of the control systems synthesis is the knowledge of
dynamic properties of the controlled plant. They are these properties, which are
taken into consideration when computing the transfer function of the correcting
element to fulfil the chosen criterion depending upon the plant.

This paper deals with the determination of dynamic properties of linear systems
with constant lumped parameters. The dynamic properties can be fully described by
the transfer function (1). The problem consists in determining the numbers {gencrally
complex) b, and A4,; and the order (3), provided some characteristic of the investigated
plant is given. For the purposes of this paper the step response of the investigated
plant is supposed to be known and is used for the computing of original controlled
plant transfer function (1) The method given takes also into consideration the noise,
which distorts the controlled plant output signal.
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