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Anwendungen der Theorie der optimalen
Regelungnichtabbrechender Diffusionsprozesse

PETR MANDL

In der vorliegenden Arbeit wird an konkreten Beispielen c!ie praktische Anwendung der in [4]
und [5] entwickelten Theorie der Regelung von nichtabbrechenden Diffusionsprozessen dargestellt
und mit der Regelung abbrechender Prozesse verglichen.

Eindimensionaler homogener Diffusionsprozess im endlichen Intervall I = {ry,7;)
ist ein Zufallsprozess, X(r) welcher sich im Innern von I als die Losung der Diffe-
renzialgleichung

d X

dt(') = B(X(1) + /[2a(X(1)] &)

benimmt. Hier a(x), b(x) sind stetige Funktionen auf I, a(x) > 0. b(x) wird Koeffi-
zient der lokalen Verschiebung, a(x) Diffusionskoeffizient genannt. &(r) ist weiBles
Rauschen, dessen Spektraldichte gleich eins vorausgesetzt wird. Erreicht X(f) eine
der Grenzen von I, so kann der Prozess abbrechen, oder sind verschiedene Typen
der Fortsetzung von X (t) moglich. Im Folgenden wird nur der Fall vorkommen, daB
nach der Erreichung der Grenze r;, i = 0, 1, X(¢) in einem zufélligen Punkt wieder
seinen Anfang nimmt. Der Punkt sei mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) ver-
teilt. fi(x) = 8(x — x;), wo §(x) die Diracsche Funktion ist, bedeutet, da3 X(f) nach
der Erreichung von r; jedesmal im Punkt x; fortsetzt.

1. Um ein konkretes Problem vor Augen zu haben, betrachten wir die auf Bild 1
schematisch gezeichnete Anlage A. Auf einem Stadium der Produktion wird eine
Fliissigkeit F erzeugt und zwar nicht ganz regelmassig mit der Intensitat gleich einer
Menge p pro Zeiteinheit, sondern mit einer Intensitit, welche zufélligen Schwankun-
gen unterworfen ist. Die Schwankungen sollen mit geniigender Anndherung die
Form \/ (2D) {(t) besitzen. Dagegen der weitere Produktionsprozess erfordert regel-
méaBigen ZufluB} einer Menge p von F pro Zeiteinheit. Man hat also den Regulations-
behalter R mit der Pumpe zum Hauptbehilter P in die Leitung eingegliedert. Die



Einheiten seien so gewahlt, daB p = 1 und daB das Volumen von R gleich zwei ist.
Die Gesamtmenge von F welche R verlassen hat, kann also die Rolle des Zeit-
parameters spielen. Es sei X(f) die GroBe um welche der Zustand von F im R vom

Jdt+ 2D (t)dt
F

Bild 1.

Werte 1 abweicht. X(f) bewegt sich im Intervall (-1, 1). Die Arbeitsleistung von P
sei dem Werte von X(f) proportional. Dann erfiillt X(f) die Gleichung

SX() = ~hX() + /2D) €0,

wo h, D positive Konstanten sind. Wird R ganz voll oder leer d.h. X(t) = +1,
so wird die Produktion aufgehalten, der Zustand im R wird gleich eins gemacht und
die Produktion wieder fortgesetzt. Es ist also fi(x) = &(x).

Betrachten wir durchschnittliche Kosten, welche in der Anlage 4 auf eine Einheits-
menge von F entstehen. Die durch Aufhalten der Produktion und Einstellen des
Zustandes 1 im R verursachten Kosten seien N. Die Ausgaben auf P seien der
Leistung proportional. @(t) bezeichne die Kosten die bei der Produktion der ersten ¢
Einheiten von F in A4 entstanden und E(t) die Anzahl der dabei erfolgten Produktions-
unterbrechungen. Man hat, da die Leistung von P proportional X(7) ist,

o) =k j '|X(r)| dr + NE(1)-

Der Grenzwert
0 =1limt™" O(r)
t—= o
stellt die durchschnittlichen Kosten in der Anlage A4 dar.

Wir kehren jetzt dem allgemeinen am Anfang definierten Diffusionsprozess zu
und formulieren einen Satz, der die Berechnung von © ermdglicht. Wir setzen voraus,
daB die Ausgaben durch drei Funktionen c(x), vo(x) und v, (x) definiert sind. Dabei c(x)
soll stetig in I sein und es soll

Jr‘]"i(x)]fi(x) dx <o, i=01,
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gelten. Nimmt X(¢) fiir die Zeit df den Wert x an, so entsteht die Ausgabe c(x) dt.
Dieser Teil der Kosten ist also bis zur Zeit ¢ gleich [§ ¢(X(7)) dr. Erreicht X(f) die
Grenze r; und beginnt wieder im Punkt x, so wird die Ausgabe vi(x) verursacht.
Die durchschnittlichen Kosten pro Zeiteinheit @ werden durch folgenden Satz
charakterisiert.

Satz 1. O ist die einzige Zahl, fiir welche die Gleichung

) a(x)d£w+b(x)w—~@+c(x)=0,
X
eine Losung w(x), die die Bedingungen

o) j : <.[xw(s) ds + vo(x)> folx)dx =0,

ro ro

) [([ 7985 = n@)n e =o.

‘0 x
erfillt, besitzt.
Wir setzen
x

O(x) = exp J b(s) a(s)™' ds.

ro

Jede Losung der Gleichung (1) hat die Form
@ 009 [[ats) ™ 009 (9 ~ ©)ds + ko).

Das Einsetzen von (4) in (2) (3) ergibt zwei lineare Gleichungen, durch welche die
Unbekannten, k, ©, eindeutig bestimmt sind.

Wir berechnen @ fiir die oben beschriebene Anlage 4. Die Gleichung (1) und die
Bedingungen (2), (3) haben die Form

D—dww—hxw—@+k|x]=0,
dx

f?v(s) ds = —N, flvv(s) ds=N.
-1 0

Da aus der Symmetrie folgt w(0) = 0, so findet man leicht

1 X -1 k 1
0= D[J eWJ e~hy* dy dx] [N + ~(J ehxt dx — 1):|
0 o h 0

mit i = h/(2D).
Naheliegend ist jetzt die Frage, ob sich die Kosten in der Anlage A vermindern,
wenn man fir die Leistung von P eine andere als lineare Funktion wahit. Es sei



{~ w,w) das Intervall, wo sich die Leistung von P, welche den Parameter der 3
Regelung z darstellt, bewegen kann. Eine Regelung ist eine stetige Funktion z(x),
welche den Wert von z angibt, wenn der Zustand im R um x vom mittleren Zustand

eins abweicht. Die Differentialgleichung fiir X(z) hat dann die Form

S x() = - =(X(0) + /(2D) &)

und die entsprechende Kostenfunktion ist ¢(x) = kz(x).

Im allgemeinen Fall formuliert sich das Problem der Regelung folgendermaBen.
Es sind drei stetige Funktionen a(x, z) > 0, b(x, z), ¢(x, z) firx€l,ze J = <zy, z,»
angegeben. Durch die Wahl einer Regelung z(x) entsteht ein Prozess, welcher die
Gleichung

= = b(X(e), 2(X () + /[2a(X(), 2(X(1)))] &)

d x(¥)
dt

erfiiflt. Die Ausgaben sind durch die Funktionen c(x, z(x)), vo(x), v,(x) beschrieben.
Jeder Wahl einer Regelung entsprechen durchschnittliche, durch den Verlauf des
Prozesses verursachte, Kosten. Das Infimum dieser Kosten iiber alle mdglichen Rege-
lungen sei mit @ bezeichnet. & 14Bt sich mit Hilfe vom Satz 2 bestimmen.

Satz 2. © ist die einzige Zahl, fiir welche die Gleichung
d ) . -
(5 . w + min a(x, 2) ' [b(x, 2) w — O + ¢(x,2)] =0
b zed

eine, den Bedingungen (2), (3) geniigende, Losung w(x) besitzt.

Die Funktion £(x) die solche Werte annimmt, fiir welche a(x, z) ™ [b(x, z) w(x) —
— & + ¢x, z)] minimal ist, braucht nicht stetig sein. Tst 2(x) stetig, so folgt aus
Satz 1, daB 2(x) eine optimale Regelung ist. Wir bezeichnen

P(x, w; O) = frzr;ijn a(x, z) L [b(x,z) w — O + ¢, 2)] .

Dann 1aBt sich (5) als

(6) 4 w = &(x, w; 0),
dx
schreiben.
Untersuchen wir jetzt & fiir dic Anlage A. Man hat I = {— o, ), a(x,z) = D,
b(x, z) = z, ¢(x, z) = kl|z|. Folglich

D™ o(w - k) + 6] fir w2k 2x)=-o,
(7 dxw;0) =1 D16 fir W<k, 2(x)=0,
D w(—w—k)+ 8] fir w=—k 2(x)=0.
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Ferner (2), (3) gibt
1 1
j‘w(s)ds =N= —jw(s)ds.
0 0
Aus der Symmetrie folgt w(0) = 0. Wir werden w(x) fiir x & <0, 1> untersuchen
Wir setzen @ = D716, & = D™ 'w. Aus (6) und (7) bekommt man
w(x) = @x fir xe<{0, kO,
wx) = k — 0/® + (O)@) eot=-16) fiir x 2 k& .
Ist k/@ = 1, so hat man
1
fw(s)ds=%@ =N.
o

Also k = 2N. In diesem Fall ist die Benutzung von P nicht eintriglich. Ist k < 2N,
so0 ergibt sich & aus der Gleichung

»

J‘W(s) ds = K2/(28) + (k — 8]3) (1 — k/8) +

+ (B/a%) (e51-1®) — 1) =N .

Dic optimale Regelung ist fiir | X(r)| < k /® P zu ausschalten und beim Durchgang
von X(t) durch + k /& P so schnell wie moglich auf die hochste Leistung in Betrieb
zu setzen.

Wir werden jetzt voraussetzen, dal die Kosten fiir den Betrieb von P nicht der
Leistung, sondern ihrem Quadrat proportional sind, d.h. ¢(x, z) = kz>. Man findet,
daf dann ist

B(x, w; &) =w? [4kD + 6| D fir |w| £ 2ko.
Dabei ist

(8) 2(x) = —w(x)/(2k) .
Man bekommt aus (6) und der Bedingung w(0) = 0
9) w(x) = 2D7'  J(§/k) tg 3D~ J(H]k)x).
Folglich
fw(s) ds = —41lncos (3D7! \/(@/k)) =N,

(10) 6 = k[2D arcos (e M1*)}?.

Dic Bedingung |w| < 2kw ist erfiillt, wenn arccos (e™"/*) < n ist. Hier ist # die
Losung der Gleichung ntgn = tkw. Dann ist die optimale Regelung fiir alle x
durch (8) und (9) gegeben.



2. Als zweites Beispiel wird die Regelung eines Verzweigungsprozesses dienen.
Betrachten wir eine Kultur von Mikroorganismen in einem GefaB. Es sei X(t) die
Dichte (oder das Gesamtgewicht) der Mikroorganismen in der Nahrldsung. In
einfachen Fallen gibt die Voraussetzung, dafl X(t) der Differentialgleichung

(i11) 4X(@

de
geniigt, ein befriedigendes mathematisches Modell der Kultivation. Hier «, 8 sind
Konstanten, « > 0 ([1]). Aus (11) folgt, daB § den mittleren relativen Zuwachs von
X(t) darstellt. Wir werden f = 0 voraussetzen.

Die Kultivation soll fogendermafen verlaufen. Erreicht die Dichte der Kultur die
Gr6Be ry, so wird der Prozess beendet und entsteht ein Erzeugniss, das den Wert N,
besitzt. Erreicht dagegen X (t) eine Grenze r, > 0, d.h. die Verdiinnung wird so groB,
daBl man von einer Degeneration der Kultur sprechen kann, so beginut man mit
einer neuen Kultur welche die Anfangsdichte g, ry < ¢ < ry, besitzen soll. Die
Kosten der Einsetzung einer neuen Kultur seien Ny,

Setzen wir voraus, daB sich der mittlere relative Zuwachs # durch Einfithrung vom
zusitzlichen Nahrstoff Z um die GroBe z z € {0, w) steigern 1aBt. Dabei sei das
Resultat der eingefiihrten Menge von Z im folgenden Sinne proportional. Um f um z
withrend der Zeit df zu vergroBern, muB man die Menge koz X(f) df in derselben
Zecit einliefern. Die entstandenen Kosten seien kz X(f) d¢. Wir stellen uns die Frage,
wiz man den ZufluB von Z regeln soll, um die Kultivation mit niedrigsten Kosten
durchzufiihren. In den im Punkt 1 erklarten Bezeichnungen haben wir

a(x,z) = ax, b(x,z)=(f+2)x, ¢x,z)=kxz.

Da wir auch die einmalige Herstellung der Kultur untersuchen wollen, so modifizieren
wir die Bedingungen unter welchen Sétze 1, 2 abgeleitet wurden. Wir setzen voraus:

A. Nach der Erreichung der Grenze r| bricht der Prozess ab und es entstehen die
Kosten N;. Nach der Erreichung der Grenze r, beginnt der Prozess mit der Anfangs-
dichte fo(x) und Kostenfunktion vo(x).

B. Der Prozess bricht auf beiden Grenzen ab. Die Kosten sind N, auf ry, N; auf ry.

Der Fall B wurde eingehend auch fiir mehrdimensionale und inhomogene
Diffusionsprozesse in den Arbeiten [2], [3], analysiert. Die Arbeit [6] verallgemeinert
die Resultate von [2] in der Richtung, daBl man ein aligemeines Verhalten des Pro-
zesses auf den Grenzen zuldBt.

Da unter den Bedingungen A, B, der Prozess mit Sicherheit in einem (zufiilligen)
Zeitmoment 7 abbricht, so sind die erwarteten Gesamtkosten bis zu dieser Zeit vom
Interesse. Sie hangen von der Anfangslage X(0) = x des Prozesses ab und werden
mit u(x) bezeichnet. Ein Analogon zu Satz 1 ist Satz 3.

Satz 3. Man hat

= BX(1) + /(22 X(1)) &(r)

u(x) = Ny + f "w(s) ds,

x
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wo w(x) die einzige Lisung der Gleichung
d
a(x) —w + b(x)w + c(x) = 0
dx
ist, welche im Falle A der Bedingung

(124) j(j w(s) ds + vo(x>)fo(x> dx =0,

o

im Falle B der Bedingung

(12B) ] J lW(s) ds = Ny — N4

geniigt.

Das Infimum von u(x) iiber alle moglichen Regelungen wird mit #(x) bezeichnet.
Satz 2 entspricht folgender Satz.

Satz 4. Man hat
r1
a(x) =N, + j w(s) ds,

x

wo w(x) die einzige Losung der Gleichung
(13) -dgx w + min a(x, z) "' [b(x, ) w + ¢(x,z)] = 0
zeJ

ist, welche den Bedingungen (12 A), bzw. (12 B) geniigt.
Uber die Funktion 2(x) 1a8t sich dieselbe Bemerkung wie nach Satz 2 machen.
Wernden wir jetzt den Satz 4 auf das oben formulierte Problem der Kultivation von
Mikroorganismen an. Man hat
I=40,w), ax,z)=o0x, b(x,z)=(f+z)x,
c(x,z) = kxz, fo(x)=06(x — @), vo(e) =No.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir « = 1 voraussetzen. Die Einset-
zung in (13) und (12 A) ergibt

—ddmw=~((o+ﬂ)w—wk fir w< -k 2(x) = o,
x

d "

—w=—pw fir wz —k 2(x)=0,

dx

(14) - f " w(s) ds = No.

To



Bezeichnen wir mit y den Punkt in welchem w(y) = — k ist. Dann y ist die Dichte
von Mikroorganismen bei der die Einfithrung von Z ausgeschaltet werden soll. Man
hat

w(x) = — ok _ Pk pGrosy e <y,
B+ B+o
wx) = — ke™" &) fir xz .

Setzen wir voraus, daB r, < y < g ist. Die Gleichung (14) fiir die Bestimmung
von y ist dann

Bk (B+w)(y=ro) wk k ~fle-

(15) ~[e#F07) 1]+ ——— (y — 7o) + - [1 — e7PC] = N,
B + o) B+ow B

Bezeichnen wir den Wert des Ausdruckes auf der rechten Seite von (15) fiir y = rq

durch A, fiir y = ¢ durch B. Ist 4 < Ny < B, so ist tatsichlich r, < y < g. Ist

Ny < A4, so ist die Regelung 2(x) = 0 optimal d.h. die zusétzliche Nahrung ist nicht

eintraglich. Die Ungleichung N, > B zieht nach sich y > ¢. (14) wird dann

(16) Bk P PR AP D wk
(B + o) B+ o

Besitzt (16) in (g, r,) keine Losung, so ist 2(x) = o die optimale Regelung.

{0 — ro) = No.

Betrachten wir jetzt die wiederholte Herstellung von Kulturen die wir mit geringsten
Kosten durchfithren wollen. Aus Satz 2 bekommt man

diiwv-+—(w+ﬁ)w:wk—%@x"'1 fiir w< -k 2(x) =0,
x

d ~
(~;vv+/¥w=0x’l fir wz -k 2(x)=0,
x

(17) J “w(s)ds = —N,, J " w(s)ds = N, .

ro e

Man kann wie im vorhergehenden Absatze fortschreiten. Die beiden Gleichungen (17}
sind linear fiir . Die Elimination von @ fiihrt zu einer transzendenten Gleichung
fiir den Umschaltungspunkt y.

(Eingegangen am 26. Mai 1964.)
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VYTAH

Pouziti teorie optimalniho fizeni nep¥etrzitych diftiznich procesa

PETR MANDL

Prace je vénovana optimalnimu Fizeni velidiny X(r), kterd se uvnitf intervalu
I = {ry, r,), chova jako Feleni diferencialni rovnice

X0~ bx(0) + 120X €0,
kde (1) je bily Sum. Rizeni spo&iva v upravovani koeficienti a, b v z4vislosti na
hodnoté fizené veliiny. Po dosaZeni hranic proces zagne znovu v n€kterém z vnit¥nich
bodu intervalu I.

S veli¢inou X(r) jsou spojeny nédklady, které zdvisi jednak na jejim prabshu v I,
jednak na poétu obnoveni procesu po dosaZeni hranic. Cilem Fizeni je minimalizace
primérnych ndkladd na jednotku &asu. Na piiklad® reguladni nadrZe s Cerpadlem
a na piiklad¢ dodavani Zivnych latek kultufe mikroorganismi je vyjasnéna formulace
ulohy a vyloZeno praktické pouZiti teorie, obsaZené v autorovych pracich [4], [5].
Pro srovnani je také rozebran ptipad, kdy se proces X(r} po dosaZeni hranice zastavi.

Petr Mandl, CSec., Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2.



