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Quantil-artige Ungleichungen
fiir die Systemzuverldssigkeit

ELXKE WARMUTH, WALTER WARMUTH

Ausgehend von notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur P(X,/(X; + X;) = EX|:
:(EX, -+ EX,)) = p werden Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit P(X; = X,) abgeleitet. Die
Ergebnisse sind fir die Konstruktion von Konfidenzschranken und Tests fir EXy/(EX, -+
4+ EX;) und Konfidenzschranken fiir P(X; = X,) in einer groBen Klasse von Lebens- und
Reparaturdauern bei Zuverldssigkeitsuntersuchungen geeignet.

Ein MaB fiir die Effektivitit eines reparierbaren Systems mit zufalligen unab-
hingigen Lebens- und Reparaturdauern X, bzw. X, (F; bzw. F, sind die ent-
sprechenden Verteilungsfunktionen) ist die stationdre Verfiigharkeit

A = EXJ(EX, + EX,).

Konfidenzschranken und Tests fiir 4 gaben [8] fiir exponentialverteilte X, X, [3]
und [4] fiir exponentialverteilte X; und log-normalverteilte X, (bei bekannter
Varianz von log X,) an.

Im Abschnitt 1 werden wir die p(Fy, F,)-Quantile mit

P(F. Fy) = P(X,[(X; + X,) 2 EX,/(EX, + EX,))

charakierisieren. Hiervon ausgehend wurden in [2] Konfidenzschranken und Tests
fiir A in einer groBen Klasse von Lebens- und Reparaturdauern gefunden.

Es gibt eine umfangreiche Literatur, die Konfidenzschranken fiir P(X, = X,)
in einigen Spezialfillen angibt. Ist X, die Belastbarkeit und X, die Belastung eines
Systems, so interessieren insbesondere zur Durchfithrung beschleunigter Versuche
untere Schranken dieser Wahrscheinlichkeit. Im Abschnitt 2 geben wir Schranken
fiir die Wahrscheinlichkeit P(X, = X,) an. Da p(F,, F,) auch gleich P(X,/EX, =
> X,[EX,) ist, sind Schranken fiir p(F;, F,) Spezialfalle obiger Schranken. Es ist
deshalb genauso wie in [2] und [1] mdglich, Konfidenzschranken fiir P(X, = X 2)
in einer groBen Klasse von Lebens- und Reparaturdauern anzugeben.




1. p(F,, F,)-QUANTILE

Konfidenzintervalle fiir 4 = EX,/(EX, + EX,) wurden in [2] konstruiert, wenn
A Median von X,/(X, + X,) ist, d. h.
) P(X(/(X: + X,) 2 EX,/(EX, + EX,)) = 1[2.

[6] gab folgenden Satz an:

1.1. X, X, seien unabhdngige, absolutstetige Zufallsgréfen mit den Verteilungs-
funktionen F; bzw. F,, P(X, > 0) = P(X, 2 0) = 1, EX,, EX, < c0.
(2) G,(x) = Gy(x) fiir alle x
ist hinreichend fiir (1), wobei G(x) = F(EX; x) (i = 1, 2).

Die Vermutung von [6], daB (2) auch notwendig ist, wurde in [2] widerlegt.
Weiterhin wurde dort 1.2. bewiesen:

1.2. X, X, seien unabhdngige Zufallsgréfien mit den Verteilungsfunktionen F,
bzw. Fy, P(X, > 0) = P(X, 2 0) = 1, EX,, EX, < co. Fiir (1) ist hinreichend und
notwendig

() | jcz(x +0)dG,(x) =jcl<y) 46,(y)

(oder, was gleichbedeutend ist,
f Galx + 0)dGy(x) = 1]2).

Beispiele (fiir (1). Die Formparameter sind jeweils gleich.)

1) Fy, F, Gleichverteilungen

2) F,, F, Weibull-Verteilungen

3) F,, F, Gamma-Verteilungen

4) F,, F, log-Normalverteilungen

5) F,, F, Birnbaum-Saunders-Verteilungen

Die Untersuchungen zu (1) zeigen, daB entsprechende Ergebnisse auch fiir
) P(X1/(X, + X5) 2 EX,[(EX; + EX,)) = p(Fy, Fy)

gelten, d. h. 4 ist p-Quantil von X,/(X, + X,).
Da fiir Verteilungsfunktionen mit dem Skalenparameter « (wir schreiben dafiir F(’))

F(x) = F(x]a)
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gilt, folgt insbesondere
p(F?, ) = p(F{V, F$Y),

d. h. die Unabhingigkeit vom Skalenparameter. Beispiele hierzu sind in [2] und [1]
untersucht.

2. SCHRANKEN FUR P(X, = X,)

X, X, seien unabhéngige, nichtnegative ZufallsgréBen. Thre Verteilungsfunktionen
seien Fy bzw. F,, und es gelte P(X; > 0) = P(X, 2 0) = 1, EX, EX, < 0. In den
folgenden Siatzen setzen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraus, dafl F,
und F, stetig sind.

Fiir die Verteilungsfunktion F der Zufallsgrofle X schreiben wir F e Exp, falls
F Verteilungsfunktionen einer Exponentialverteilung ist (F(x) = 1 — exp (—x/EX)),
und F e NBUE, falls fir alle s mit I — F(s) > 0 die Ungleichung
EX > [ (1~ F(s + 1)) di/(1 — F(5)) gilt.

2.1, Ist Fy bzw. F, konkav, so gilt entsprechend
U= Fy(EX,) £ P(X, = X,) £ F,(EX,).

Beweis. 1. Zwei Zufallsgrolen X, X, mit dem gleichen Erwartungswert heifen
(Z)~vergleicl1bar, =@ ((3)—verglei<:hbar, <O, falls fir alle konvexen (konkaven)
Funktionen f

J (1) dF (1) < f 1) dF,(1)

gilt (siehe z. B. [7]).
Es gilt X; 2P EX,. Da X, 2® EX, genau dann gilt, wenn X; <@ EX| ist,
folgt

P(X, 2 X,) = fl“'z(x) dFy(x) £ sz(X) ddex (x)= F(EX,),

falls F, konkav ist.

2. Esist X, =® EX,. Folglich gilt

P(X, 2 X,) = J(1 — F(9) dFy(x) 2 j (1= Fy(x)) dogr(x) = 1 — FA(EX,),

falls F, konkayv ist. O

Aus 2.1. erhalten wir fiir konkave F; bzw. F, unmittelbar

L - Fl(EXx) = P(Fx, Fp) £ FZ(EXZ) .

(Die untere Schranke fiir F, € Exp findet man bei [1].)



2.2. Sei F, € NBUE und F, konkav, dann gilt 429

P(X; = X,) 2 exp (—EX,[EX,).

Beweis. P(X, 2 X,) = _[FZ(X) dF,(x) = JFZ(X) dExp (1/EX,)(x) =

=1 *J‘(I — exp (—x/EX,)) dF,(x) =chp (—x/EX,) dF,(x) Z exp (—EX,[EX,),

weil exp (—x/EX,) konvex ist. 0
Aus 2.2 erhalten wir fir F, € NBUE und F, konkav

p(Fy. Fy) Z exp(—1).
2.3. Sei F, € Exp und F, e NBUE, dann yilt
P(X; 2 X,) EX,/(EX; + EX;).

(Die Schranke wird fiir F, € Exp erreicht.)

Beweis. L.P(X, 2 X,) = [(1 — F\(y)) dFy(y) = [exp(—y[EX,) dF,(y) <
< fexp(—y[EX,). 1/EX, . exp{—¥[EX,)dy = 1/EX, . 1/(1/EX, + 1[EX,) =
= EX,/(EX, + EX)). O

Aus 2.3. folgt unmittelbar fiir F, e NBUE und F, € Exp

p(Fi F2) £ 1)2.

Wir wollen nun noch ein Beispiel angeben, wie sich monotone Veranderungen z. B.
der Lebensdauer auf die Wahrscheinlichkeit P(X; = X,) auswirken. Sei F, konkav
und X5 <@ X . Dies ist z. B. nach dem Schnittkriterium von Karlin - Nowikow
[5] der Fall, wenn ein Intervall (xy, x,) (z. B. auch x; = x,) existiert mit

Fiy(x) £ Fy(x) fir x < xq
Fy(x) = Fy(x) fiir x, £x£x,
Fy(x) 2 Fy(x) fir x> x,.
Wenn P(X; = X,) = pist, dann gilt wegen
PY, 2 X,) = JFz(z)dF3(z) > JFZ(Z) dF,(2)
auch P(X, 2 X,) = p.
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3. BEMERKUNG

Auch auf Quantile anderer Zusammenhinge in der Zuverldssigkeitstheorie wie
etwa fir
P(1/X, + 1/X, 2 1[EX, + 1[EX,) = 1]2

kann man die Untersuchungen der Abschnitte 1 und 2 iibertragen. Als notwendige
und hinreichende Bedingung erweist sich hierbei

1 — Fy(1]a) = Fy(1]ay = EF,(1)(a — 1/X,)) + EF,(1/(a — 1/X,))
(a = 1EX, + 1/EX,).

(Eingegangen am 1. September 1978.)
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