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Slovy ,,dynamicka logika* se rozumi riizné formalni systémy roz§ifujici klasickou
logiku tak, Ze vedle formalnich vyrokdi obsahuje i formalni programy, priemZ
z jednodussich vyroki a programti lze tvofit sloZit&js§i vyroky a sloZitéjsi programy.
Zejména z kazdého programu « a kazdého vyroku A lze v dynamické logice vytvofit
vyrok [«] 4, ktery, zhruba feSeno, znamend ,,kdykoli se zastavi (provede) program «,
plati A%,

V tomto pojedndni se &tenaf seznidmi s nékterymi pfirozenymi systémy dynamické
logiky a s jejich zdkladnimi vlastnostmi. Pozna zejména, jak Ize aparatu dynamické
logiky vyuzit k vyjadfeni riznych pfirozenych tvrzeni o programech a nalezne zde
prostiedky, pomoci nichZ Ize takova tvrzeni dokazovat. I kdyZ zde nalezne jen dikazy
tvrzeni o pomérné jednoduchych programech, poznani dynamické logiky mu, dou-
fdme, da jisty, pro ngj moZna novy, abstraktni pohled na programy a jejich logiku.
V tom vidime hlavni smyst &lanku,

Dynamickd logika, kterou zde vykladame, byla vytvofena v n&kolika poslednich
letech pfevaing americkymi pracovniky v computer science. Zékladni praci je
Prattiiv &lanek [87; termin ,,dynamické logika“ se poprvé vyskytuje v &ldnku [1]
Fishera a Ladnera. Vyznamné vysledky dosahli dile Harel, Meyer, Parikh a jini
(viz seznam literatury). Jesté dfive nez v USA byly podobné systémy studovany
v Polsku pod nazvem algoritmickd logika. Jejim zakladatelem je Salwicki [12]
a dnes v Polsku existuje poSetnd $kola algoritmické logiky (viz [11]). Algoritmicka
logika se v mnohém shoduje s dynamickou; zakladni rozdil je v tom, Ze algoritmicka
logika studuje pouze deterministické programy, zatimco dynamicka logika studuje
programy nedeterministické, coZz dava vét§i obecnost a zdrovedl téZ vétsi eleganci
a jednoduchost.

V tomto vykladu vychdzime predeviim z Harelovy disertace [2] a Prattova &lanku
[9]- V nafem pojedndni pondkud upravujeme symboliku a modifikujeme ndkteré
pojmy z pravé citovanych praci, pokud se to pro srozumitelnost zdalo vyhodné.
Novym vysledkem je axiomatizace dynamického predikatového poétu s pfifazova-
nim polim (Héjek, Karka [13]). Jak jsme jiZ uvedli, jde pfedeviim o to, aby Stend¥
ziskal uceleny pfehled o dynamické logice. Aby bylo jasné, v jakém vztahu je dynamic-
ka logika ke klasické logice, vyloZime zde v jednotném pojeti kromé systémit dyna-
mické logiky i zdkladni pojmy klasického vyrokového a predikitového poétu.
Posledni &ast &lanku obsahuje tfi podrobné piiklady dokazovani vlastnosti programi
v dynamické logice. Dékujeme doc. J. Bedvatovi, CSc., a ing. J. Radovi, CSc., ktefi
peclivé predetli cely text, za fadu velmi cennych pfipominek.

Tento &lanek vznikl revizi a roz§ifenim textu, ktery autofi napsali pro semindit SOFSEM 79.
Autoti dékuji programovému vyboru seminafe za svoleni k této form& publikace.
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1. LOGICKE SYSTEMY

Formalni logické systémy (kalkuly) vypadaji zpravidla tak, Ze se nejprve definuje,
co jsou vyrazy takového systému. Tyto vyrazy maji obvykle néjakou syntaktickou
(kombinatorickou) strukturu, je moZno je d&lit na podvyrazy nebo kombinovat
do sloZit&jsich vyrazi, ale apriori nemaji Zddnou sémantiku, ?4dny vyznam, Zadnou
interpretaci. Druhy krok definice logického systému spodivd v popisu moZnych
(pfipustnych) interpretaci, tj. popisu toho, co mohou vyrazy nascho systému
znamenat.

Aby byl systém logicky a matematicky zajimavy, je tieba, aby byly spln&ny dva
poZzadavky: Vyrazy je moZno interpretovat riznymi zplisoby, ne jen jednim, ale
piitom ne zcela libovolné: interpretace jsou podrobeny urditym omezenim, kterd
zpravidla popisuji, jakym zpiisobem je interpretace sloZzeného vyrazu urenainterpretact
jeho podvyrazii. UZ v elementarni matematice se s takovymi omezenimi setkdvame:
pfi ,,poditani s pismeny* vime, Ze pismena (proménné) miizeme interpretovat jako
libovolna (f'eknéme pfirozené) Cisla, tedy miZeme napf. interpretovat a jako 17,
b jako 9, anebo — pfi jiné interpretaci — a jako 0, b jako 30, ale Ze jsme zavazani
interpretovat a + b jako soudet interpretace obou proménnych, tj. v prvnim ptipadé
jako 26 a v druhém jako 30. Podobng ve vyrokovém podtu (viz niZe) miZeme vyro-
kové prom&nné interpretovat libovolnymi pravdivostnimi hodnotami (pi§me 1 pro
pravdivostni hodnotu ,,pravda* a 0 pro pravdivostni hodnotu ,,nepravda“), ale in-
terpretace (ohodnoceni) vyrokovych prom&nnych u# jednoznaéné uréuje interpretaci
kazdé formule z nich vytvofené; napf. je-li p interpretovano jako pravdivé a g jako
nepravdivé, jsme povinni konjunkci (p& g) interpretovat jako nepravdivou, tj.
piifadit ji hodnotu 0. Takova sémantickd omezeni jsou specifickd pro kazdy konkrétni
systém a je tfeba je explicitné definovat (ncrozumi se sama sebou).

Pokud n&kterym vyrazéim logického systému Fikadme formule, rozumime tim, Ze
tyto vyrazy chipeme jako formalni vyroky (nebo schémata vyroki) a Ze v kazdé
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interpretaci jim maji byt pfipisovdny pravdivostni hodnoty. V celém vykladu se
omezime na dvé uvedené pravdivostni hodnoty, 1 a 0. V né&kterych logickych systé-
mech (napf. v klasickém vyrokovém podtu) je kazdy vyraz formule. V jinych je tomu
jinak: v predikitovém podtu je napk. vyraz x + y = y + x formule (formalni
vyrok), ale x + y uZ neni formule, ale term, tj. vyraz, jehoZ vyznamem je né&jaky
konkrétni objekt, nikoli pravdivostni hodnota.

vyrazy jsou chdpany jako formule (formalnf vyroky) a jiné vyrazy jsou chapény
jako programy, pfiéemZ z jednodusSich formuli a programi lze vytvafet
sloZit&j§i formule a sloZit&j$l programy. Uvedeme sémantickd omezeni na in- [
terpretace takovych vyrazf, kterd umoZiiuji uZit tyto systémy k pfirozenému
vyjadfovani dileZitych vlastnosti programii. Tyto systémy se nazjvaji systémy |
dynamické logiky (nebo téZ systémy algoritmické logiky).

‘ Hlavnim pfedmétem naseho zdjmu budou logické systémy, jejichZ n&které

Treti krok pti budovani logického systému spodiva ve snaze o axiomatizaci, tj.
ve snaze vybudovat ditkazovy apardt. Tento dlikazovy aparat md spliiovat dvé
podminky: (1) byt nezavisly na sémantice, tj. definice ditkazu nemd uZivat pojmu
interpretace formuli (nybrz ma vychdzet z vaitini struktury formuli), ale (2) md byt
v dobrém vztahu k sémantice, pfedev§im méa byt korektni, tj. kazdd dokazatelnd
formule ma byt pravdiva v kazdé interpretaci. Formule pravdivé v kazdé interpretaci
nazyvame tautologie. Na dikazovy aparat miizeme poloZit také obraceny poZadavek,
poZadavek uplnosti: kaZda tautologie je dokazatelnd.

Pojem dikazu je vidy definovan takto: uda se n&jaka jednoduse popsand mnoZina
axiomd (to jsou jisté specialni tautologie) a n&jakd jednodule popsand dedukéni
pravidla tvaru ,,z pfedpokladi A, ..., 4, bezprostfedné odvod B*“. Dikaz je pak
libovolna koneénd posloupnost By, ..., B, formuli, jejiz kazdy €len je bud axiom
nebo jej Ize bezprostiedné odvodit z nékterych pfedchozich €lend podle n&kterého
deduké&niho pravidla.

Pro kazdy systém je dileZitd otdzka, (1) zda lze algoritmicky rozhodnout, zda
posloupnost formuli je diikazem, ¢i ne a (2) zda lze algoritmicky rozhodnout, zda
dand formule je dokazatelna (tj. zda existuje dikaz, ktery ma tuto formuli jako
posledni &len). Je-li odpovéd na (2) kladna, je systém rozhodnutelny.

! 1
l PopiSeme nékteré systémy dynamické vyrokové logiky a dynamické predi- |
katové logiky 1. fadu vCetné jejich dukazového apardtu. Uvedeme obsahlé
priklady dikazi viastnosti konkrétnich programi. Pfitom také struéné popi-
geme klasicky vyrokovy a predikatovy pocet, takZe Cetba ¢lanku nevyZaduje

piedbéZnou znalost klasické formalni logiky. l




2. KLASICKY VYROKOVY POCET

Formule se buduji z vyrokovych proménnjch (p,q,r, ps, 11, 4y, ) pomoci
logickych spojek &, v, -, =, 71 (nazyvanjych postupné konjunkce, disjunkce,
implikace, ekvivalence, negace) a zdvorek podle téchto pravidel:

KaZda vjrokova prom&nnd je formule. Jsou-li 4, B formule, pak (4 & B), (4 v B),
(A - B), (4 = B), 14 jsou formule. Cteme je po fadé: ,4 a B“, ,,4 nebo B,
,»A implikuje B, ,,4 pravé kdyz B“, ,,ne-A*.

Ptiklady formuli: p > (g v r); 7171p— p; (p& q) = (p v T1q). (Vynecha-

Piipustnd interpretace vyrokového poétu je zobrazeni I pfifazujici kazdé formuli
hodnotu 1 nebo hodnotu 0 a respektujici nasledujici podminky: Pro viechny formule
A, B plati:

I(A& B) = 1, pravé kdyz 1(4) = 1 a I(B) = 1,

I{A v B) =1, pravé kdyz I(4) = 1 nebo I(B) = 1 (nebo oboji)
I(A - B) = 1, pravé kdyZ I(4) = 0 nebo I(B) = 1 (nebo oboji)
I(4 = B) = 1, pravé kdyz I{4) = I(B),

I(114) =1 — I(4).

Prvni dv& podminky miiZeme zapsat také takto:
I(A & B) = min (I(4), I(B)), I(A v B) = max (1(4), 1(B)).

Slovy to miiZeme vyjadfit takto: Konjunkce dvou formuli je pravdiva, pravé kdyz
ob& tyto formule jsou pravdivé; disjunkce dvou formuli je pravdivd, pravé kdyz
aspofi jedna z té€chto formuli je pravdiva, atd.

Tyto podminky (tj. tato sémantickd omezeni) miZeme shrnout do znamych
pravdivostnich tabulek.

A | T4 ‘ A B A&B AV B | A—~B | A= B
— el i
1 0 1 1 1 1 1 1 i
0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
|

Kazd4 interpretace je zfejmé& jednoznaéné urdena svymi hodnotami na vyrokovych
proménnych; z nich je mozno hodnotu libovolné formule vypocitat. Napf.:

4 q | r qvr p—>(gVvr)
i




Vidime, Ze formule p — (¢ v 7) nenf tautologii — v uvedené interpretaci ma
hodnotu 0. Ctendf si mie ovéfit, Ze oba daldi vyse uvedené piiklady formuli, tj.
A7p—p, Wp&q) =(T1p v T1g) jsou tatologie. V prvnim p¥ipad¢ stadi vySettit
dva piipady I(p) = 1 a I(p) = 0 a v druhém &ty¥i (I(p) miiZe byt 1 nebo 0 a I(g)
také). Obecng: obsahuje-li formule n vyrokovych proménnych, je tfeba vygetfit 2
ptipadil, pro kaZdou n-tici nul a jednitek jeden. Ctenaf jiz vidi algoritmus, ktery
umoZiluje rozhodnout o kazdé formuli vyrokového poétu, zda je &i neni tautologii.

O tautologiCnosti se 1ze téZ pfesv&déit dokazovanim. K tomu je tfeba udat axiomy
a dedukéni pravidla. Konkrétnich axiomatizaci vyrokového poétu je celd fada;
uvedeme jen fragment, axiomatizujici tautologie vytvotené z vyrokovych promé&nnych
pomoci spojek implikace a negace.

Schémata axiomii. Pro viechny formule 4, B, C jsou nasledujici formule axiomy:
(1) 4- (B~ 4)
@@= B>C)=>(4~B)~(41-C)
(3) (B> 114) > (4> B)

Dedukéni pravidlo odlouceni (modus ponens):

Z formule A a z formule A — B bezprostiedng odvod formuli B.

Ctendf snadno ovéii, Ze kazdy z axiomi je tautologie a dale, je-li 4 tautologie také
A — B je tautologie, pak i B je tautologie, tedy nase axiomatizace je korektni. Lze
téZ dokazat (ale to uZ neni snadné), Ze tato axiomatizace je pro formule uvedeného
druhu uplnd, tj. ka¥da tautologie vybudovana z vyrokovych promé&nnych pomoci
implikace a negace je dokazatelnd.

PFiklad diikazu ve vyrokovém poltu.

p=(p-p~>p (x1
== -p)~(p-(p-p)=(-p) (x2)
(p—(p—-p))—(p—p) modus ponens
p=(p-p) (ax1)
p—=p modus ponens

Tento tradiéni ptiklad dtikazu formule p — p ukazuje, Ze formélni dokazovéani
i jednoduchych formuli ve vyrokovém po&tu miZe byt velmi pracné. Piiklad vSak
ilustruje dobfe uZiti axiomil a dedukénich pravidel.

Viechny systémy studované dale budou tak &i onak vyrokovy podet obsahovat;
protoZe viak mnoZzina viech tautologii vyrokového poétu je algoritmicky rozhodnu-
telna, nebudeme se v daldim branit tomu, brat rovnou viechny tautologie vyrokového
podtu za axiomy (vedle dalSich axiomd specifickych pro dany systém).

Shriime tedy:



Formule vyrokového po&tu jsou tvofeny z vyrokovych prom&nnych (= ato-
mickych formuli) pomoci logickych spojek. KaZdé interpretace vyrokového
poftu je pln& urdena hodnotami vyrokovych proménnych. Problém tautolo-
ginosti pro formule vyrokového poétu je algoritmicky feSitelny. Existuje
jednoduché axiomatizace vyrokového poctu, kterd je korektni a uplna.

3. DYNAMICKY VYROKOVY POCET

PopiSeme nyni nejd¥iv neforméln& logicky systém, jehoZ vyrazy se d&li na formule
(podobné formulim klasického vyrokového poétu) a programy. N4a§ pojem programu
bude zna&n& abstraktni; v daldich &astech textu bude pojedndno o konkrétngjsich
typech programii. V8imneme si té zdkladni skutednosti, Ze program je véc, kterd,
je-li provedena, miZe néco zménit: vyrok, ktery byl pravdivy pfed spusténim progra-
mu, miiZe byt pro zastaveni (provedeni) programu nepravdivy (napf. ,,hodnota
toho a toho pam&tového mista je 0*). Toto pozorovani je zakladem naseho zpéisobu
intepretace programil: budeme mit vidy n&akou abstraktni mnoZinu W stavit
(stavil poditade, stavi svéta, cheete-li: moZnych svéth) a interpretace pfifadi kazdému
vyrazu o, ktery je programem (Ve smyslu naseho logického systému) néjakou bindrni
relaci I, na W, tj. mnoZinu jistych uspotadanych dvojic abstraktnich stavi (I, =
c Wx W). Jsou-li stavy s, t v této relaci, znadime to (s, t)> € I, nebo téz s It
a chapeme to tak, Ze je-li program o spustén ve stavu s, miliZe tento stav pfevést do
stavu ¢ (tj. po zastaveni programu budeme, resp. bude poita& ve stavu ). Ujasnéme
si hned nékteré disledky tohoto pojeti:

(1) MiZe se stit, e k danému s neexistuje 74dné ¢ takové, Ze s 2> 7, napt. kdy?
program o, spustén ve stavu s v intuitivnim smyslu diverguje.

(2) K danému s miZe existovat jediné ¢ takové, Ze s 5> t; ale ptipoustime té2
moZnost, Ze k danému s existuje vice riznych ¢ takovych, Ze s = 1, to je studujeme
nedeterministické programy. Davody pro toto pojeti budou prodiskutoviny za
chvili.

Zvolend interpretace programi ovlivni také interpretaci vyroku: interpretace
nebude pfipisovat vyroku jedinou pravdivostni hodnotu, ale pravdivostni hodnota
bude funkef vyroku a stavu. (To odpovidd tomu, co jsme Fekli vySe: tentyz vyrok
miiZe byt pravdivy v jednom stavu a nepravdivy v jiném stavu.)

Méme-li tedy mnozinu AF = {p,, ps, ...} atomickych formuli (= vyrokovych
proménnych), mnoZinu AP = {ay, a,, ...} atomickych programi a mnoZinu W
abstraktnich stavii, pak interpretace I mnoZin AF a AP ve W je dana tim, Ze kazdé
atomické formuli p; je ptifazeno zobrazeni I,, mnoZiny W do mnoZiny {0, 1} a kazdé-
mu atomickému programu g, je pfifazena relace I,, € W x W.
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Jsou-1i mnoZiny AF, AP a W kone¢né a dost malé, miZeme takovou interpretaci
vyjadiit tabulkou tieba takto:

p q 1 r ’ a | b
| !
So 1 0 0 Sis 8y Sy Sy
KN 0 1 1 5y —
53 0 0 1 L | s —
\

Zde tedy méme tfi vyrokové proménné AF = {p,q, r} dva atomické programy
AP = {a, b} a t¥i stavy: W = {so, 51, 5,}. I, je v prvnim sloupci: napf. I(s,) = 1,
tj. vyrok p je pravdivy ve stavu s,. Ve sloupci pod a je reprezentovdno I,: vidime,
7€ So — Sys So o> 53, §p —> 54 S5 —> 5o @ ¥adné daldi dvojice u? v relaci I, nejsou.
Interpretaci programd bychom alternativné mohli vyjadfit multigrafem, v némz
plné §ipky odpovidaji programu a a §arkované Sipky odpovidaji programu b:

Zékladni formalni konstrukce, které umoZiiuj{ z formuli a programi vytvafet nové
formule, jsou tyto dvé:

[a] p — Steme a-numné p
{a) p — &ieme a-moZnd p

(To je vyptjteno z modalni logiky.) Formule [a] p je pravdiva v n&jakém stavu s,
jestlize formule p je pravdivd v kaZdém stavu, do kterého miZe byt stav s progra-
mem a pieveden. Formule {a) p je pravdiva ve stavu s, jestliZe p je pravdiva v alespofi
jednom stavu, do kterého miiZe byt stav s programem pfeveden. Tedy v naSem
ptipad& formule [a] p je nepravdiva ve stavu s, (nebof p neni pravdivd v sy, 5,, coZ
jsou stavy, kam a pfevadi so), ale je pravdiva ve stavus,; formule [a] r je pravdiva
v s,, formule <a) g je pravdivd v s,, ale [a] g je v s, nepravdiva. Viimnéte si také,
7e formule [b] p je pravdiva v s, (protoZe b nepfevadi s, viibec nikam, tj. ve viech
stavech, kam b pfevadi stav s,, plati cokoli), ale (b p je nepravdivd v s;, nebot
neexistuje stav, do néz b pievadi s;.

Formule budeme pochopitelné kombinovat do sloZitéjsich formuli pomoci logic-
kych spojek &, v, —, =, 71. Tak jako lze formule kombinovat pomoci logickych
spojek, tak budeme i programy a formule kombinovat do sloZit&§ich programi
pomoci programovych konstrukti. Tento zpiisob pojeti programt pochdzi z teorie
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strukturovaného programovani. Mezi hlavni konstrukty, kterymi se z programil
o, f a formule A4 tvoii sloZit&si, patii

BEGIN «; § END kompozice
IF A THEN o ELSE 8 vétveni
WHILE 4 DO « cykl

Z logického hlediska konstrukty vétveni a cyklu nejsou primitivni, ale skladaji se
z jednodusSich konstruktd testovani, sjednoceni a iterace:

A? test
au B sjednoceni
o¥ iterace

a; § kompozice.
Dynamicka logika umoZiluje tyto koncepty isolovat a studovat samostatng.

Program (oz; ﬁ) Steme ,,o a potom S
(o U p) éteme 5,0 nebo B
o* &teme ,,iterované o

Program (oz; B) funguje tak, % dany stav s nejprve ptevede do nekterého stavu ¢,
do n&hoZ miiZe byt s pfeveden programem «, a pak tento stav ¢ pfevede do nékterého
stavu, do néhoZ stav ¢ miZe byt pieveden programem f. Jinymi slovy, interpretaci
programu (a; B) je sloZeni relaci interpretujicich o, B.

Program (¢ U ) miiZe p¥evést stav s do kaZdého stavu, do kterého miZe byt s
pfeveden programem « nebo programem f. Interpretaci programu (« U ) je tedy
sjednoceni interpretaci programi o, f.

Konetnd program o* funguje jako a n€kolikrat po sob& opakované (vEetné nul-
kréat). Tj. a* pievede stav s do sebe(tj. do s), ddle do kaZdého stavu, do kterého
miZe s byt pfeveden programem «, programem (a; o), programem (o; «; &), progra-
mem (oz; o; d; oz) atd. Interpretaci je reflexivni transitivni obal interpretace progra-
mu .

Budeme mit také zpiisob, jak z formuli tvoFit programy. Je-li 4 formule, pak (4?)
je program zvany fest, ktery funguje takto: JestliZe ve stavu s plati 4, pak (A7)
prevadi s do sebe; jestlize v s neplati 4, pak (4?) nepfevadi s nikam.

Jsme piné pfipraveni k formalni definici dynamického vyrokového poétu.

Symboly: atomické formule p, g, ...
atomické programy a, b, ...
logické spojky &, v, —, =, 7}
programové spojky ;. U, *
modality [ ], <>
test ?
zavorky (, )
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Formule a programy: (1) KaZd4 atomickd formule je formule a kaZdy atomicky pro-
gram je program. (2) Jsou-li 4, Bformule, paki(4 & B), (4 v B),(4 - B), (4 = B),
714 jsou formule. (3) Jsou-li , f programy, pak i (z; §), (x w B), «* jsou programy.
(4) Je-li A formule, pak (A?) je program. (5) Je-li A formule a « program, pak [o] 4,
{ay A jsou formule. (6) Jiné formule a programy nejsou.

Bud Wneprazdnd mnoZina. Interpretace (Vyrazﬁ dynamického vyrokového poétu)
s mnoZinou stavii W je zobrazeni I pfifazujici kazdé formuli A jisté zobrazeni I,
mnoZiny W do {0, 1} a kazdému programu « jistou relaci I, € W x W a spliujici
vy$e uvedené podminky zavislosti interpretace sloZenych programid a formuli na
interpretaci sloZek, napt. Iygs(s) = min (I(s), Is(s)), Ly s(s) = max (L(s), Ig(s)),

I-4(5) = 1 — L(s), Lz je sloZeni relaci I, a I,. Dile: I,,,, je sjednocenti relaci I, a I,

Iq4ls) = 1, prave kdyZ pro kazdé ¢ takové, Ze s 5, jest L(1) = 1, atd.

Je-li podet atomickych programi, formuli a abstraktnich stavi dost maly, mazeme
formule a programy vyhodnocovat ve formé& tabulky.
Priklad: M&me formule (1) p—[al(qg v r), (2) 7p& [alp, (3) [alp—[b]p
a vySe uvedenou interpretaci. Spocitime Iyy, I3y, L3y

par|avr | [a](qv:)‘ y | e [we | @ v | @

s |10 ol o 1 \ 0 1 1

5y 011 1 } 1 l ; 1 0 1

s; |00 1} t | o ] 1 ! 1
\

Interpretace programi a, b viz vyse

Jiny ptiklad: AF = {p, q}, AP = {a, b}, W= {1,2,3,4,5,6}

i ] |
‘ l R ’ b | lalp ‘(@M [61 p ‘ lalg | ab ‘ aub | a* |p?
| ! \ |
1 11 ‘ 2,3 1 0 i 1 ‘ 1 2,3 |13 1—6 | 1
) 2| 11 % 456 |2] o 1 0 |~ f246 162
3101 — 301 0 o | 1 | — |3 3 —
‘ 4 10 | 1,4 — ‘ 1 1 1 ;0 1 1,4 1—6 | 4
5 10 {3 — 0 0 1 1 3 3 3,5 15 '
6| 00 | 6 — ‘ 0 0 1 0 — |6 6 —
‘ | | I 1 ,,_l
zdkladni interpretace interpretace nékterych interpretace nékterych
sloZenych formuli sloZenych programi

Viimnéte si, jak je mozno vyjadfit klasické programové konstrukty:

IF A THEN o« ELSE §  vyjadiime jako (4% o) U ((T14)%; B)
WHILE 4 DO « vyjadtime jako ((47; a)*; T14?)

11



Prvni program pievadi kazdy stav s, v ném¥ plati vyrok A, do tychZ stavil, do kte-
rych je stav s pfeveden programem «, a kazdy stav ¢, v némz plati vyrok 714, pfevede
tento program do tychZ stavi, do kterych je stav ¢ pteveden programem f.

Druhy program pfevede stav s do stavu 1, jestlie budto ve stavu s neplati 4
a pfitom ¢ = s, nebo existuje posloupnost ¢4, ..., t, stavd takovych, Ze v t;, ..., 1,4
plati A, v, neplati das 6, 5 ... 51 S =t

Vsimnéte si, Ze pokud jsou programy o, § deterministické, tj. kazdy z nich pfevadi
kazdy stav nejvySe do jednoho stavu, pak i programy ,,IF A THEN a ELSE §*
a ,,WHILE 4 DO o“ jsou deterministické, pfestoZe obsahuji v nasem vyjadfeni
nedeterministické slozky.

Priklad:

s o |
| p ab p? p? | pha “1p% b | thena (p?:a)* while p
| ) | else b ! doa

|

I 1 1 x

171 2 4 S p— 2 — 2 1,2,3 3
20131 2 — 3 - 3 2,3 3
3] 0 4 2 —_ 3 — 2 2 3 3
[a]0—3 ] — 4 — 3 4 l 4
|1

Nyni je &as, abychom uvedli divody pro studium nedeterministickych programd.

(1) V dynamické logice jsou islovany primitivni Fdici konstrukty, umoZiiujici
zapsat elegantn€ deterministické i nedeterministické Fidici konstrukty zndmych
programovacich jazykd. Tak zejména v konstruktech jako ,,JF THEN ELSE®,
»WHILE DO jsou spojeny koncepty testovani a vybéru resp. testovani a iterace.
Nedeterministickd dynamicka logika umoZiiuje tyto koncepty isolovat a studovat
samostatné.

(2) V praktickych Gvahach o deterministickych programech miZe byt vyhodné
dokézat obecné&jsi tvrzeni o ngjakych ne nutn€ deterministickych programech. (Napf.
pozorovani, 7e program ,,WHILE x < 0 DO x « x + 2° nemé&ni paritu {isla, zavisi
na rozpoznani, Ze provedu-li libovoln&krat x « x + 2, tj. provedu-li (x « y + 2)*,
parita x se nezméni.)

Uvadéji se jesté dalsi divody, jako napf. vztah k paralelnim procesiim, vztah
k jazykiim umélého intelektu (STRIPS, PLANNER); uvedené dva jsou viak, zda se,

Fakt, Ze formule 4 dynamické logiky je pravdiva ve stavu s interpretace I, znalime
I |= A[s] nebo struéng jen s |= A, pokud je I jasné z kontextu. Formule 4 dynamic-
ké logiky je pravdivd v interj;retaci I, je-li pravdiva v kaZdém jejim stavu. Formule
dynamické logiky je tautologie, jestliZe je pravdiva v kazdém stavu kazdé interpretace.
Formule A dynamické logiky je splnitelnd, jestliZe existuje interpretace I a stav s tak,
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Ze A je pravdiva v interpretaci I ve stavu s. (Tj. 4 je nesplnitelna, pravé kdyz 714
je tautologie.)

Plati nasledujici, naprosto ne ziejmy vysledek:

Kazda splnitelna formule 4 je splnitelna v interpretaci majici jen kone¢ny podet
stavi; piesnéji, je-li A posloupnost symbold délky n a je-li splnitelnd, pak existuje
interpretace 7, jejiZ mnoZina stavit md nejvySe mohutnost 2", a stav s takovy, Zze 4
Jje pravdiva v interpretaci I ve stavu s.

Z toho bezprostfedné vyplyvd, Ze také pro dynamicky vyrokovy pocet je problém
tautologi¢nosti algoritmicky FeSitelny.

Uvedeme také priklad korekini a tpiné axiomatizace dynamického vyrokového
podtu.

Schémata axiomu

(1) Vsechny tautologie klasického vyrokového pottu (pfesngji: formule, které
vzniknou z tautologii klasického vyrokového poétu dosazenim formuli dynamic-
kého vyrokového poétu za vyrokové proménné).

(2) [3(4 - B) > ([«] 4 > [«] B)
(3) [ev Bl 4 = ([«] 4&[B1 4)
(4) [o: ] 4 = [«] [B} 4
(5) [«*] 4~ 4
(6) [«*] 4> [«] 4
(7) [o*] A4~ [«*} [«*] 4
(8) (A& [2¥] (4 > [o] 4)) > [*] 4
(9) [47] B = (4 > B)
(]0) (ay A = '1[0(] T4

Pravidla dedukce: (1) Modus ponens (z A a A — B bezprostiedné odvod B),
(2) Generalizace: Z A bezprostiedné odvod [a] 4.

Ctenaf mie pro kterykoli axiom ovéfit, Ze je tautologii a Ze plati-i v n&jaké inter-
pretaci pfedpoklady nékterého z nafich pravidel (tj. plati-li ve viech stavech té
interpretace), pak tam plati i zavér. Tj. axiomatizace je korekini. Dikaz tvrzeni
o uplnosti je oviem znaéné naroény.

Tvrzeni o Uplnosti je velmi dileZité, ale ma pojistny charakter: na nic dileZitého
jsme v axiomatizaci nezapomnéli. Prakticky vyznam axiomatizace spofivd patrné
predevsim v tom, Ze ndm umozituje vyslovné si uvédomit schémata nékterych pravdi-
vych vyrokii o programech a schémata korektnich dikazovych krokd pro tvrzeni
o programech.

Jako jednoduchy ptiklad ukaZme skicu dikazu formule, pravici, Ze po ukondeni
programu ,,WHILE 4 DO «* plati 714. Postupné provadime ekvivalentni Gpravy:
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[(A% 0)*; (147] 74
[(4% ¥ [(1A47] 14 dle axiomu (4)
[A% 2)*] (74 - 14) dle axiomu (9)

Staci tedy dokazat posledni formuli. Ale 714 - 714 je tautologie klasického vyro-
kového pottu, tedy axiom; z n&ho dostaneme formuli [(A4?; «)*] (114 - 714)
podle pravidia generalizace. (Zde vidime intuitivni vyznam pravidla generalizace:
plati-li nékterd formule ve vSech stavech, pak plati specidlné ve vsech stavech, do
nichZ se miZe dostat n&jaky program.)

Podobné miiZe &tenaf dokdzat formuli

A-([«] B=[(42 ) v (4% 8)]1 B),

ktera pravi, Ze plati-li A, pak po provedeni « bude platit B pravé tehdy, kdyZ po
provedeni ,,IF A THEN « ELSE f“ bude platit B. (Tj. plati-li 4, chova se ,,JF A
THEN « ELSE B jako o.) Ndvod: ekvivalentn& upravte [(47; «) u (7147 B)] B
podle axioma (3), (4), (9).

Shriime:

Formule dynamického vyrokového poctu jsou tvofeny z atomickych formuli po-
moci logickych spojek, modalit a programii. Programy jsou tvofeny z atomickych
programd, programovych spojek, testu a z formuli. Kazda interpretace je dina mno-
Zinou abstraktnich stavil a interpretaci atomickych formuli a atomickych programi
z4vislou na stavech. Problém tautologi¢nosti pro formule dynamického vyrokového
podtu je algoritmicky FeSitelny. Existuje jednoduchd axiomatizace dynamického vy-
rokového podtu, kterd je korektni a iplna.

4. VYPOCTOVE STROMY

Sémantika definovand v pfedchozim odstavei umoziiuje definovat pravdivost
formuli tykajicich se zacatku a konce vypodtu. Tak napf. jsou-li 4, B formule a o pro-
gram, pak

(1) Formule A — [o] B vyjadtuje parcialni korektnost programu vzhledem k po-
&ateéni podmince 4 a koncové podmince B (A{a} B v Hoarové znadeni): znamena,
7e pokud v n&jakém stavu s plati A a 1 je libovolny stav takovy, ¥e s = 1, pak v ¢
plati B.

(2) Formule A — {a) B tika, Ze pro kazdy stav s, v némz plati A4, existuje aspofi
jeden stav ¢ takovy, 7e s = 1 a v ¢ plati B. (Pokud je program « deterministicky, je
tim vyjadfena totalni korektnost.)
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(3) Formule 4 — (<o) true & [o] B) tika, Ze o kaZdy stav s, v némZ plati A4, pre-
vadi alespori do jednoho stavu #, a Ze pro kazdy stav ¢ takovy, Ze s Ztavs plati 4,
je B splnéno v 1. (Zde a déle je ,,true“:zkratka za libovolnou formuli pravdivou
v kazdém stavu ka?dé interpretace (tj. tautologii), napi. 4 v 714.) To pro deter-
ministické programy opét dava totani korektnost; pro obecné programy je viak
tfeba hiubsi analyza, ke které nyni pfistupujeme.

V tomto odstavci budeme vySetfovat bohatsi sémantiku vypoétovych stromi,
ktera umoziiuje vyjadiovat i vlastnosti programi tykajici se celého vypoctu.

Vypoétovy strom piisludny k programu o a stavu s zachycuje vSechny mozZné
vypodty, béhy programu o zalinajici ve stavu s. Necht AF, AP, W jsou mnoZiny
atomickych formuli, atomickych programu a stavil a necht I je interpretace AF a AP
ve W. Vypodtovy strom cf («, 5s) pislu§ny k programu « a stavu s je strom, jehoZ
vrcholy jsou oznateny budto stavy z W nebo symbolem F (failure-selhani a jehoZ
kofen je oznalen stavem s, definovany rekursivné takto:

1. Je-li x € AP nebo a je A7, kde A je formule, pak

(a) neexistuje-li stav ¢ tak, 7e s = ¢, pak

(b) jsouli {t, ..., 1,} n = | viechny stavy, pro které s 2> 1, pak

2. Je-li o« program B U y pak ct («, s) vznikne z ¢t (o, 5) a f (3, 5) priddnim dalfho
vrcholu (kofene) oznageného s a hran z tohoto kofene do kofene et (8, s)a et (v, s):

3. Je-li o« program f; 7y, pak ct (oc, s) vznikne z ct (ﬂ, s) nahrazenim kazdého listu
(vrcholu bez naslednika) oznadeného stavem (napf. te W) stromem ct (y, 1).
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Pritom hrana, kterd vedla do listu oznaCeného ¢, se vede do kofene stromu
ct(y, 1):

ctiyd)

i /
[ 4 b

4. Je-li o program f*, pak ct (o, s) je strom splfiujici rovnici:

(]
N

% - ! Y
a1 -

ETTVERN

Tento strom miiZe byt nekonedny.

Pozndmka: Uvedenou rovnici je nutno chipat jako navod k postupnému sestrojovani
stromu ¢t (B*, 5) (za pfedpokladu, Ze jsou definovany stromy et (B, t) pro viechna t).
Podrobngji bychom to mohli formulovat takto: Necht cf; (8, t) vznikne ze stromu

ct (B, 1) tak, Ze ke kaZdému listu oznagenému stavem pfipiSeme symbol # (Zivy).
Bud T, strom

a pro kazdé n bud T, strom, ktery vznikne z T, tak, Ze kaZdy Zivy list tvaru -m 4
nahradime stromem

Letip,t) Y

Nyni jsou dvé moznosti: budto existuje n takové, Ze T, uZ neobsahuje Zivé listy,
pak T, = T,+1 a definujeme et (8%, s) = T,. Nebo kazdy strom T, obsahuje Zivé
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listy; pak je-li T, strom T, s odstranénymi symboly Z, jest T, < T, , a definujeme
ct (B*, 5) jako sjednoceni stromé 7.

Uvedeme piiklad specidlniho dynamického vyrokového podétu a vypo&tovych
stromi v ném. Podobnym zpiisobem budeme pozd&ji definovat i dynamicky predi-
katovy pocdet.

Necht N = {0, 1, 2,...} je mnoZina pfirozenych &isel,

V ={x,y, 2, ...} je mnoZina proménnych (koneénd nebo nekoneénd),

AF, AP jsou mnoZiny vyrazi tvaru

AF={x=y, x=y+z,x=y.z, x{y|x,p,ze VU N}
AP ={x ey, xey+z,x<y.s,x—y=z|xeV, yze VUN}.

Stav je urCen pfifazenim hodnot vSem proménnym. Pro jednoduchost dal§ich definic
budeme piedpokladat, Ze stavy jsou definovany i na N a to identicky, tj.

W= {SZVUN—>N[}'IEN:>S(H)= n}.
Definujeme dale interpretaci I pfedpisem

L_(s)=1, pravé kdyz  s(x) = s(y)
Lo,..(s) =1, prav@kdyz s(x) = s(y) + s(z)
I.,.(s)=1, pravékdyz s(x)=s(y).s(z)
I (s)=1, pravd kdy? s(x) < s(y)

Ly = {(s ) [1(x) = s(v); we V= {x} = 1(w) = s(w)}

I o= {(s,1) I t(x) = s(y) + s(z); we V= {x} = {w) = s(w)}
Liye = {(s )| 1(x) = s(y) . s(2)s we V= {x} = t(w) = s(w)}
Lyer = {(s.0) | 1(x) = s(y) = s(2); we V= {x} = ((w) = s(w)}

(Definujeme a + b = a — b pokud a = b, jinak a = b = 0.)
Takovy systém lze povaZovat za jednoduchy programovaci jazyk. Na piiklad pro-
gram o, ktery v proménné x vypo&itava faktorial &isla z 1ze zapsat takto:

xe1; yel; p* y=2?, kdepfjeprogram y <zl y—y+1; xey.x.

Necht s je libovolny stav, ktery pfitazuje proménnym x, b, z hodnoty 0, 0, 2 (na
hodnotach ostatnich proménnych ndm nezalezi). Uvedeme vypodtovy strom progra-
mu o ve stavu 5. U kazdého vrcholu je stav pFislu§ny tomuto vrcholu oznaden hodno-
tami proménnych x, y. Vedle kazdého vrcholu (kromg listll) je napsan program,
jehoZz vypoctovy strom ma za kofen dany vrchol.
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Nl
X=-y. X; [5,yz2z?

B yzz?

V dalsim pripadé je vypoltovy strom nekoneény. Necht y je program x « 1;
y«1; 6%; y 2 z? kde 0 je program y « y + 1; x « y.x. Vypoltovy strom y
ve stavu s (viz predchozi priklad) nyni obsahuje listy tvaru a!, a pro a = 2 a je tedy

nekoneény.
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Snadno se nahlédne, Ze program « pievadi stav s do stavu ¢, pravé kdyZ ct(a, s) obsa-
huje list oznaceny t.

Pfedstavme si nyni procesor (pfekladag), ktery provadi programy dynamické
logiky. Zadanim pro takovy procesor je program o, a stav s € W, jeho cilem je nalézt
néjaky stav ¢ tak, Ze s 5 1. To je tedy ckvivalentni Gloze nalézt v (e, s) list oznageny
stavem (1j. nikoliv F).

Pfi prohledavani vypodtového stromu se procesor bud nezastavi, nebo se zastavi,
ale nenajde list oznadeny stavem — v t&chto pfipadech vypodet skonéi nelspé$né —
nebo se zastavi a najde list oznadeny stavem.

Jsou mozné riizné strategie vypoctu a v zavislosti na zvolené strategii Ize definovat
totalni spravnost programu.

Program « je totdlné sprdvny vzhledem k formuli A a dané strategii, jestlize
v kazdém stavu s je spinéna formule {a) true & [o] A, a jestlize vypoltova strategie
najde ke kazdému stavu s n&jaky stav ¢ tak, Ze s =» . Uvedeme nékteré vypodtové
strategie. U kazdé strategie uvedeme tfidu programi, pro které zarucuje totdlni
sprdvnost, tj. pro kazdy program « z této tfidy plati: jakmile je v kaZzdém stavu
splnéna formule (o) true, pak ke kazdému stavu s najde strategie néjaky stav ¢
takovy, Ze s > 1. (Pokud strategie pripousti nedeterministickd rozhodovani, pak
slovem ,,najde* rozumime ,,najde pfi jakémkoli pfipustném rozhodovani®.)

D (Depth search)

Zacni na kofeni stromu a z kazdého vrcholu pokra€uj k jeho nésledniku. Ma-li
vrchol vice naslednikii, vyber nedeterministicky néktery z nich. Nema-li vrchol
naslednika, tj. je-li to list, vydej jeho oznadeni jako vysledek. Tato strategie zaru€uje
totdlni spravnost jenom téch programt, jejichZ vypoCtové stromy jsou konené
a neobsahuji selhani.

DI (Depth search with backtracking)

Postupuj stejné jako v pipadé D, je-li viak list oznaden F, vraf se zpatky na nejblizsi
vétveni a postupuj z néj jinou cestou. Byly-li jiZ vSechny cesty vyzkouseny, vraf se
na predchézejici vétveni. Vydej vysledek F, neexistuje-li pfedchozi vétveni. Tato
strategie zaruduje totalni spravnost programd, jejichZ vypodtové stromy jsou koneéné,
je vSak naroéna na pamét, protoZe procesor si musi pamatovat vechny stavy, které
navstivil.

pI1

Postupuj stejné jako v ptipadé DI, ale backtracking provadéj jen k nejbliz§imu
vétveni. Tato strategie zaruCuje totdlni sprivnost deterministickych programi,
které obsahuji *, U jen v konstruktech IF THEN ELSE, WHILE DO, a jejichZ
atomické programy pfevadéji kazdy stav do nejvySe jednoho stavu. Processor si
nemusi pamatovat celou historii vypoétu, ale jen soudasny stav.
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B (Bredth search)

Zaéni na kofeni stromu a postupuj z kazdého vrcholu k jeho nasledniku. Ma-li
vrchol vice ndsledniki, sleduj viechny cesty soudasné. Najdes-li list, vydej jeho ozna-
deni jako vysledek. Tato strategie zaruluje totdlni spravnost programi, jejichZ
vypoétové stromy neobsahuji selhani.

BT (Bredth search with backtracking)

Postupuj stejné jako v ptipadé B, ale ignoruj listy oznafené F. Tato strategie
zaruduje totalni spravnost viech programt, ale je stejné jako predchozi ndro¢na
na pamét a cas.

V piikladu programu na vypocet faktoridlu budou tsp&¥né strategie DT, DT, BT,
v druhém piikladu (program y) budou usp&iné strategie BT.

Uvahy o vypodtovych stromech a o totélni spravnosti lze provadét ptimo v syn-
taktickém systému dynamické logiky. Za tim udelem roziifime definici formuli
dynamického vyrokového poétu tak, Ze pfidime nasledujici pravidia tvofeni formuli:
Necht o je program, A je formule. Pak
1. FL (2) (2 neobsahuje sefhani) je formule.

Formule FL () je splnéna ve stavu s interpretace I, jestlize ct(a, s) neobsahuje

list oznaceny F.

2. LOOP () (« neobsahuje cyklus) je formule.
s |= LOOP (), jestlize ct(a, s) je konegny.

3. MAINT (, A) (« udrZuje A) je formule.
s |= MAINT (o, A), jestlize pro kaZdy stav 1, ktery se vyskytuje jako oznadeni
v et(, s), plati 1 = A.

4. PRES (2, A) (« zachovava A) je formule.
s |= PRES («, 4), jestliZe pro kaZdé dva po sobg& jdouci vrcholy v ef(, s) oznaGené
stavy ty, t, plati: jestlize t; |= A4, pak t, |= 4.

Stejné jako v pfipad& dynamického vyrokového poctu definujeme i zde, Ze formule
je pravdiva v interpretaci 7, je-li pravdivd v kazdém jejim stavu se W, a formule
je tatologie, je-li pravdiva v kazdé interpretaci.

Nekteré fragmenty tohoto roziifeného dynamického vyrokového poétu lze axio-
matizovat. Napfiklad rozsifeni o formule typu PRES a MAINT lze \ipIné a korektné
axiomatizovat tak, Ze k axiomatickému systému dynamického vyrokového poctu
pfidame nasledujici axiomy a dedukéni pravidlo.

(11) A& PRES (v, 4) & PRES (#, A — B) > PRES (o, B)

(12) A = B& PRES (v, A = B)& PRES («, A) — PRES (a, B)
(13) 4 & PRES (g, 4) —» PRES (x, 714)

(14) PRES (o, 4)& PRES (x, B) » PRES (2, 4 & B)
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(15) PRES (x, 4)& PRES («, B) - PRES (1, A v B)
(16) PRES (4?, B)

(17) PRES (x U B, 4) = PRES (o, 4)& PRES (8, 4)
(18) PRES («, B, 4) = PRES (, A) & [«] PRES (8, 4)
(19) PRES (a*, A) = [2*] PRES (=, A)

(20) MAINT (, 4) = A& PRES («, 4)

Dedukéni pravidlo:

(3) Z A odvod PRES (2, A4)

Existuje vice strategii provadéni programl dynamické logiky. Dynamicky vyrokovy
pocet lze obohatit o formule, které vypovidaji o celych vypodétech a tyto formule Ize
interpretovat v sémantice vypocetnich stromg.

5. KLASICKY PREDIKATOVY POCET

Klasicky predikatovy pocet se 118i od vyrokového, zhruba fedeno, tim, Ze nevychaz{
z nedélitelnych a nestrukturovanych atomickych formuli, nybrz Ze umozZiiuje popsat
strukturu atomickych formuli jako jistych schemat vyrokd o né&jakych objektech,
jejich vlastnostech a vztazich mezi nimi. Nam piijde vposledu o dynamicky predika-
tovy pocet, ktery umoZiiuje také popsat strukturu atomickych programu jako jistych
pfifazeni (assignment). Nicmén& popiSeme nejprve klasicky predikatovy podet;
dynamicky predikatovy pocet je jeho pfirozenym rozsifenim.

Ptirozenou formalizaci systému objektt s néjakymi vlastnostmi a vztahy je mate-
maticky pojem relacni struktury. Reladni struktura je déna (1) neprdzdnou mnozi-
nou M (universum neboli nosi¢ struktury), (2) n&jakymi relacemi a operacemi na M,
(3) n&jakymi vytéenymi (vyznadnymi) prvky mnoZiny M. Tak napf. rela&ni struktura
pFirozenych isel je struktura N = (N, =, £, +, +, 0, 1) s relaci rovnosti a ,,men8i-
rovno*, operacemi s&itani a ndsobeni a vyt€enymi prvky 0, 1. M4 stejny typ jako
struktura

Re = {(Re, =, £, +,-,0,1>

redInych disel, tj. ma stejny pocet relaci a operaci stejné odpovidajici Eetnosti a stejny
podet vytSenych prvkd. KaZda grupa je struktura (G, =, -, 1> s jednou binarni
operaci nasobeni a s jednim vytéenym prvkem (jednotkou) spliiujici znamé pied-
poklady. Podobné kaZd4 Booleova algebra miZe byt chapana jako relaéni struktura
s rovnosti, a operacemi priiseku, spojeni a komplementu.

Predikdtovy jazyk uréitého typu obsahuje symbolickd jména relaci, operaci
a vytéenych prvki libovolné struktury zvoleného typu. Symbolickd jména relaci
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jsou predikdtové symboly (stru¥n& predikdty), jména operaci jsou funkéni symboly,
jména vytenych prvkd jsou individuové konstanty. Kazdy predikat a funk&ni
symbol ma jednoznadné stanovenou &etnost — pfirozené &islo, udavajici Cetnost
relace (operace), kterou miiZe pojmenovavat.

Predikatovy jazyk dale obsahuje individuové proménné

Xgy Xg5 Xz«

logické spojky (&, v, =, =, 1) a dva kvantifikdtory: V (universilni, Steme: ,,pro
kazdé*) a 3 (existendni, teme: ,,existuje*).

Napt. predikatovy jazyk aritmetiky obsahuje binarni predikity =, £, binarni
funkéni symboly £, ~ a konstanty 0, 1. Témito symboly mohou byt pojmenoviny
piislusné slozky nejen struktury pfirozenych &isel, ale kazdé struktury téhoZ typu.
Zvolime-li strukturu spravného typu jako prostiedek k interpretaci predikatového
podtu, je tim dan vyznam vSech predikatt, funk&nich symboli a konstant a také je
tim ddn obor proménnosti proménnych: chapeme je jako proménné pro libovolny
prvek noside zvolené struktury.

Z proménnych, konstant a funkénich symbolé (a zavorek) mizeme zfejmym zpi-
sobem tvofit symbolické sloZené nazvy prvki, zvané termy. Napf. v jazyce aritmetiky
jsou nasledujici vyrazy termy: (xo £ x;) ~ (1 £ 1), 1 £ 1 £ 11 1, x5 =~ Xy & X,
atd. Pokud takovy term neobsahuje Zadné proménné, je pii dané struktufe jedno-
znaéné urena jeho hodnota; napf. hodnota termu 1 + 1 £ 1 £+ 1 ve struktufe
piirozenych &isel je 4. Pokud term obsahuje promé&nné, zavisi jeho hodnota na tom,
jaké hodnoty pfifadime jednotlivym proménnym; pokud bychom si pfedstavovali,
Ze proménnym odpovidaji néjakd paméfova mista, mohli bychom Fidi, Ze hodnota
zavisi na stavu téchto pamétovych mist. To zni velmi podobné jako zdvislost pravdi-
vostni hodnoty formule dynamického vyrokového poctu na abstraktnim stavu a tato
podobnost neni ndhodnd. Mame-li zvolenu né&jakou relaéni strukturu M, pak
stavem této struktury (pfesnéji: stavem ptisluiného predikatového jazyka) nazveme
kazdé zobrazeni s, které kazdé proménné x; ptifadi néjaky prvek s; nosice struktu-
ry M. Je intuitivng jasné (a Ize lehko formélng definovat), co je to hodnota termu
v n&akém stavu; napf. je-li s, =7 a s, =9, pak hodnota termu (x, £ x,) ~
~ (1 £ 1) v tomto stavu je jist& 32. (Stale mlgky pfedpokladame, Ze struktura, o niZ
jde, je struktura N pfirozenych &isel.)

Hodnotu termu ¢ ve stavu s struktury M znadime (¢) ;.

Atomickd formule predikatového jazyka sestavd z predikatu a tolika term,
kolik udava &etnost tohoto predikdtu. Tak napf. x, = xy, xo £ x; §1 + 1 jsou
atomické formule jazyka aritmetiky.

Bud M struktura a s né&jaky jeji stav. Predikat v atomické formuli pojmenovava
néjakou relaci ze struktury M a M spolu se stavem s urfuje hodnoty viech terma
z nad{ atomické formule. MiZeme tedy definovat: Atomickd formule P(ty, ..., 1,)
je pravdivd ve struktufe M ve stavu s, jestliZe hodnoty termil
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(H)M,m e (tn)M.s

jsou v relaci, kterou pojmenovava predikat P.

Z atomickych formuli tvotime formule podle t&chto pravidel: (1) Kazdé4 atomicka
formule je formule. (2) Jsou-li 4, B formule, pak A& B,A v B, A - B, A = B, 4
jsou formule. (3) Je-li 4 formule, pak pro kaZdou prom&nnou x; jsou (vx;) 4, (3x;)4
formule.

Napf. v jazyce aritmetiky mame tyto formule:

(x)(x, £0=x,), x;, 20)»(Ex)(x, = x, £ 1)

apod. Slovni &teni takovych formuli nebude jisté Stenafi délat obtiZe.

Ctenat vidi, 7e odlijujeme napf. relaci rovnosti (=) a predikat, ktery je jejim
jménem (E), podobné odlifujeme relaci < a jeji jméno <, operace +, . a jejich
jména £, ~ atd. Pozdgji pro jednoduchost od tohoto rozliseni upustime a budeme
napf. psit x; = x, + X3 misto x; T x, L x; atd.

Intuitivné je jasné, co znamend, Ze jedna formule je podformuli jiné (napf. X, =
= x, £ 1 je podformuli druhé z vySe uvedenych formuh’). Definujeme, jak zavisi
pravdivostni hodnota formule (pro danou strukturu M a jeji stav s) na hodnotdch
jejich podformuli.

Pro atomické formule jsme jiZ definici podali (pochopitclné ,.formule je pravdiva“
znamend totéZ, co ,,pravdivostni hodnota formule je 1). Ve shod¢ s dfiv&jSim zna-
genim bychom mohli pravdivostni hodnotu formule A v M, s zna&it M,(s); misto
M (s) = 1 je zvykem psat téZ M |-== A[s] (a &ist: v M plati 4 ve stavu s). Je jasné,
jak je definovana pravdivostni hodnota formuli vznikajicich z jednodu$Sich pomoci
logickych spojek (napf. M gz(s) = min (M(s), My(s)), tj. M |= (A& B) [s], pravé
kdyz M |— A[s] a M |== B[s] atd.).

Zbyva definovat hodnotu formule (Vx;) 4 a formule (3x;) 4. Formule (Vx;) A
fikd, ze A plati pro kazdé x,, tedy je pFirozené definovat, ze (Vx;) A plati (je pravdivé)
v M, s, jestlize A plati v M v kazdém stavu, ktery se lisi od s nejvySe hodnotou
proménné x;. Podobng definujeme: M = (Ix;) A[s], jestlize existuje stav s lisici se
od s nejvyse v hodnoté proménné x; a takovy, ze M |— A[s'].

Viimnéte si, Ze v této posledni definici viibec nezalezi na tom, jakou hodnotu stav s
ptifazuje proménné x; (nebof tato prom&nnd je ve formuli (Vx;) 4 a ve formuli
(3x;) A vdzdna kvantifikatorem); zato vSak pravdivostni hodnota obou t&chto
formuli nezavisi jen na stavu s, ale na viech stavech, které jsou se stavem s svazany
uvedenou podminkou. (VSimnéte si podobnosti s definici Ji4(s).) Je-li specialng
néjaka formule uzaviena, tj. kazdy vyskyt kazdé proménné x; je vyskyt v n&jaké
podformuli tvaru (Vx;) 4 nebo (3x;) A, pak jeji pravdivostni hodnota je stejna pro
viechny stavy a miiZeme prosté fici, Ze je v dané struktufe pravdiva nebo nepravdiva.

Formule je tautologie, jestliZe je pravdiva v kazdé struktufe v kazdém jejim stavu.
Napt. formule (3x,) (Vx,) P(xy, x;) — (¥x2) (3x,) P(x,, x,) je tautologie.

Interpretaci predikatového jazyka danou strukturou M rozumime zobrazeni,
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které kazdé formuli 4 a kaZdému stavu s struktury M pfifadi hodnotu 1 nebo 0
podle toho, zda je 4 ve stavu s pravdiva nebo nepravdiva. Tuto hodnotu miizeme
znagit M (s) (viz vyse).

PopiSeme jednu z mnoha mozZnych axiomatizaci predikdtového poétu.

Axiomy:

(1) Viechny tautologie vyrokového pottu (pfesngji: formule, které vzniknou
z tautologif vyrokového poétu dosazenim formulj predikdtového poétu za vyrokové
proménné).

(@) (vx)) A(xi) = A(1),
kde A(x;) je formule predikdtového podtu, A(t) vznika z A(x;) dosazenim ¢ za viechny
volné vyskyty proménné x; a je splnéna jistd syntaktickd podminka ,,&istoty pro-
ménnych* (napf. stadi, Ze Zadna proménna z ¢ sc nevyskytuje v A(x;)).

(3) (¥x)) (4 = B(x}}) ~ (4 = (vx)) B(x),
pokud x; nemd Zadny volny vyskyt v A.

4) (3x;) 4 = (vx,) 4.

Odvozovaci pravidla:

Modus ponens (viz vye)

Generalizace: Z A bezprostiedn& odvod (Vx;) 4.

Tato axiomatizace predikdtového potu ma tyto vlastnosti: (1) je korektni, tj.
kazdy axiom je tautologii a dedukéni pravidla zachovdvaji tautologidnost, (2) je
tplnd, tj. formule je tautologii, pravé kdyZ je dokazatelna, (3) je efektivni, tj. lze
algoritmicky rozhodnout o kazdé formuli, zda je axiom, a o kazdé posloupnosti
formuli, zda je diikazem, ale (4) obecn& nelze algoritmicky rozhodovat, zda formule
je ¢i neni tautologii, tj. zda je &i neni dokazatatelnd. To je klasicky vysledek o algorit-
mické nerozhodnutelnosti klasického predikatového po&tu. (Problém tautologii je
algoritmicky rozhodnutelny jen pfi omezeni na jisté velmi chudé¢ jazyky, napf. jazyky
obsahujici jen unarni (jedno&etné) predikaty a neobsahujici Z4dné funk&ni symboly).

Klasicky predikatovy pocet je velmi vyhodnym prostiedkem pro studium axioma-
tickych teorii; tim se viak zde nebudeme zabyvat.

Shriime:

Formule klasického predikdtového poétu jsou tvofeny z atomickych formuli
pomoci logickych spojek a kvantifikator(. Atomické formule jsou tvofeny z predikatit
a terml. Kazd4 interpretace je dana jistou reladni strukturou, kterd urcuje interpre-
taci viech funk&nich symbolt a konstant, a téZ uréuje mnoZinu viech stavil; kazdy
stav uruje spolu s onou strukturou interpretaci viech vyrazi. Problém tautologi¢-
nosti je algoritmicky nefeSitelny (aZ na jisté ,singuldrni pfipady®), existuje viak
efektivni korektni a iplna axiomatizace.
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6. DYNAMICKY PREDIKATOVY POCET

Dynamicky predikdtovy podet rozsifuje klasicky predikdtovy pocet podobné jako
dynamicky vyrokovy pocet rozsituje klasicky vyrokovy poéet. Formulim klasického
predikatového pottu budeme od této chvile fikat klasické formule; definujeme, co
jsou programy a formule. Systém, ktery zde popiSeme, se nékdy nazyva regularni
dynamicky predikdtovy podet.

Interpretace vyrazt dynamické predikatové logiky (DPL) bude vzdy dana n&jakou
reladni strukturou, pfi€emZ proménné budeme nyni velmi piirozené chapat jako
jména n&jakych pamé&tovych mist. Stav struktury, ktery byl definovan jako libovolné
zobrazeni mnoZiny vSech proménnych do nosiée struktury, lze chdpat jako momen-
talni stav paméti; interpretovat program jako relaci na téchto stavech je pak velmi
ptirozené (program pievadi jeden stav do druhého).

Dynamicky predikdtovy jazyk sestava z predikatd, funkénich symboll, indivi-
duovych konstant, individuovych proménnych, logickych spojek a kvantifikatord
(jako klasicky pfipad) a dale z programovych spojek, znaku pfifazeni « a testu 2.

Termy a atomické formule se definuji jako v klasickém piipadg; atomicky program
je vyraz tvaru x; < e, kde x; je proménnd a e je term. Formule a programy se tvoii
podle téchto pravidel:

(1) Kazda atomicka formule je formule a kazdy atomicky program je program.
(2) Je-1i A Klasicka formule, pak A? je program (test).
(3) Jsou-li @, B programy, pak (a; B), (x L ), «* jsou programy.

(4) Jsou-li A, B formule, x; proménn4, « program, pak
(4&B), (Av B), (A>B), (A4=B), 14,
(Vx)A4, (@x)d, [a]4, (A

jsou formule.

Bud M relaéni struktura (odpovidajiciho typu, tj. interpretujici predikaty, funk&ni
symboly a individuové konstanty jazyka). Pro kazdy stav s a kazdou formuli 4 bude
definovana pravdivostni hodnota formule A ve stavu s a pro kazdy program o bude
definovdna mnoZina stavii, do nichZ o pfevdd! stav s. Skoro viechny &asti definice
muazeme pievzit z klasického predikatového poétu nebo z dynamického vyrokového
poétu; napf. pro kazdou klasickou formuli je M,(A) definovano. Vime také, jak
interpretovat A? a zname-li interpretaci programi o, f, vime, jak interpretovat
programy z nich sloZené.

Zbyva vlastné definovat jen vyznam atomickych programu; ve ostatni Ize pievzit.
Je-li @ pFifazeni x; « e, pak tento program pievadi stav 5, do stavu s, (symbolicky:
$1 —> s, nebo (sy, 5,) € M,), jestlize
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(i) s2(x:) = sile)s

(if) pro j # i jest s,(x;) = sy(x;),
tj. hodnota x; v s, je stejnd jako hodnota termu e ve stavu s, jinak se s; a s, nelisi.

Tim je pro kaZdou formuli 4 a kazdy program « definovana jeho interpretace;
zejména miZeme ¥ici, co je to tautologie, tj. formule pravdivd v kazdé interpretaci
v kazdém jejim stavu.

Kazdému programu o miZeme pfifadit mnoZinu var («) jeho vytSenych promén-
nych: jsou to proménné, které se vyskytuji bezprostiedng& vievo od symbolu «. Tak
napf. je-li o program

(x=z&y=u)?; (x«f(x)uyf),

pak var (x) = {x, y}. Tento program se sklddd z testu (x = z& y = u)? a nasledu-
jictho nedeterministického sjednoceni: x « f(x) U y « f(y). Proménné z, u slouZi
jako vstupni promé&nné: je-li ve stavu s splnéna podminka x = z & y = u, pak cely
program o pfevede tento stav jednak do stavu sy, do n€hoz je s pfeveden programem
x « f(x), jednak do stavu s,, do n&hoZ je s pfeveden programem y « f(y). Pritom s,
se li3i od s pouze hodnotou promé&nné x (a ma stejnou hodnotu proménné y)astavs,
se 1i§i od s pouze hodnotou proménné y (a ma stejnou hodnotu proménné x). Tedy
po provedeni programu o« bude platit x = z nebo y = u. Pokud ve stavu s neplati
x = z& y = u, pak jej program o nepfevadi nikam. Tedy celkem: Formule

[x=z&y=u); x = fx) vy« f¥)](x =z v y=u)

je tautologie.

Pomoci vysledki matematické logiky lze snadno dokdzat, Ze mnoZina tautologii
DPL nejen Ze neni rozhodnutelna, ale neni ani efektivné axiomatizovatelnd, tj.
neexistuje algoritmicky rozhodnutelny systém axiomd a dedukénich pravidel, ktery
by byl korektni a uplny. To je v podstaté véci. Lze vSak podat axiomatizaci, v niz je
neefektivnost dobie ,,Jokalizovana®, a kterd umoziiuje dobré formalni dokazovani.
Tu nyni popi§eme. Pfidrzime se pFitom jistého specidlniho piipadu, ktery pro nase
potieby posta&i.

Aritmetickou relacni strukturou rozuméjme strukturu
M=<(N,=,5,+,-,0,1..5,

jejiZz nosi¢ je mnoZina pfirozenych &isel a kterd mimo jiné obsahuje relace rovnosti
a ,,mensi-rovno®, operace s¢itani a ndsobeni p¥irozenych &isel a vytéené prvky 0, 1.
(Déle miZe obsahovat libovolné dalii relace, operace a vytdené prvky.) Formule je
aritmetickd tautologie, plati-1i ve vSech stavech kaZdé aritmetické struktury. (Obec—
néji bychom mohli pfedpokladat, Ze pfirozena &isla tvofi pouze definovatelnou &ast
nosiée a Ze na nich je k dispozici jejich aritmetika. Zistaneme vSak pfi nafem special-
nim pojmu.) Omezeni na aritmetické struktury znamena, Ze se soustfedujeme na
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jazyky, které umoZiuji explicitné mluvit o aritmetice pfirozenych Cisel a Ze st
naScho jazyka, ktera mluvi o pfirozenych &islech, je interpretovdna standardng.
Pomoci jazyka aritmetiky mlZeme definovat fadu dalSich obvyklych funkei, napf.
x=1(0=1=0,(x+ 1) =1 = x). Pak napt. formule {(x « x = 1)* > (x = 0)
je aritmeticka tautologie; fikd, volné fedeno, Ze at je hodnota x jakakoli, pak opako-
vanym sniZovanim o 1 dosp&jeme po jistém podtu iteraci k hodnoté 0.

Uvedeme nyni slibenou axiomatizaci DPL a formulujeme jeji vlastnosti.
Axiomy:

(1) Viechny tautologie klasického vyrokového poétu.

(2) V3echny klasické formule, které jsou aritmetickymi tautologiemi.

(3) [x « €] A(x) = A(e), « kde 4 je klasicka formule.

(4) [B?] A = (B~ A) prolibovolné formule 4, B.

() [« B] 4 = [«] [£] 4.

(6) [«w ] A = ([o] A& [£] A).

(7) <y A = 1[e] 1 4.

Dedukéni pravidla:

0] 4A4>8 (modus ponens),
A— [az] A

@) Akl

3 A—B

© e]4- (8B’

(@ At o Al

okud A je klasicka formule a n ¢ var (o) .
Alm) = o> A0) T ! ©

Vlastnosti této axiomatizace:

(1) Je korektni (kaZdy axiom je aritmeticka tautologie a kazdé pravidlo zachovava
aritmetickou tautologignost).

(2) Je upln4, tedy formule je dokazatelnd, pravé kdyZ je aritmetickou tautologii
(plati ve viech stavech viech aritmetickych struktur).

(3) Kromé axiom@ skupiny (2) je efektivni (algoritmicky rozhodnutelna); je viak
algoritmicky nerozhodnutelné, zda n&aké formule aritmetiky patfi pod (2) nebo ne.
(O velké fadé formuli vime, Ze pati pod (2), napf. viechny formule, které byly
dokézany ve formélni (Peanovg) aritmetice.)

(4) Problém tautologignosti je oviem pro DPL algoritmicky nefesitelny.
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(5) Kazda formule 4 dynamické predikatové logiky je aritmeticky ekvivalentni
néjaké klasické formuli, tj. ke kazdé formuli A existuje klasicka formule 4’ takova,
Ze ekvivalence 4 = A’ je aritmetickou tautologii.

Podotknéme, Ze ,,vada krdsy* spoSivajici v neefektivnosti axiomi (2) je podstatna;
neexistuje Zadna efektivni axiomatizace aritmetickych tautologii. Vyhoda uvedené
axiomatizace je v tom, Ze neefektivnost je zde dobfe ,,lokalizovana‘® a diky vlastnosti
(3) muiZeme podané axiomatizace dobfe uZivat ke konkrétnimu dokazovani.

Na zakladé uvedenych axiom@ a dedukénich pravidel Ize odvodit fadu dalgich
odvozenych dedukénich pravidel, napf.

g 4B

> A —<a>B’

C— A, A—)[a]A, A—> B
C—[a*]B

B

C=(@n)Aln), A(n+1) > <) AQn), A0) = B
C—<(a*yB

)

(v poslednim pravidlu se ptedpoklada, Ze 4 je klasicka formule, pfigem? n ¢ var (a)).

Dile Ize v DPL dokazat analogie axiomi (3), (4) klasického predikdtového podtu
(vlastnosti kvantifikator@), tj. pro libovolné formule 4, B, C dynamického predi-
katového poétu, C neobsahujici proménnou x, lze dokdzat v DPL:

(8) (vx)(C -» B) - (C - (vx) B),
9 (3x) 4 = I(¥x) 4.

Diikaz neni zfejmy, uziva vlastnosti(S) nahofe. Ctenaf miZe, chee-li, pFidat k axiomtim
DPL formule (8), (9) a k dedukénim pravidlim pravidla (5), (6), (7), jakoZ i pravidlo
generalizace z klasického predikdtového podtu; tim se neméni tfida dokazatelnych
formuli.

Uvedme jesté, jak by bylo mozno DPL obohatit.

(l) Je mozno ptidat atomické programy tvaru x; « random; program x; « random
pfevede stav s do libovolného stavu ¢, ktery se od s li§i nejvyse v hodnot& proménné x;.
Vsimnéte si, Ze formule [x; « random] 4 md pak tyZ vyznam (Vx;) A a Ze formule
{x; « random) A ma tyZ vyznam jako formule (3x;) 4.

(2) Obecndji, je-li B(Z, W) klasickd formule o 2n volnych proménnjych Z =
= Zy, ., Zy W= Wy, ..., W, je moZno zavést program

Z « random (W : B(Z, W),
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ktery pracuje se stavem s takto: zjisti hodnoty s(z,), ..., s(z,) (které stav s p¥ifazuje
prom&nnym z,, ..., z,); zvoli libovoln& hodnoty wy, ..., w,, které jsou k s(z,), ..., s(z,)
ve vztahu B; vysledny stav ¢ spliiuje #(z;) = w; a jinak se ¢ shoduje se stavem s.

Tedy zy « random je totéi co z, « random (wy:w; = w,), program z «
« random (w : w > z) zméni stav s tak, 7¢ hodnotu proménné z libovolnym zpii-
sobem zvét¥ (a jinak nic nezméni) atd. Tento typ programii bude pozdgji velmi
uZiteény.

Shriime:

V dynamickém predikatovém poctu tvofime formule z atomickych formuli a libo-
volnych programit pomoci logickych spojek, kvantifikatord a modalit; programy tvo-
fime z atomickych program® (pfifazeni) a libovolnych klasickych formuli pomoci
programovych spojek a testl. Interpretace je dina relaéni strukturou a jejimi stavy
podobné jako interpretace formuli v klasickém predikdtovém podtu a interpretace
programi v dynamickém vyrokovém poctu. Pfi omezeni na aritmetické relaéni struk-
tury ziskame pojem aritmetickych tautologii; pro né mame k dispozici axiomatizact,
ktera je korektn{ a tiplnd, a agkoli neni (z principilnich divoda) efektivni (nelze
algoritmicky rozhodnout, zda dana formule je axiom), je v ni neefektivnost reduko-
vana pouze na nemoznost rozhodnout, zda formule klasické aritmetiky je pravdiva
¢i ne. Tato axiomatizace skytd dobry dikazovy aparat, protoZe o spoustd formuli
vime, Ze jsou axiomy.

7. DYNAMICKY PREDIKATOVY POCET S DIVERGENCI

Tak jako u dynamického vyrokového poctu, lze i u dynamického predikatového
poétu vydetfovat bohatsi sémantiku vypoétovych stromil (definice z odstavce 4
zUstava nezménéna) a formule, které o vypodtovych stromech vypovidaji. V tomto
odstavei uvedeme axiomatizaci systému dynamické logiky obohaceného o formule
LOOP(a) s vyznamem ,,program o neobsahuje nekonetny cyklus®. Z formdlnich
diivodit budeme uvaZovat jeji modifikaci [a]* A, ktera je ekvivalentni formuli [o] A &
& LOOP(a). Syntaktickou definici formuli a jejich sémantiku tedy rozifujeme o nasle-
dujici bod.

Je-li o program a 4 formule, pak [«]*A4 je formule. Formule [«]* A4 je splnéna
ve stavu s (s k= [o] " A), jestliZe s = [a] 4 a vypottovy strom ct(x, s) je konetny.

Zavedeme-li oznafeni (o)™ 4 = T[«]* 714, pak s|=<o>" 4, jestlize bud
s = <a) A nebo ct(w, s) je nekoneény. Déle je vidét, Ze s =[] true, pravé kdyz
ct(x, s) je konedny, a s |==<a)>" false, pravé kdyZ ct(a, s} je nekone&ny.

Odpovidajici axiomaticky systém pro dynamicky predikatovy podet s divergenci
vznikne tak, Ze k axiomatickému systému dynamického predikdtového podtu pfi-
dame nasledujici axiomy a dedukéni pravidla.

29



Axiomy:

1) [a]* A = [«] A& [o]* true

2) [x . t]+ true

3) [B?]" true

4) [o; ] true = [«] [B]* true

5) [eu B true = [o] ™ true & [B]* true

Dedukéni pravidla:
1) A(n +1) - [a]" A(n) ,14(0)
A(n) = [o*]* true
kde A je klasicka formule a n ¢ var («)

2) Zi‘l“iﬁ,L
— {a*>7 false

O této axiomatizaci se nyni da opét ukazat, Ze je korektni a Uplna.

8. DYNAMICKY PREDIKATOVY POCET S REKURSI

V kapitole 6 jsme ukdzali, Ze dynamicky predikatovy podet je rozsifenim predikato-
vého poctu o urdité prostfedky, které umoZiuji vytvatet formule popisujici viastnosti
jisté tiidy programi. K zavedeni predikatového po¢tuss rekursi vedla potieba studovat
vlastnosti programi, umoZiiujicich rekursivni voldni ,,procedur®, coz prostiedky
dynamického predikatového poétu neni mozné. Jazyk dynamické logiky s rekursi se
lisf od jazyka dynamického predikdtového po&tu pouze tim, Ze operdtor iterace je
zde nahrazen operatorem rekurse. Bude tedy moZné najit jisté analogie.

Pro dynamicky predikatovy pocet s rekursi budeme v dalSim textu pouZivat zkratku
CFDL vychdzejici z anglického pojmenovéni (context free dynamic logic) zavede-
ného Harelem.

Jazyk CFDL sestava z predikatovych a funkénich symbold, individuovych konstant
a proménnych, z logickych spojek a kvantifikitortt a dale z jedné programové
proménné (oznaéované X) programovych spojek, znaku pFifazeni «, testu ? a z ope-
ratoru rekurse oznacovaného p.

Jak jsme jiz zd@raznili, 1i§i se CFDL od DPL v zasad& jen rozdilnou strukturou
programii (pfesnéji programovych termﬁ). MnoZina programii v CFDL je vytvofena
podle téchto pravidel:

(l) Je-1i x individuova proménnd, e term a A formule kiasického predikatového
podtu, pak kazdé pfifazeni x « e, test A? a programova proménna X jsou programo-
vé termy.

30




(2) Jsou-li 7, 74, T, programové termy a X programovad proménnd, pak (71 12),
(r1 L 12) a p X(x) je programovy term. Programovy term g X(t) Ize intuitivng chipat
jako program, podle né¢hoZ poéitame tak, Ze kdykoliv narazime p¥i vypodtu na vyskyt
programové proménné X, substituujeme na misto ,,oznadené X cely program .
V rekursivnich programech je tedy prostfedek umoziiujici iteraci nahrazen schopnosti
programi volat samy sebe. Operator rekurse umoziiuje tedy jistym zpiisobem vizat
programové proménné. Rekneme, Ze vyskyt programové proménné v termu 7 je
vézany, je-li obsaZen v podtermu tvaru p X(t, ); v opadném pfipadg je vyskyt progra-
mové proménné X v 7 volny. Programovy term neobsahujici Zaddné volné vyskyty
programové proménné nazveme uzavienym.

Oznadime CP mnozinu rekursivnich programi (dzi]e jen pmgramﬁ). Rekursivni
programy jsou pravé uzaviené programové termy. Oznagime-li nyni 1(X) term obsa-
hujici volnou proménnou X, pak budeme pro term p X(r(X)) uZivat v dal¥im testu
zkratku 7*. Tato zkratka je ve formulich daleko prehlednéjsi a samotny zapis je
pohodiny. Je navic jasné, Ze nemiZe dojit k zAm&n& se znagkou pro iteraci v DPL,
nebot rekursivni term obsahuje programovou proménnou. Programova proménné
nema v§ak jiny vyznam, nez Ze ,,0oznacuje misto*‘, kde bude program volat sim sebe.

Mnozina formuli v CFDL je vytvafena pomoci t&hto pravidel:

(1) Kazda atomickd formule predikdtového poétu je formuli v CFDL.

(2) Jsou-li A4, B formule, x individuovd proménnd a t program, pak (4& B),
(4 v B), (4-B), (4=B), 14, (¥x)4, (3x)4, [t] 4, (x> A jsou formule.

Bude-li nyni M relaéni struktura interpretujici predikatové a funk&ni symboly a indivi-
duové konstanty, pak sémantika CFDL je definovadna stejné jako pro DPL s tim
rozdilem, Ze zbyvd nahradit sémantiku operdtoru iterace sémantikou rekurse. UkaZme
tedy jak lze interpretovat term t*. Oznaéime-li T(X) programovy term obsahujici
pravé jednu volnou proménnou X, méZeme definovat 7(«) jako zkratku oznadujici
vysledek substituce programu « za viechny volné vyskyty X v 7. Definujeme-li dale

) =a a () = 1(r'(x))
pak definujeme sémantiku programu t* opét jako mnoZinu dvojic stavil takto:

@«
{515 520 € My, pravé kdyz sy, s> el Mr‘(false?) .
i=0

Pritom program ,,false? je ovSem prazdny, tj. nepfevadi Zadny stav do Zadného
stavu. MiZeme tedy fici, Ze program t* pfevadi stav s, do stavu s, tehdy a jen tehdy,
existuje-li pfirozené &islo n takové, Ze program r”(false?) pievadi stav s, do stavu s,.

Piiklad:
UvaZujme program
aizex; (=05 yeYu(z+0zez-L X zez+ i vey. 2)*
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jenZ je tvaru z « x; t*. Uvedme piiklad programu «*(false?):

(z=0, yeD)U(z+02z«z—1;
(=05 ye)u(z 0% zez—1;
((z=0?: y<—1)u(z=0?; zez—1;
false? ;
zez+liyey.z);
Zez+ 1 yey.z);
zez 415 yey.z).
Neni obtiZné si v§imnout, Ze v kazdém stavu s;, v némZ je proménné x ptifazena
hodnota 2, bude pravdivé
{z « x; ©(false?)y (y = 2).

Pro kazdé n < 3 bude M |=([z « x; 1" false?)] false [s,]. Podobn& se ukdze, Ze
interpretaci programu z « x; "(false?) je relace

{<s, 1y is(x) £ n = 1&4y) = (s(x))!},

takZe program o pocita faktorial na pfirozenych &islech.

Vsimnéme si nyni, Ze programy o € CF mohou zmé&nit nejvyse hodnoty proménnych
obsaZenych ve var (), tj. kazdy program realizuje n&jakou relaci na hodnotéch pro-
ménnych ve var (a) (vztah mezi hodnotami ,,vstupnimi* a ,,vystupnimi*. K tomu,
abychom takové relace dokazali popisovat a studovat, je vhodné jazyk CFDL
pon&kud rozsifit. Rozifeni provedeme obohacenim mnoZiny programi CF, pfidemz
ostatni slozky CFDL ponechdme beze zmény. MnoZinu programt CF’ definujeme
takto:

(1) Je-li B(Z, W) klasickd formule predikatového po&tu obsahujici navzajem
riizné volné prom&nné zy, 7, ..., z, & Wy, W, ..., W, (pfidemZ piSeme Z misto z,, ...
«.s 2, @ W misto wy, ..., w,), pak Z « random (W : B(Z, W)) je programovy term
v CF.

(2) Kazdé piifazeni x « e a test A? je programovy term v CF’,

(3) Kazdy jednoduchy uzavieny term je v CF'.

(4) Jsou-lia, B e CF', pak (o; B)a(x U f)jsou v CF'. Neformani popis sémantiky
Z « random (W : B(Z, W)) byl uveden v zavéru kapitoly pojednavajici o DPL.
V dal§im textu budeme pouzivat zkratku Z < rand B, nebo Z « rand B(Z, W).
Formalné lze sémantiku tohoto ,,pfikazu” popsat nasledovng.

{$1, 820 € Mgz, anap Pravé tehdy, kdyz

(1) 5, a 5, se shoduji v hodnotich prom&nnych riznych od Z

(2) zaménime-li v s; hodnoty prom&nnych W hodnotami, které maji proménné Z
v 5,, pak vznikne stav s,(W/Z,,), pro n&jz plati M |= B(Z, W) [s,(W|Z,)].
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Podminku (2) Ize jinymi slovy vyjadFit takto: zaménime-Ii v s, hodnoty promén-
nych W hodnotami, které maji proménné Z v s, vznikne stav s,(W/Z,,), pro n&jZ
M = B(W, Z)[s,W|Z,,)]. Méame-li nyni program «, var (#) = Z, pak pro kazdé
{sy,5,) € M, plati podminka (1). Podminka (2) vyjadfuje skutenost, %e mezi
hodnotami Z v s; a hodnotami Z v s, plati vztah B.

Nyni popiSeme nékteré dileZité vlastnosti CF'DL. Stejné jako u DPL bude ne-
efektivnost axiomatického systému ,,dobfe lokalizovana‘® aritmetickymi tautologie-
mi. Bude-1i M libovolna aritmetickd relaéni struktura, pak ke kaZdé formuli 4
z CF'DL existuje klasicka formule A’ predikatového poétu takovd, Ze M =A = A'.

Dalsi zajimavou vlastnosti programi DPL a CF'DL je, Ze mnoZina programG DPL
je podmnoZinou mnoziny programi CF'DL. Operdtor iterace miZeme totiZ pfepsat
v CF'DL nasledovné. Je-li M néjakd relaéni struktura, pak plati

M, = Mrieronns = M!ru('?u(/\’;a)‘ .
Viimnéte si, ze z vlastnosti pfikazu Z « rand A vyplyva, 7e formule
W=2Z-[Z«rand A(Z, W)] AW, Z)

je tautologii. (Pozor na poradi proménnych!) Toho vyuZijeme k vysloveni dvojice
tvrzeni o CEF'DL, ktera se bezprostfedné promitnou do axiomatického systému.
Tato tvrzeni svazuji pomoci ptikazu Z « rand B vlastnosti rekursivnich programi
a relaci vyjadfitelnych pomoci klasickych formuli predikatového poctu.

Pro kazdou relaéni strukturu M, pro kazdy program o € CF’ a formuli 4 predika-
tového poctu plati:

(1) MiE=W=2Z- [} A(W, Z) pravé tehdy, kdyz M, € My 0gaizw)

(2) M= (A(Z, W)~ <a) (Z = W) pravé tehdy, kdyZ My pisz,w) S M,
Intuitivni vyznam tohoto tvrzeni Ize popsat takto:

(l) Po provedeni programu « plati vidy formule 4, vyjadiujici vztah mezi vstup-
nimi a vystupnimi hodnotami proménnych ve var (), pravé kdyZ kazdy vypodet
podle programu « lze vyjadfit nahodnym pfifazenim podle formule A4, tj. vysledek
prace programu muiZeme ,,uhadnout* formuli predikatového poétu.

(2) Naopak existuje vypocet podle a, ktery lze ,,ptedpovédét™ formuli A4 vyjadiu-
jici vztah vstupnich a vystupnich hodnot promé&nnych ve var (a), pravé kdyz kazdé
nahodné pfifazeni podle formule A je vydislitelné programem a.

Dalsi dvé tvrzeni, kterd uvedeme, potvrzuji opravnénost vyjadieni sémantiky
rekursivnich program® technikou minimalniho pevného bodu. TotiZ pro kazdou
reladni strukturu M, pro kazdé dva programy o, o« z CF’ a kaZdy programovy
term 7(X) obsahujici X jako volnou proménnou plati

(1) M, = M, > M,,, = M, (monotonie),

(2) My = M, > M,. = M, (existence horni meze),
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(3) M) = M. (pevny bod).
Nyni mitZeme popsat axiomaticky systém pro CF’DL.
Axiomy:
Axiomy (1)—(7) jsou totozné s axiomy DPL.

(8) [Z « rand A1 B = (YW')(A(Z, W') > BY’,

kde A, B jsou klasické formule predikdtového podtu a zkratka BY  oznaduje vysledek
substituce W’ za Z ve formuli B.

©) (4= [+*] B) > (4& C - [+*] (B&C)).

jestlize C neobsahuje Zadné proménné z var (z).

Dedukéni pravidla:

)

B
AA>B (modus ponens)

W =Z - [«(Z < rand A(Z, W))] AW, Z)
W=Z- [t*] AW, Z)

(i)

>

- kde Z = var(7)

4(n + 1, Z, W)~ (Z « rand A(n, Z, W))) (Z = W), —IA(OLZ;WL)
A(n, Z, W) = {9 (Z = W) ’

(1v)

kde A4 je klasicka formule predikatového podtu, Z = var (t) a n ¢ var (7). V dal§im
textu bude velmi uZiteéné odvozené dedukéni pravidlo
N W=2Z->[(Zrand A(Z, W))| AW, Z), B—[Z+« rand A(Z, W)]C
(nry == mias e A EA S S S et T
B[] cC

kde A4, B, C jsou formule predikatového poStu a Z = var (t). Pro rozsifeny dynamic-
ky predikdtovy podet s rekursi CF’DL plati samoziejmé, Ze axiomaticky systém je
korektni. Plati také véta o uplnosti, tedy:

A je aritmetickd tautologie tehdy a jen tehdy, kdyZ A je dokazatelnd.

Shrneme-1i viastnosti této axiomatizace, pak plati analogicky jako pro DPL:

(1) Axiomatizace je korektni, Gipln a kromg axiomi skupiny (2) je efektivni.
(2) Axiomatizace je algoritmicky nerozhodnutelna.
(3) Problém tautologignosti pro CF'DL je algoritmicky nefeitelny.

34



(4) Kazda formule 4 dynamického predikatového podtu s rekursi je aritmeticky
ekvivalentni n&jaké klasické formuli predikatového poétu.

(5) Dynamicky predikatovy potet s rekursi CF'DL je rozsifenim DPL v tom smyslu,
Ze operator iterace je vyjadfitelny pomoci operdtoru rekurse.

Mozné zobecnéni:

Mnohy Ctenar se jisté v pritbéhu Cetby této kapitoly pohorSoval nad tim, Ze Siroky
problém rekursivnich programii je zde omezen pouze na studium programii s rekur-
sivnim volanim sebe sama. Obecn8 je v8ak moZno piipustit operdtor rekurse ve tvaru
wiXyq ..‘X,,(rl, ...» T,). Lze op¥t axiomaticky systém analogickym zptsobem jako
systém pro CF'DL. (Podrobnosti viz [2].)

9. DYNAMICKY PREDIKATOVY POCET S PRIRAZOVANIM POLIM

V dalsi varianté dynamické logiky jsou kromé& individuovych proménnych také
pole prom&nnych (obdobng jako u programovacich jazykid) a pfifazovaci piikaz
miiZe ménit hodnoty v téchto polich uloZené. Formalné lze pole zavést pomoci logiky
druhého fadu, ve které jsou kromé individuovych proménnych x, y, z,... také
proménné pro funkce X, Y, Z, ... s danou &etnosti. Pojem stavu dané relaéni struk-
tury M je nutno zobecnit takto: Stav je zobrazeni, které (1) kazdé individuové pro-
ménné x pfitadi n&jaky prvek a noside M struktury M a (2) kazdé funkdni proménné X
Setnosti k ptifadi operaci Cetnosti k na M, tj. zobrazeni mnoziny M x M x ... x M

—————

k-krét

do M. Funkéni proménné se také mohou objevovat v termech a tedy i ve formulich,
a lze je kvantifikovat: Je-li A formule a X funk&ni proménna, pak (VX) A je formule.
Definice programil se rozsifuje o pfifazovani funkénim proménnym. Je-li X n-arni
funkéni proménnd a ¢, ¢, ..., t, termy, pak X(tl, cens t,,) + t je program. Sémantika
tohoto programu je obdobna jako u pfifazovani individuovym proménnym. Program
X(tl, e t,,) « t pfevadi stav s do jediného stavu §, ktery vznikne z s tak, Ze hodnota
proménné X v soufaduicich (f,);, ..., (t,); se zm&ni na (¢), a viechno ostatni zistava
stejné. ((¢), znadi hodnotu termu ¢ ve stavu s.)

V dynamickém predikatovém poétu s pfifazovanim polim nebudeme axiomatizo-
vat mnoZinu vSech pravdivych formuli, ale jen mnoZinu pravdivych formuli, ve kte-
rych se nekvantifikuji funkéni proménné (tzv. A5 formule) Axiomaticky systém je
zde rozsahlejsi, protoze musime ptidat nékteré logické axiomy druhého fadu. Uve-
deme zde z tohoto systému jen axiom, ktery se pfimo tyka p¥ifazovani polim.

Axiom

[x(ty,....1,) « £] 4 = (YY)(MODIF (Y, X, t,, ..., 1,,, ) > A%) .

35



Pfitom MODIF (Y, X, 5, ..., t,, 1) je zkratka za
Y(ty,oont,) =t8&(Vzy, o z)(zg F 1, Voo vV zu F 1, Yz, 2,) =
:X(lews-’n))‘

Pro tento axiomaticky systém se da op&t ukdzat, Ze je korektni a Gplny.

10. PRIKLADY

V tomto odstavei uvedeme priklady ilustrujici vyuZiti prostfedkd uvedenych axio-
matickych systémii.

1. Dokazme v axiomatickém systému dynamického predikatového poctu spravnost
programu na vypodet faktoridlu. Bud o program

xe1;y«0; pf*; y=2?,
kde Bjeprogramy < z?%, y <~y + 15 x <« y.x.

Program « je deterministicky (snadno vidime, Ze f*; y = z? je program “while
y <zdo(y«y+ 1;x < y.x)"), takZe stadi dokazat formuli

oy true& [o] (x = z!).
Formuli (&) true lze ekvivalentné upravit takto:

e 15y « 03 (p*Y <y = 27) true,
=S eGP =2).
Ditkazy skonéeni v DPL vychdzeji z Floydovy metody, podle které potiebujeme
velidinu, kterd se po jednom provedeni cyklu zmensi, a jejiZz nulova hodnota zaruduje
skondeni programu. V nafem piipadé€ je to veliina z — y a formule A, na kterou

budeme aplikovat odvozené dedukéni pravidlo (7), je n = z — y. (Tato formule
odpovida intervalu ve Floydové metod& dikazu parcialni sprévnosti.) Dokazeme-li

(1) (3n) A(n),

(@) A(n + 1) > <> A(n),

(3) A©) -~y - =,

je tim dokdzano (B*) (y = z), tedy (dle odvozeného pravidla (5)) (x « 1) {y « 0} .

.B*y (y = z), tedy {a) true. Pfitom diikazy formuli (1) a (3) jsou snadné, zbyva
dokazat (2). Ale A(n + 1) > (B> A(n) je ekvivalentni formuli

(r+l=z—-y)>(y<z&n=z-y-1),

coz je klasicka formule pravdiva v pfirozenych &islech. Tim je dokdzano &) true.
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Formuli [} (x = z!) Ize ekvivalentn& upravit na

e 1= 0 [0 = 22 (&

z!),
[x v <0][f](y=z2-x=2).

V tomto pifipadé musime najit formuli A, ktera zlstava v platnosti po prichodua
cyklem, a na kterou miZeme aplikovat dedukéni pravidlo (2). Vezm&me za 4 formuli
x = y!. Cheeme dokazat A — [B] A. Tato formule je postupné ekvivalentnf nasledu-
jicim formulim:

coz dava

x=yloy<z[yey+1]xey.x](x=)

X

Voly<2?yey+1](y.x =

x=pl>{y<z?((y+1).x=(+ 1))

x=plo(y<zo(+ ). x=(+1))
a posledni formule je klasicka formule pravdiva pro pfirozena &isla. Je tedy podle
pravidla (2) dokdzano
x =yl = [f¥]x =yt
Podle pravidla (3) je
ety « 0] (x =) = [x <« 1] [y « O [B*] (x = »1),
atedy 1 =0!—[x « 1][y « 0][B*] (x = y!). ProtoZe oviem plati x = y! -
—(y = z —» x = z!), je podle pravidla (3) a ptedchozi formule dokdzano
[x<—l][y%0][[?*]y=z—»x:z!),

a tedy jsme dokézali [«] (x = z!).

II. V dal§im ptikladé ukdZeme pouZiti axiomd pro dynamicky predikatovy podet
s divergenci.

Necht o je opét program z p¥ikladu I. DokéZeme formuli [o]* true. Obdobné jako
u dikazu formule {(a) true hledame zde veliGinu, kterd se po prichodu cyklem

zmensi o jednotku, avSak nikdy nenabyva hodnoty 0. Takovou veli¢inoujez — y + 1
a formule A(n) pro dedukéni pravidlo l matvarn =z — y + { & n > 0.

Z axiomi 2, 3 vyplyva [B]* true, a dale [B] A(n) je ekvivalentni
y<z-on=z-y&n>0.
Formule A(n + 1) - []* A(n) je tedy ekvivalentni formuli

n+l=z—-y+1&n+1>0->(y<zon=z-y&n>0),



ktera neobsahuje programy a je pravdiva. ProtoZe plati také ‘lA(()), miZeme pouzit
deduk&ni pravidlo 1 a dostaneme A(n) - [f*]" true. Z deduké&niho pravidla gene-
ralizace obdrzime formuli [x « 1; y « 0; B*]* true, a protoZe true je ekvivalentni
[y = z?]* true, plati i [«]" true.

III. Nyni pfedvedeme diikaz &astetné spravnosti programu poditajiciho faktorial
prostiedky CF'DL. DokaZme formuli

[z2 < u; ] (2, = ul),
kde 7(X) je

(22 =05 2, « V) U (2, £ 0, zy ez, = 3 Xy 2y 2, + 1, 2, « 20 25).
Méme tedy dokazat [z, « u] [t*] (z, = u!).

K tomu stadf dokdazat
1) [z, «u](z, =u),
® s = o [ = u).

Prvni formule ma tvar [a] G a druhd G— H; z G— H dostaneme [«} G— [«] H dle pravidla
1T a tedy dostaneme [x] H dle pravidla I (modus ponens). Pfitom [«] H je dokazovand formule.

Dikaz formule (1) je trividlni, pouZijeme axiomu (3). Abychom dokazali (2),
pouZijeme odvozeného deduk&niho pravidla (II1') takto: Vimneme si, Ze je var (1) =
= (z4, 2,). Oznaime-li Z = (zy, 7,,), W = (w, w,), W' = (w, w}), a ddle

B:

tq

,=Uu, C: z,=u!l,
AZ,W): wy=z2,&w; =1z,!,

pak k diikazu formule B — [7*] C (coZ je (2)) stadi dokézat

3 B |Z < rand A(Z, W)] C
a
4 Z=W->[(z=0% z, « 1)U (2, £ 0% z, + z, — 1;

(Z « rand A(Z, W)); z; « 2z, + 15 z; « 2z, . 2,)| AW, Z).
K diikazu (3) pouZijeme axiom (8), &imZ dostaneme
7y = u — (Y, wh) (wh = 2, & wi = z,1) » w{ = ul),

coZ je axiom skupiny (2).
K diikazu (4) stadi dokdzat

(%) Z=W-[z; =0% z, « 1](z, = w, & z; = w,!),
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coZ se lehko redukuje na axiomy skupiny (2), a ddle kliSové tvrzeni
) Z=W- [z, 0% 2, « 2, = 1] [Z « rand A(Z, W)]
(z2+ 1= wy&zy . (z5 + 1) = w,!).

Formule (4) ma tvar K— [« U f] L, tedy stali dokdzat K— [«] L a K- [f] L. Formule
(z2= wy & 21 = wyl)je A(W, Z); formule (2 -+ 1= wy & 21 . (z; + D)= w,!) vznikne z AW, Z)
tak, Ze nejprve za z; dosadime z; . z, a pak ve vznikné formuli za z, dosadime z, +4- 1.

Dukaz formule (6) se redukuje na dikaz dvou nasledujicich formuli:

7 Z=Wolz, 0% z, <z, = 1](wy =z, & w, = z, + 1),
(3) zi=w &w, =2z, + 1>

> [Zrand A(Z, W)] (z; + 1 = w, & z; . (z, + 1) = wy!).
(Srv. uvahu o formulich (1) a (2) nahofe.)

Pfitom (7) je zfejmé; k diikazu (8) uZijeme axiom (8); dostaneme
9 z, =w, &w, =1z, + 1

= (Ywh, wo) (A(Z, W) = wy = wh + 1& wy . (wh + 1) = w,).

Pritom A(Z, W’) jest wy = z, & wi = z,!. Formule (9) tedy tvrdi, Ze je-li w, =
=z,+ 1, wy =2z, a wi =z,!, pak w, =w; + 1 a wy! =wj.(w; + 1), coZ je
pravda, nebot

Wi (wy + 1) =20 (2 + 1) = (z, + 1)l = w,!.

Tedy (9) je dokazano a tim je dokongen cely dikaz.

IV. Posledni piiklad podava diikaz &asteéné spravnosti tfidicitho algoritmu
v axiomatice dynamického predikdtového poctu s pfifazovanim polim. Algoritmus
uspofadava prvnich n &lenit jednorozmérného pole Z. Algoritmus pouZivd promén-
nou x jako pointer tak, Ze Z(1), ..., Z(x) jsou vZdy neklesajici. Ddle uloZi hodnotu
Z(x + 1) do z, a posunuje Z(x + 1) « Z(x), Z(x) < Z(x — 1), ..., dokud nenajde
misto pro z. Algoritmus lze zapsat nasledujicim zpiisobem:

§: x e 1 (o B )% x =0,

kde
a: x<nlyex;xex+1;z«Z(x)

B: y> 0L Z(y)>zh Z(y+ Y« 2(y); y ey — 1
y: (y=0vZ()s2)h Z(y+ 1)« z.
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Oznadme ORD (Y, y) formuli (Vz)(1 <z <y — Y(z) £ Y(z + 1)) a dokaime
formuli [b] ORD (Z, n).

1. ORD (Z, ) - [F]ORD (Z, y + 2). Plati [f]ORD (Z, y + 2) =
=[y>0%2(y) > 2% Z(y + 1) « Z(y)]JORD(Z, y + 1) a tato formule plyne
z [2(y + 1)« Z(y)]ORD (Z, y + 1). Zbyva tedy dokdzat ORD(Z, y) - (VY)
(MODIF (Y,Z,y + 1,Z(y)) > ORD(Y,y + 1)). Je-li L<v <y — 1, je Y(v) =
=ZW) 2 Zo+ 1))=Y+ 1). Je-liv=y,je Y(v) = Z(y) = Y(y + 1) = Y(v + 1),
takze plati ORD (Y, y + 1).

2.0RD(Z,x)&y £ x — [ﬁ] (ORD (z, x)& y<x&z< Z(y + 1)) Prava
strana této implikace je ekvivalentni formuli

¥ > 0&Z(y) > z — (YY) (MODIF (¥, Z, y + 1, Z(»)) - (ORD (Y, x) &
&y—1<x&z<Y(y)).
Zbyva dokazat Y(v) £ Y(v + 1) prol £ v < x.
(2) Jeliv y, v y+ 1, pak Y(o) = Z(v) < Z(v + 1) = Y(o + 1).
(b) Jelli v = y + 1, pak Y() = Z(y) < Z(y + 1) £ Z(y + 2) = Y(v + 1).
(c) Je-li v =y, pak Y(v) = Z(v) = Y(v + 1).
Ziejmé také plati y — 1 < x a z < Z(y) = Y(p).
3. ORD(Z, x)& y < x& 7 < Z(y + 1) - [y] ORD (Z, x). Plati
[y]ORD(Z,x) = y = 0 v Z(y) £
<z (VY)(MODIF (Y, Z, y + 1,z) » ORD (¥, x)) .
To Ize opét dokazat rozborem piipada.
4. ORD (Z, x) - [a; B; B*; 7] ORD(Z, x). Plati
ORD(Z, x) - [«] (ORD (Z, )& y = x — 1) >
- [e; B]J(ORD(Z,y + 2)& y = x — 2& z < Z(y + 1)) = (podle 1),
- [o; B](ORD (Z, x)& y < x& z < Z(y + 1)) »
- [o; B; B¥](ORD (Z,x)& y < x& z < Z(y + 1)) = (podle 2),
— [ B; B*; Y] ORD (Z, x) (podle 3).
5. ORD(Z, x) - [«; 7] ORD(Z, x). Plati
[ 7] ORD (2,%) = [a] (¥ = 0 v Z(y) <
< z - (YY) (MODIF (Y, Z, y + 1, z) - ORD (Y, x)))=
=y<n&(x=0vZ(x) = Z(x + 1)) -
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- (YY)(MODIF (Y, Z, x + 1, Z(x + 1)) » ORD (Y, x + 1))
x<n&(x=0v Z(x) £ Z(x + 1)) > (VY)(Z = Y- ORD(Y, x + 1)),
coZ plyne z ORD (Z, x).

Podle 4. a 5. plati ORD(Z.x) - [x; §*; Y] ORD (Z, x), tedy ORD (Z. x)
= [(a; B*; 7)*] ORD (Z, x). a protoze [x « IJORD(Z, x). plati i [x « 1;
(«; B*;7)*]ORD(Z, x), [6] (x = n& ORD(Z, x)) a [§] ORD (Z, n).
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