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Abgeschwichte Observabilititsbegriffe
fiir stochastische Automaten

H. JURGENSEN, H. - D. TIKOVSKY

Bekanntlich gibt es zu jedem stochastischen Automaten A einen zu 4 schwach dquivalenten
observablen stochastischen Automaten 4’, in den 4 dquivalent eingebettet ist [2]. Der zum Beweis
dieser Aussage benutzte Automat 4’, im folgenden als die observable Erweiterung Qbs(A) von
A bezeichnet, ist jedoch im allgemeinen selbst dann unendlich, wenn A endlich ist. Mit ein wenig
Uberlegen stellt man fest, daB dies nicht so sehr eine Eigenschaft der Konstruktion von Obs(A4)
wie der Definition der Observabilitit stochastischer Automaten ist. FaBt man stochastische
Automaten entsprechend ihrer Konzeption als Automaten auf, deren Verhalten sich nur mit
einer z. B. aus einer Statistik gewonnenen Wahrscheinlichkeit vorhersagen 148t, so ist der tibliche
Observabilititsbegriff allerdings auch keineswegs adiquat; natiirlicher wére es, wenn auch in
diesem Falle der aus dem Verhalten des Automaten gezogene SchluB iiber seinen Zustand mit
einer gewissen Unsicherheit sein dirfte.

Dle vorliegende Arbeit ist als Diskussionsbeitrag zu diesem Problem gedacht.

1. GRUNDBEGRIFFE, BEZEICHNUNGEN

Fiir eine Menge X bezeichnet X* das von X erzeugte freie Monoid mit Einselement
1. Fiir w e X* ist |w| die Ldnge von w. 4 = (X, Y, Z, H) sei ¢in stochastischer Auto-
mat [2]. Fiir abzihlbare Z machen wir von der Mdglichkeit Gebrauch, H durch
eine Familic {M(y | x)}sex ey von Z x Z-Matrizen M(y|x) = (m(y|x),,) mit
m(y | x). .. = H[z, x](y, z’) anzugeben. Die Aquivalenz von stochastischen Auto-
maten und von Zustinden wird mit ~, die schwache Aquivaleni mit &~ bezeichnet;
die zugehorigen Einbettungen schreiben wir © bzw. <. H(Z) sei die Menge der
zufilligen Zustinde von 4, und fiir z € Z sei 6, € 1I(Z) mit 8,(z) = 1. H wird, etwas
von [2] abweichend, zu einer Funktion

H:UII(Z) x X" x Y" x Z~—[0,1]
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in naheliegender Weise so fortgesetzt, daf3 H[EZ, u] (v, z) die Wahrscheinlichkeit ist,
von & aus mit Eingabe u die Ausgabe v zu erhalten und z zu erreichen. Es sei

viZ, u](v) :22 ;l[:?”, u] (v, z')

flirZ e I'I(Z), ueX* ve Y*, [u] = [v|, die Langenbedingung werden wir in Zukunft,
wo nétig, immer stillschweigend voraussetzen. 4 heiBt observabel, falls es eine par-
tielle Funktion 6 :Z x X x Y— Z, die Beobachtungsfunktion, gibt, so daB fir
allezeZ, xe X, ye Ygilt: §(z, x, y) ist genau dann definiert, wenn V[z, x] (y) > 0
ist, und dann ist H[z, x] (y, 8(z, x, y)) = 1. Wir setzen ferner

El-fé I‘J”(‘lﬁi) ir VI, ul (v
F[Z,u0] (z) = { V[Z-1] @) fir V[Z,u](v) <0,

0 sonst

!
fiir & €I1(Z), ue X*, ve Y* zeZ. Obs(A), die observable Erweiterung von A,
ist der stochastische Automat (X, Y, Zqy,, Hop,) mit
Zow ={Z|%el(Z), zeZIueX* e ¥*: & = Fz,u,v]}
und

V[F[z,u,v], x](y), falls V[z, ux](vy) >0
How[Fz, u, 0], x] (3, Z) = { und & = F[z, ux, vy],

0 sonst,

fiir % € Zo,,. Die zugehdrige Beobachtungsfunktion ist
Soud(Flz, u, v], x, y) = F[z, ux, vy],

soweit definiert. A kann genau dann in einen endlichen observablen stochastischen
Automaten dquivalent eingebettet werden, wenn Obs (A4) einen endlichen Reduzierten
besitzt.

2. UNGEFAHR OBSERVABLE AUTOMATEN

2.1. Definition. A = (X, Y, Z, H) sei ein stochastischer Automat, p &[4, 1).
(1) & e 11(Z) ist p-determiniert, falls Z(z) > p fiir ein z € Z ist.

(2) A ist p-observabel, falls fiir alle zeZ, ueX*, ve Y™ gilt: V[z,u](v) =0,
oder F[z, u, v] ist p-determiniert.

(3) A ist ungefahr observabel, falls A fiir ein p € [3, 1) p-observabel ist.
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Ein stochastischer Automat ist also genau dann p-observabel, wenn alle von den
deterministischen Zustdnden aus erreichbaren Zustandsverteilungen p-determiniert
sind. Die Forderung p 2 } ergibt sich aus der Vorstellung, daB zu einem ,,ungefiahr
determinierten Zustand % ein ze Z mit Z(z) > Z(Z \ {z}) existieren sollte,
wobei dann ,,ungefdhr durch p prazisiert wird. Falls A ein p-observabler stochasti-
scher Automat ist, so gibt es offenbar eine particlle Abbildung § vob Z x X* x Y*
in Z, so daB F[z, u, v] (§(z, u, v)) > p folgt, wenn ¥[z, u] (v) > 0 ist. § kann man
wieder als die Beobachtungsfunktion auffassen. Es geniigt in 2.1 (2) nicht, sich auf
den Fall lu| = 1 zu beschrianken, weil sich die Bedingung nicht immer von Symbolen
auf Worter iibertragt:

2.2. Beispiel. Sei
A= ({x), {a 5}, {1,2,3), (M(a | x), M(5| )
030 02

M(alx)={0 03 02
0,1 0,05 0,35

s

0 0104
M(b|x)={0 0303
0,50 0
Dann ist

. L fo6 fir i=1,2
Fli,x,a](i) = {0’7 fir i = 3 } > 0,5
und
0,8 fir
F[i,x, b] (4 — i) = 40,6 fiir
1 fiir

Il
[ 38
\%
L
3

Mit 0,5 < p < 0,6 erfiillt also A die p-Observabilititsforderung auf Symbolen.
Es ist jedoch F[1, x?, abb] = (0,4 0,12 0,48).

2.3. Satz. Zu jedem stochastischen Automaten A = (X, Y, Z, H) und zu jedem
3 <p<1 gibt es einen p-observablen stochastischen Automaten A, =

= (X, Y, Z, Hp), die p-observable Erweiterung von A, mit A < A, ~ A. Dabei
sind A, und Obs (4) im allgemeinen nicht dquivalent, aber A, = Obs (4).

Beweis: Der Beweis verlauft analog [2], 111, Satz 2.10. Sei

z,-zulz Zell(Z),3zeZIueX* e Y*: V[z,u](v) >0 A (Vz'eZ:
(F[z,u,v](z) S p) A Z = Flz,u,v]



Zur Vereinfachung identifizieren wir z € Z mit Fz, 1, 1] = §,. Sei dann 391

ML= 1,1 5] (5, 2) =
H[F[z,u,v],x](y, %), falls Flz,ux,vy]¢Z, und ZeZ,
= SV[F[z,u,v],x](y), falls [F[z ux,vy]€Z, und Z = F[z,ux,vy]
0 sonst.
Sei ferner
Flz,ur,vs], falls F[z,ur,vs]eZ,,
S (F[z,u,v],r,s) =<z', falls F[z,ur,vs]¢Z, und F[z,ur,vs](z') > p,
undefiniert sonst.

Man verifiziert durch Nachrechnen, daB 4, ein stochastischer Automat ist und
p-observabel mit Beobachtungsfunktion 6,. A € A, ergibt sich wegen Z3z ~ §, =
= F[z,1,1] e Z,. Fiit A = A, beweist man durch Induktion nach der Linge der
Eingabewdrter, da F[z,u,v] € Z, als Zustand von A, zu F[z, u,v] e II{Z) als
zufilligem Zustand von A 4dquivalent ist. Wegen Z, S Zo,, folgt nach Konstruktion
ferner 4, < Obs (A). DaB 4, und Obs (4) im allgemeinen nicht dquivalent sind,
ergibt das folgende Beispiel.

2.4. Beispiel. Sei 4 = ({x}, {¥}. {1, 2}, H), wobei H durch die Matrix

3
M(y[x) = (4
gegeben ist. Dann gilt

(1TOYMy|x)y =G+ @G -3

O DME| %"= - @ 3+ @Y.

Daher ist A, = A fiir p = }; aber Obs (4) ist unendlich.

FOR

und

A sei ein endlicher stochastischer Automat, £ < p £ p’ < 1. Nach Konstruktion
gilt dann

Ac A, S A, SObs(A)m A~ A, ~ A,.

Insbesondere ist Z, € Z,, S Zows und
H, = Hpz,xxxyxz, = Hobsjz,xxxxxz, -
Wegen
v Zpk = Zows

P

fiir jede gegen 1 konvergierende Folge {p,} hat man Obs (A4) als Grenzwert der
p-observablen Erweiterungen von 4 fiir p - 1.
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Zum SchluB dieses Abschnitts sei gezeigt, daB es endliche stochastische Automaten
ohne endliche p-observable Erweiterungen gibt.

2.5. Beispiel. Sei 4 = ({x}, {»}, {1, 2,3},

=]

), wobei H durch

My |x) =

e O e
N
O Bl B

gegeben ist. Es ist beispielsweise {F[1, x", y"]} eine unendliche Folge mit F[1, x",
y](i) £ ifiri = 1,2, 3. Daher ist Z,, fiir alle p > 1 unendlich.

3. SCHLIESSLICH OBSERVABLE AUTOMATEN

Mit der p-Determinierheit wird die Tatsache, daf3 ein stochastischer Automat ein
Automat mit in gewissem Sinne unsicherem Verhalten ist, in die Definition der
Observabilitiat einbezogen. In diesem Abschnitt soll fiir die Definition zusitzlich
beriicksichtigkeit werden, dal} sich das ,,typische’* Verhalten eines stochastischen
Automaten erst nach geniigend langer Zeit, d.h., bei geniigend langen Eingabewor-
tern einstellt.

3.1. Definition. 4 = (X, Y, Z, H) sei ein stochastischer Automat. pe[4,1]. 4 ist
schlieflich p-observabel, falls fiir ein ne N, alle ze Z und alle u e X*X", ve ylul
gilt: V[z, u] (v) = 0, oder F[z, u, v] ist p-determiniert. A ist schlieflich observabel,
falls A fiir alle pe[4,1) schlieBlich p-observabel ist. A ist schlieflich ungeféhr
observabel, falls A fiir ein p € [4, 1) schlieBlich p-observabel ist.

3.2. Satz. 4 = (X, Y,Z, H) sei ein endlicher schlieBlich p-observabler stochastische
Automat. Dannist A, fiir alle £ < p’ < p endlich. Falls also 4 ein endlicher schlieB-
lich observabler Automat ist, ist jede p-observable Erweiterung von A4 endlich; fatls
A ein endlicher schlieBlich ungefihr observabler Automat ist, kann A in einen endli-
chen ungefahr observablen stochastischen Automaten dquivalent eingebettet werden.

Beweis. n sei geméB 3.1 gegeben. Dann ist F[z, u, v] identisch 0 oder p’-determi-
niert fiir alle [u} = |o| > n und alle $ < p’ < p. Z,, \ z enthilt daher héchstens
solche F[z, u, v], fiir die Iul = [v| < nist. Also ist Z,, mit Z endlich.

Das folgende Beispiel zeigt, daB dic observable Erweiterung ecines endlichen
schlieBlich observablen stochastischen Automaten unendlich sein kann.

3.3. Beispiel. Sei 4 = ({x}, {y}, {1, 2}, H), wobei H durch

M(Y|X)=<§ f)



gegeben ist. Dann ist
(0 HM(y|x)=(01)
und
(o) My | x) = (@) (1-(3))

fiir alle n. Fiir alle 4 < p < 1 ist die Menge der nicht p-determinierten erreichbaren
zufilligen Zustande zwar endlich, wichst aber unbeschrankt mit p — 1.

4. VERGLEICH DER BEGRIFFE

Die eingefiihrten Abschwichungen des Observabilititsbegriffs bilden in zwei-
fachem Sinne Hierarchien:

(a) Jeder observable stochastische Automat ist fiir jedes p e[}, 1) p-observabel,
ungefdhr observabel und schlieBlich observabel. Jeder p-observable stochastische
Automat ist schlieBlich p-observabel und schlieBlich ungefahr observabel.

(v

=

Jeder stochastische Automat mit endlicher observabler Erweiterung kann in
einén endlichen schlieBlich observablen stochastischen Automaten dquivalent
eingebettet werden. Jeder stochastische Automat, der in einen endlichen schlieB-
lich observablen stochastischen Automaten dquivalent eingebettet werden kann,
besitzt eine endliche p-observable Erweiterung fiir jedes pe[4, 1) und kann
damit in einen endlichen ungefahr observablen Automaten &4quivalent einge-
bettet werden.

Die Umkehrungen sind jeweils nicht giiltig. Man erhilt also, wenn man bei der
Observabilitit einen gewissen Fehler zulafit und wenn man annimmt, daB sich das
typische Verhalten eines stochastischen Automaten erst nach geniigend langer Zeit
einstellt, gréBere Klassen von in diesem Sinn observablen Automaten und groBere
Klassen von Automaten mit endlicher in diesem Sinne observabler Erweiterung.

Im Gegensatz zu den bisherigen Uberlegungen kann man, statt die Observabilitits-
eigenschaft selbst zu modifizieren, natiirlich auch versuchen, stochastische Auto-
maten durch endliche observable stochastische Automaten approximativ zu be-
schreiben. Die folgende Definition und der folgende Satz sind als stellvertretend
fiir eine ganze Reihe dhnlicher Begriffe und Aussagen anzusehen.

4.1. Definition. A = (X, Y, Z, H) und 4 = (X, Y, Z, H) seien stochastische Auto-
maten, und es sei ¢ = 0.

(a) A simuliert das Verhalien von A mit Fehlerschranke ¢, wenn gilt:

VzeZIZezVreX*Vse Y"':‘V[z, r](s) ~ V[z, r](s)l <e.
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(b) A simuliert schlieflich die Zustinde von A mit Fehlerschranke e, wenn gilt:
MeNVz, 2z €eZ3z,2 e ZVreX*X" Vse Y :
: ‘H[z, ¥l (s, z") — H[Z r] (s, 2’)[ <e.
Die Untersuchung von Kriterien fiir approximative Simulation lduft, wie in [1]

gezeigt wurde, auf Stabilitatsbetrachtungen hinaus.

Hinsichtlich der approximativen Simulation durch observable Automaten zeigt
man beispielsweise:

4.2, Satz. A = (X, Y, Z, H) sei ein endlicher schlieBlich observabler stochastischer
Automat. Es gelte genauer: Es gibt eine Folge «o, o;, ... mit den folgenden Eigen-
schaften:

(a) a;e[0,1] fiiri = 0,1, ...,

"
(b) a:=1lim ¥ a;existiert, und 0 < o < %,

n—>w i=0
(c) VzeZVz' e ZVre X" X*Vse Y Fz,r,s](z/) < 1 — 200 —
— F[z, ¥, S] (z') 21 —-q,.

Dann gibt es einen endlichen observablen Automaten, der das Verhalten von A

mit Fehlerschranke 2o simuliert und der die Zustinde von A schlieBlich mit Fehler-
schranke 2o + ¢ fiir jedes ¢ > 0 simuliert.

Beweis. Die p-observable Erweiterung A(X, Y, Z,, H,) fiir p = 1 — 2x von A4
ist endlich. Der gesuchte Automat 4 = (X, Y, Z,, H) wird folgendermafen definiert:
FirzeZ, also Z = Flz,u, v] mit (z,u,v)e Z x X* x Y* und fir xeX, ye¥,
Z'eZ,ist

V[F[z,u,v],x](y), falls Z' = F[z, ux, vy]
H[z, x](y,2) = oder F[z,ux,vy](Z)> p,
0 sonst.

Wegen

L LHE0.7) = L VIFlz w0 <] () = 1

z'eZp ye¥
ist A ein stochastischer Automat, der mit A, auch endlich ist. Die partielle Funktion

~ oy _ {7z, falls H[Zx](y%) %0,
5z x y) = { undefiniert sonst ,

ist wohldefiniert und Beobachtungsfunktion fiir 4.



Es ist zunichst zu zeigen, daBB A4 das Verhalten von A mit Fehlerschranke 2«
simuliert; dies gilt sicher dann, wenn die folgende Behauptung wahr ist:

fri=1

VzeZVreX*Vse Y \V[z, r] (s) - V[z, r] (s) [ < Z o + oo
i=0
Dabei wird z einmal als Zustand von 4 und einmal als Zustand von A aufgefaBt.
Fiir |r] = |s| = 0 gilt
[V[z, r] (3) =V[z,r] (s)\ =0=Z«.

Die Behauptung sei nun fiir |r| = M =n = 0bewiesen, undesseixe X, ye Y.
Falls F[z, r, s] = 0ist, gilt

Viz,r](s) =0 = V[z,r](s),
und die Behauptung ist erfiillt.
Sei nun
0= I*‘[z,r,s](z’)g 1-20=0p

fiir alle z’ € Z, aber F{z, r, s| = 0. Dann ist

Flz,r,s] = 6ptzrsy. Flz,7.5]€Z,
und
Pz (39) = Pz 1 () VL= sk 510)
=V[zr1(s) V[Flzrs].x1 (),
=V[z,r](s) V[F[zrs].(¥).

Dies ist wegen der Induktionsnahme durch

(=16) £ S £ 2) VA sdxd ()
und wegen

0 < V[Fz sl x](3) =1
durch

V[z, r](s) V[F[z 1, s], x] (») +ni§)ai + o = V[z, rx] (sy) i,:[ioci + a

abzuschitzen. Die behauptete Ungleichung folgt wegen o, = 0.
Sei schlieBlich

1 —2e=p<F[z,1,5](z)
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fiir ein z’' € Z. Es folgt
F[z, r, s] (z’) =21 —a,
nach Voraussetzung.
Daraus erhdlt man wegen

0 V[z,x](y) =1
und wegen

(1= Flz, 5] () (V[2, %] (») = 1) S V[2, x] (9) = V[F[z, 1, 5], %] (») £
< (1 = Flzns](Z) V]2, x] (»)
die Schranke
(V20 £ Lot ) (VIFz 75341 0) + )
also
V[z, rx] (sy) i,;ai + (:Z::ot,» + o), .

Dies schatzt man durch

V[z, rx] (sy) ié:oa,« +a

ab, weil
Yoy sa
i=o
und
Lsasi<i
gilt.

Zum Beweis der letzten Behauptung sei n e N geniigend groB gewihlt, so dafl
fiir alle z € Z und alle r € X*, s € Y* mit Irl = |s| >n

) Viz,rl1(s)=0
oder
2" eZ:Flz,r,s](z") > p
gilt. n existiert nach Voraussetzung. Wir zeigen, daB fiir alle ze€ Z, z’ € Z, r e X*X",
seyl :
H[z, (s, 2) = H[z, 7] (s, )| S 22 + ¢
ist mit ¢ — O fiir |r| ~ 0.
Fiir ¥[z, r] (s) = 0 ist das wegen

H[z,7](s,z') = 0 = H[z,r] (s, 2')



trivial. Sei also F[z, r, s](z") > p fiir ein z” € Z. Falls z’ + 2" ist, ergibt sich 397

Flz,r,s](z) £ 2
und daraus

|H[z, r](s, z') — H[z,r] (s, z’)l = ‘H[z, r] (s, z') = ()‘ £ Flz,r,s](z) £ 2a.
Fiir 2’ = z” hat man
|H[z, r](s, z") — Hfz, r] (s, z”)i = |F[z, r, 5] (2) V[z, r](s) = V[z,r](s) £
< |Flz, 1, 5] (z") V[z, 1] (s) = V[z, 7] (s)| + |V[z, r1(s) — V[z,r] (s)l <

S(1 = Flz,r,s](z") + 22 £ 20 + a,) .

Wegsn lim o, = 0 ergibt sich die Behauptung.

n— oo

{Eingegangen am 29. Mai 1978.)
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