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Dekompozícia, koordinácia a agregácia 
v hierarchickom riadení mnohoúrovňových 
sústav 

JÁN ULIČNÝ 

Autor v článku stručné charakterizuje problematiku hierarchického riadenia v mnohoúrovňo
vých sústavách. V práci je uvedený model dynamickej sústavy, ktorá má z hradiska hierarchic
kého riadenia charakter mnohoúrovňovej sústavy. 

1. ÚVOD 

Mnohoúrovňové hierarchické riadenie a vóbec mnohoúrovňové sústavy spadajú pod širšiu 
teoretickú oblasť tzv. rozsiahlych sústav. Teória rozsiahlych sústav je poměrné mladou teóriou, 
ktorá sa rozvíja na základoch teorie riadenia a operačného výskumu. Svoje uplatnenie nachádza 
nielen v technickej kybernetike, ale aj v příbuzných oblastiach kybernetiky, ako napr. v ekono-
mickej kybernetike, biokybernetike, atď. Je známe, že princip hierarchie, ktorý je centrálnou 
bázou výskumu rozsiahlych sústav, je organicky spatý s riadením vobec, či už v živej, alebo 
nežívej přírodě, alebo v spoločnosti. Stačí, keď pojem „riadenie" uvažujeme ako komplex operá
ch, potřebných za účelom dosiahnutia určitého ciera a nutné musíme dójsť k pojmu „hierarchické 
riadenie", pretpže nie je myslitelné dosiahnuť čo i jednoduchý ciď bez toho, že by niektoré z kom
plexu operách' neboli nadradené iným a opačné. Základnými charakteristickými črtami rozsiahlych 
sústavjeexistenciaglobálneho kritéria optimálnosti celej sústavy, existencia podsústav so svojimi 
lokálnami kritériami optimálnosti, pričom podsústavy vytvárajú v súhrne rozsiahlu sústavu 
a prítomnosť hierarchie v struktuře riadenia rozsiahlou sústavou. Hierarchická struktura riadenia 
má spravidla charakter pyramidálneho spósobu nachádzania potřebných strategií na jednotli
vých úrovniach danej pyramidy. S touto strukturou je velmi úzko spojená tzv. redukcia informa
ci!, potřebných pre jednotlivé úkony na úrovniach pyramidy. Pri veíkom množstve parametrov, 
podliehajúcich riadeniu v rozsiahlej sústave, musia sa dostat' postupné smerom nahor v pyrami-
dálnej struktuře len tie najnutnejšie informácie pre dosiahnutie ciela na tej-ktorej úrovni. Na 
najvyššiu úroveň postupujú spravidla len také informácie, ktoré po spracovani pomáhajú nám 
koordinovaf činnost nižších úrovní z hradiska globálneho kritéria optimálnosti. Teória rozsiah
lych sústav s hierarchickou strukturou riadenia, alebo ináč — decentralizované riadenie, má nie
ktoré zásadné výhody oproti centralizovanému riadeniu. Medzi najvážnejšie z nich patria vačšia 
spolahlivosť práce decentralizovaného riadenia a podstatné nižšia zložitosť výpočtov optimálnych 
strategií. Medzi výhody tiež móžeme započítat' menšiu zložitosť aparatury, používanej na jed
notlivých úrovniach a samozřejmé aj ich nižšiu cenu oproti zariadeniu ináč používanému pri 
centrálnom riadení. Z hradiska doposiaf známej teorie riadenia nám u váčších sústav robia 



464 nepřekonatelné překážky množstvo parametrov, ktoré potřebujeme určiť tak, aby sústava bola 
optimálna. I keď váčšina metod optimálneho riadenia platí obecné i pre sústavy s mnohými 
parametrami, z praktického hladiska sú tieto metody nepoužitelné, ak rád riadenej sústavy 
převýší rozměr napr. M = 10, alebo menší. Je to zdóraznené tým, že dnešné počítače majú ob-
medzenú operačnú rychlost' a zároveň aj tým, že doterajším metodám pre ich povahu nebude snáď 
ani možné skonštruovať z reálných prvkov taký počítač, ktorý by pri velkých rozmeroch riadenej 
sústavy zvládol výpočet v rozumnej době vóbec, alebo aspoň tak, aby cena výpočtov zostala na 
hranici únosnosti. V mnohých prípadoch použitím teorie hierarchického riadenia mnohoúrovňo-
vých sústav móžeme aj za pomoci známých optimalizačných metod dospieť k požadovaným vý
sledkem). Právě v tom je dalšia z výhod hierarchickej struktury, že u podsústav, tvoriacich roz-
siahlu sústavu móžeme použit' s úspechom vhodnú, doposial' známu metodu, pretože rád pod
sústav je spravidla omnoho menší, než rád póvodnej sústavy, ktorú máme optimalizovat. Pre 
lepšie porozumenie problematiky rozsiahlych sústav uvedieme ďalej niektoré definície pojmov 
často sa vyskytujúcich v tejto teorii a objasníme základné principy činnosti fungovania modelu 
hierarchickej mnohoúrovňovej sústavy. 

2. ZÁKLADNÉ POJMY A DEFINÍCIE V HIERARCHICKOM 

RIADENÍ MNOHOÚROVŇOVÝCH SÚSTAV 

V úvode sme v krátkosti objasnili, čo budeme rozumieť pod termínom rozsiahla 
sústava a aké sú jej základné charakteristické črty. Přesná definícia rozsiahlych 
sústav doposial ešte neexistuje. Pod týmto pojmom si možno představit' celý komplex 
výrobní nejakej produkcie, ktorá v súhrne představuje model riadenej sústavy. Na 
druhej straně rozsiahlou sústavou móže byť čo do svojho objemu velmi malý objekt, 
napr. modelovanie procesov živých organizmov. Vidíme, že pod pojmom rozsiahla 
sústava nebudeme rozumieť jej fyzikálně rozměry, ale štrukturálnu zložitosť z hladiska 
riadenia. 

V teorii rozsiahlych sústav, podobné ako v klasickej teorii riadených sústav existujú 
dva základné směry. Prvý, ktorý móžeme nazvat' analytickým, snaží sa rozložit' póvod-
nú zložitú úlohu na celý rad menších, alebo jednoduchších úloh, ktoré móžeme rešiť 
doposial známými metodami. V tomto případe hovoříme o dekompozícii alebo 
decentralizácii rozsiahlej sústavy a o jej decentralizovanom riadení [1], [3]. Druhý 
směr v teorii rozsiahlych sústav má syntetický charakter. Tuna sa snažíme dostat' 
rozsiahlu sústavu s predom vydělenými vlastnosťami tým, že používáme pri jej 
tvorbě základných, nám známých typov podsústav. Tento syntetický spósob konštruk-
cie rozsiahlej sústavy, nazývaný tiež agregáciou, je vlastně opačným postupom, použí
vaným pri jej dekompozícii [2]. 

Spoločnou charakteristickou črtou oboch spomenutých smerpv je, že v konečnom 
dósledku dostáváme mnohoúrovňovú sústavu. Rozsiahla sústava, skladajúca sa 
z viacerých úrovní podsústav, je charakterizovaná tým, že každá podsústava určitej 
úrovně má svoj lokálny ciel, ktorý sleduje a naviac podsústavy vyššej úrovně pre-
vádzajú koordináciu činnosti podsústav nižších úrovní. Takto sa dostáváme k pojmu 
hierarchického riadenia mnohoúrovňovej rozsiahlej sústavy. Výhodou hierarchic
kého riadenia mnohoúrovňovej sústavy je, že u každej podsústavy, prevádzajúcej 



koordinačnú činnost' niekolkých podsústav nižšej úrovně máme do činenia len s ob-
medzeným množstvom informácie, potrebnej pre dosiahnutie globálneho ciela 
celej rozsiahlej súsíayy. Podsústavy nižších úrovní po dosiahnutí svojich lokálnych 
cielov posielajú podsústavám vyšších úrovní len také informácie, ktoré sú nezbytné 
nutné pre vyhodnotenie situácie vyššou úrovňou, ktorá vznikla v priebehu riadenia 
na nižšej úrovni. Vzniká tu svojho druhu redukcia informácií, nutná pre zvládnutie 
celého komplexu operácií, prebiehajúcich na róznych úrovniach rozsiahlej sústavy. 
Najvyššia úroveň hierarchického pyramidálneho sposobu riadenia mnohoúrovňovej 
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rozsiahlej sústavy prevádza koordináciu riadiacej činnosti za účelom dosiahnutia 
globálneho ciela riadenia. Jednoduchý model trojúrovňovej sústavy je na obr. 1. 

Koordinačnú činnost'zaobstarávajú tu vektory u, uu u2 a skaláre un, u 1 2 , «2 1, « 2 2 . 
Naproti tomu informačná sieť je tvořená vektormi x, Xj, x 2 a skalármi xlu x12, x21, 
x22. Sústava tretej úrovně S koordinuje činnost' podsústav Sl a S 2 . Podsústava S t 

koordinuje činnost' podsústav S u , S 1 2 a S 2 podsústav S 2 1 , S 2 2 na prvej úrovni. Sieť 
informačnej činnosti, ako vidieť z obrázku, má spatný charakter. Podsústavy Sřj-
(i,j — 1,2) prvej úrovně po dosiahnutí lokálnych cielov informujú o svojom stave 
podsústavy Su S2 druhej úrovně. Po obdržaní lokálnych cielov na druhej úrovni 
informujú podsústavy Su S2 sústavu S na najvyššej tretej úrovni o svojom stave. 
Sústava S na základe týchto informácií přijímá určité rozhodnutie. Ak toto rozhod-
nutie vyhovuje globálnemu cielu riadenia, vydává informáciu x. V opačnom případe 
prevádza koordináciu podsústav Su S2 za účelom jeho dosiahnutia a tie zase ko-
ordinujú podsústavy Stj (i — 1,2) na prvej úrovni. Koordinačný a informačný 
okruh pósobí až do úplného dosiahnutia ciela riadenia. Vektor o reprezenzuje ko
ordinačnú činnost'pri zmene požiadaviek na celu rozsiahlu sústavu. Podobných schém 
je celá rada. Vyplývajú buď z konkrétnej dekompozície, alebo agregácie mnoho
úrovňovej sústavy, alebo z požiadaviek na optimálnu strukturu hierarchického riade
nia [2]. Metody agregácie mnohoúrovňových sústav sú zatial len velmi málo roz
pracované. Zvlášť metody optimálnej agregácie, t.j. vytváranie optimálnych struktur 



mnohoúrovňových sústav sú skór len nadhodeným problémom, ale praktických 
výsledkov tuna ešte niet. Bezpochyby však budúcnosť bude patriť právě agregovaniu 
mnohoúrovňových sústav. Například už dnes je možné načrtnut' rozsiahlu mnoho-
úrovňovú sústavu, ktorá bude mať na prvej úrovni prvky klasickej regulácie. Na dru-
hej úrovni móže byť prevádzaná optimalizačná činnost' parametrov prvej úrovně. 
Pretože však rozsiahle sústavy budu spravidla niesť charakter sústav s neúplnými 
informáciami, móže sa na tretej úrovni použit' učiacich sa, samoučiacich sa a adaptív-
nych prvkov riadenia. Štvrtá úroveň móže pri premenlivej struktuře rozsiahlej sú
stavy nahrádzať evolučně prvky riadenia atď. Vidíme, že v tomto směre čaká teóriu 
perná práca, obzvlášť, keď pre poslednú úroveň načrtnutej sústavy máme zatiaí len 
hmlisté představy. Z doposial uvedeného vidíme, že agregácia má perspektivy pri 
konštrukcii nových riadiacich sústav a komplexov. Naproti tomu dekompozícia 
nám umožňuje analýzu už pri daných sústavách, ktoré existujú. Dekompozícia nám 
móže pomoct' nielen pri decentralizovanou! riadení, ale mnohokrát aj u sústav, ktoré 
čo do množstva parametrov vóbec nemóžeme nazvať rozsiahlymi. Totiž dekompozí
cia sa móže s úspechom použiť v niektorých sústavách, kde napr. doposial známe 
optimalizačně metody nám dávajú příliš dlhý výpočtový čas. Sú neefektivně. Naproti 
tomu niektoré úlohy priamo, či už nepriamo, nesu charakter mnohoúrovňových 
sústav i keď doposial boli riešené centrálně, t.j. ako jednoúrovňová sústava. V mno
hých prípadoch přechod k mnohoúrovňovému riešeniu danej úlohy nám móže pri-
niesť podstatné zjednodušenie operácií výpočtov a mnohokrát aj použitie metod, 
ktoré by sme pre váčšiu rozmernosť póvodnej sústavy nemohli vóbec použiť [8]. 
Tejto problematike budeme ďalej věnovat' váčšiu pozornost' Najprv si však ozřejmíme 
niektoré problémy dekompozície a s ňou spojenej koordinácie v mnohoúrovňovej 
sústave. 

2.1 Dekompozícia a koordinácia v hierarchickom riadení 

Problematikou dekompozície sa prvýkrát zaoberala práca [4]. Bolo to v spojitosti 
s úlohou lineárneho programovania, kde sa jednalo o úlohu s mnohými parametrami. 

Podstata tejto metody spočívá v tom, že miesto riešenia danej úlohy riešime nie-
kolko podúloh, čo do rozměru menších, vzhladom k póvodnej úlohe. Postupným 
riešením týchto podúloh dostáváme sa k riešeniu danej póvodnej úlohy. Ako sme 
už vyššie uviedli, pri riešení danej úlohy, delenej na jednotlivé podúlohy, využíváme 
modelu hierarchickej mnohoúrovňovej sústavy. Každá podúloha je charakterizovaná 
podsústavou so svojimi vstupmi a výstupmi na tej-ktorej úrovni hierarchického 
modelu. Medzi vstupné a výstupné premenné, charakterizújúce danú podsústavu, 
patří aj tzv. koordinačná premenná, ktorá obstarává koordináciu podsústavy vyššou 
úrovňovou jednotkou. Koordinačná premenná móže mať charakter vnútornej, alebo 
vonkajšej koordinácie. O vnútornej koordinácii hovoříme vtedy, ak priamo pod-
sústava obsahuje takú premennú, s pomocou ktorej móže vyššia úrovňová jednotka 
zabezpečovat' jej koordináciu. Naproti tomu o vonkajšej koordinácii hovoříme vte-



dy, ak pre zabezpečenie koordinácie podsústavou vyššou úrovňovou jednotkou mu
síme takúto premennú explicitně zaviesť. Základným princípom dekompozičnej me
tody je princip dekompozície, ktorý uvedieme v nasledujúcej definícii. 

Definícia 1. Hovoříme, že pre sústavu sme našli dekompozíciu, ak po jej převedení 
žiadna podsústava danej mnohoúrovňovej sústavy nemá spoločné premenné snad 
okrem vnútorných koordinácií, prináležiacich vyššej úrovňovej jednotke. 

Princip dekompozície nám v skutočnosti hovoří, že póvodnú úlohu musíme rozlo-
žiť na jednotlivé podúlohy tak, aby sme každú podúlohu mohli riešiť navzájom, 
nezávisle v celkovom reťazci hierarchického modelu. Použitie principu dekompozície 
samozřejmé závisí od typu kritéria optimálnosti a ohraničení na póvodnú sústavu. 
Princip dekompozície sám osebe nám nedává postup, akým spósobom dekompozíciu 
previesť. Dá sa povedať, že doposial ani neexistuje spoločná metoda pri prevádzaní 
dekompozície. Vačšinou sa postupuje od případu k případu tak, aby z určitého 
hladiska princip dekompozície bol dodržaný. Třeba ešte poznamenat', že podlá 
výsledku dekompozície móžeme samotnú hierarchickú mnohoúrovňovú sústavu 
rozdělovat' na ekvivalentnú, alebo aproximovánu, vzhladom k póvodnej sústave. 
O ekvivalentnej budeme hovořit' vtedy, ak výsledok hierarchického riadenia je ekvi-
valentný riadeniu póvodnej sústavy. V opačnom případe, ak sa výsledky líšia, hovoří
me o aproximovanom modele hierarchického riadenia. V ďalšom sa budeme zaoberať 
len ekvivalentnými modelmi. Predpokladajme, že máme zložitú sústavu, ktorej 
kriteriálna funkcia je popísaná nasledovným vzťahom 

(2.1) Q = e« 

a ohraničenia na vektor x = (xu x2, • •., x„) 

(2.2) L(x) g 0 . 

Nech úlohou riadenia zložitej sústavy je minirnalizácia kritéria (2.1) pri dodržaní 
podmienok (2.2), t.j. 

(2.3) min Q(x) = Q* . 
xeL(x) 

Predpokladajme ďalej, že z nějakého dóvodu třeba problém (2.3) riešiť ako problém 
hierarchickej mnohoúrovňovej sústavy. Aby bol princip dekompozície dodržaný, 
třeba previesť v (2.3) a (2.2) takú transformáciu, že (2.3) móžeme napísať následovně 

(2.4) min Q(x) = min Q(x, v) = min Q{Q1(xí; v), Q2(x2, v), ..., QN(xN, v)} 
xeL(x) XEL(X) X,SL,(X) 

veL„(x) veL„(x) 

(i = 1,2, ...,N), 

kde Qt (i = 1, 2,.. ., N) sú kriteriálne funkcie podsústav prvej úrovně, závislé jediné 
od patřičného vektora x ř e Lt (i — 1, 2 N) a koordinačného vektora v explicitně 



zavedeného, alebo vyděleného z jednotlivých zložiek vektora x. Ak sa nám takáto 
transformácia v (2.1) a (2.2) podaří urobit', potom výraz (2.4) móžeme prepísať násle
dovně 

(2.5) min Q(x) = min Q{ min Q1(x1, v), min Q2(x2,v),..., min QN(xN, v)} . 
xet(x) veL„(x) x,eL,(x) x 2 eL 2 (x) xweZ.N(x) 

Potom na prvej úrovni dvojúrovňovej hierarchickej sústavy riešime lokálně úlohy 
typu 

(2.6) 

a na druhej úrovni úlohu 

(2.7) 

min Q,.(x„ v) = Qf(v) (i = 1,2,..., Ať) 
ieti(x) 

minQ{Q*(v),Q*(v),..,Q*(v)} 
veZ.„(x) 

výsledkom ktorej je výpočet premennej v, koordinujúcej podsústavy na prvej úrovni. 
Keby sme podobnú transformáciu použili aj v kriteriálnych funkciach Q ; a ohraniče-
niach Lř (i = 1, 2,.. ., N) dostali by sme trojúrovůovú hierarchickú sústavu. Takto by 
sme v konštrukcii pyramidálnej schémy mohli pokračovat' ďalej — samozřejmé za 
předpokladu, že princip dekompozície by bol dodržaný. Bloková schéma dvojúrov
ňovej hierarchickej sústavy uvažovaného typu je na obr. 2. 

V případe, že jednotlivé ohraničenia Lt(x), Lv(x) (i = 1, 2 , . . , N), alebo kriteriálne 
funkcie Q;, Q (i = 1,2, ...,N) nedovolujú nám dosiahnuť riešenie v uzatvorenom 
tvare, musíme pristúpiť k iteračnému spósobu riešenia. V tom,případe je postup 
nasledovný. Druhá úroveň (obr. 2) vydává počiatočný koordinačný vektor v° e L„. 
Pre tento vektor prevádzame minimalizáciu lokálnych kritérií na prvej úrovni podlá 
výrazu (2.6). Po jej převedení dostáváme výsledky x° = x°(v°), ktoré nám charak-
terizujú stav jednotlivých podsústav na prvej úrovni. O tomto stave informujeme 
druhů úroveň (informačné premenné). Po dosadení hodnot x° do jednotlivých krite-



riálnych funkcií S;(x;> v) na druhej úrovni, stávajú sa tieto závislé jediné na koordi- 469 
načnom vektore v. Platí potom 

(2.8) Q((xlv) = Q*(v) (i=l,2,...,N). 

Ak pre koordinačnú premennú v = v° nadobúda výraz (2.7) svojho minima, 
koordinacím činnost druhej úrovně přestává, pretože platí (2.3). V případe, že výraz 
(2.7) nenadobúda minimálnej hodnoty pri v = v°, vydává druhá úroveň ďalší ko-
ordinačný vektor v1 e Lk, smerujúci k zlepšeniu situácie na druhej úrovni. Pre tento 
vektor opat' prevedieme minimalizáciu lokálnych kritérií Q, (i = 1,2, ...,N) na 
prvej úrovni a o výsledku znovu informujeme druhů úroveň/Tento postup sa opakuje 
až do úplného dosiahnutia ciďa riadenia, t.j. až do dosiahnutia výrazu (2.3). 

O úlohe (2.3) sme doposiai nehovořili, či má charakter statickej alebo dynamickej 
optimalizácie. Záleží to v podstatě na tom, či zložky vektora x sú, alebo nie sú 
funkciami času. V případe, že zložky vektora x nie sú funkciami času, jedná s o sta-
tickú hierarchickú optimalizáciu. V opačnom případe riešime dynamickú optimalizá-
ciu dvojúrovňovej hierarchickej sústavy. Stačí například, keď uvažujeme, že 

(2.9) Q(x) . f F(x) át, 

kde 

(2-10) F(*) = G(x) + fjA.il,j(x) 

(2.11) * , = ^ - q>j(y, x) (/= 1 , 2 , . . . , » ) . 
dř 

V tomto případe nám rovnice 

(2.12) ^ = < ř , j { y , x ) ( j = l , 2 , . . . , n ) 
dř 

reprezentujú popis riadenej sústavy a A,- (jí = 1, 2,.. ., n) známe Lagrangeove multi
plikátory, ktoré z hladiska hierarchického mnohoúrovňového riadenia vystupujú 
ako vonkajšie koordinačně premenné, zavedené pre koordináciu podsústav na prvej 
úrqyni. Samozřejmé aj v tomto případe musí platit' princip dekompozície a naviac 
musíme dokázat' existenciu Lagrangeových multiplikátorov [5]. V ďalšej časti sa 
budeme zaoberať určitým druhom dynamických sústav, ktoré apriori so svojím krité-
riom dovofujú modelovanie hierarchického viacúrovňového riadenia. 



3. HIERARCHICKÉ RIADENIE URČITÉHO DRUHU DYNAMICKÝCH 

SÚSTAV 

Predpokladajme, že máme neriadenú sústavu popisanú následuj úcim obecné neli-
neárnym diferenciálnym systémom 

(3.1) M í ) . p | [ X i ( ř ) > xÁt)> ..., X n ( ř ) ] (t = 1 , 2 , . . . , n). 

dr 

Predpokladajme ďalej, že riešenie systému (3.1) existuje a platí preň 

(3.2) lim Xi(t) = 0 (i = 1, 2, ..., n) . 

Predpokladajme nakoniec, že procesy prebiehajúce v neriadenej sústave popísané 
systémom (3.1) nám z určitého dóvodu nevyhovujú. Zavádzame preto riadenie 
týchto procesov. Nech z hladiska vydelenia zdrojov strategií pre jednotlivé strategie 
riadenej sústavy nám nevyhovuje obyčajné jednoúrovňové riadenie. Tento případ 
móže nastat' napr. vtedy, keď jednotlivé zdroje jednoúrovňového riadenia nechceme 
předimenzovat' a zbytok zdrojov si necháváme pre riadenie a koordinacnú činnost' na 
druhej úrovni. Příčin zavedenia dvojúrovňového riadenia móže však byť viac. Zvolme 
si nasledovný popis riadenej sústavy 

(3.3) *ZÁŘ = vfeú), X2(t), ..., x„(t)] + biUi(t) + c, u(t), 
dř 

xi(t0) = xi(0) (i=í,2,...,n), 
kde vektor 

(3.4) u = [uu u2,..., «„, u) 

je n + 1 rozměrným vektorom, reprezentuj úcim přípustné strategie sústavy (3.3) 
s nasledovným ohraničením 

(3.5) L(u) = {\ut\ g Ait \u\ = A„+1; i = 1, 2, ...,«} . 

At, A2,..., A„, A„+i sú kladné konstanty, ohraničujúce možnosti toho-ktorého 
zdroja strategií. Přípustná oblast' L(u) móže byť samozřejmé zvolená aj ináč. Vidíme, 
že v případe rovnice (3.3) přistupujeme k problému riadenia z hladiska agregácie, 
t.j. vytvorenia sústavy určitej struktury. K ekvivalentnému popisu sústavy však mó-
žeme dójsť aj opačným spósobom. Stačí předpoklad, že popis nejakej sústavy impli

citně obsahuje strukturu (3.3) a přípustná oblast' strategií (3.5). Definujme si teraz 
úlohu riadenia. 

Oefinícia 2. Budeme hovoriť, že procesy, prebiehajúce v riadenej sústave sú opti
málně, ak v každom časovom okamžiku t = 0 výstupné veličiny riadenej sústavy 



x ; = Xi(t) (i = 1, 2,..., n) vyhovujú systému (3.3) pri počiatočných podmienkach 471 
x,(0) (i = 1, 2,..., n) a kritériu optimálnosti 

(3.6) D*(t) = mmÍ[Xi(t)Y 
o i = l 

za předpokladu, že stratégia u je z dovolenej oblasti (3.5) a n je rád riadenej sústavy. 
Podobnou definíciou úloh riadenia sme sa zaoberali aj v prácach [6], [7]. Ukázalo 

sa, že kritérium (3.6) v spojitosti s riadenou sústavou o struktuře (3.3) má určité 
výhody z hladiska konštrukcie výpočtových algoritmov strategií u a zároveň znižuje 
dobu riešenia na číslicových počítačoch. V závěre práce [7] bola převedená konfron-
tácia dížky doby riešenia na číslicovom počítači úlohy podobného charakteru meto
dou dynamického programovania princípom maxima a za pomoci algoritmov, 
vyplývajúcich z úlohy (3.6). Výsledky hovoria v prospěch týchto algoritmov. 

Převeďme diferenciálny systém (3.3), popisujúci riadenú sústavu, na diferenčný, 
t.j. na tvar 

(3-7) x t ( A r + 1 = Hi>N(xUN, x2>N, ..., x„ i i V ) + Abtui>N + ActuN , 

xt0 = x,(0) (i = 1,2, ...,n;N = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
kde 

(3.8) HiN(xUN, x2:N, ..., x B i i V ) = x i i i V + A(p,{xUN, x2iN,..., x„ i i V ) 

(i = 1,2,..., n;N = 0,1,2,. . .) 

a miesto každého okamžiku t 2; 0 uvažujeme len hodnoty 

(3.9) tN = NA (N = Q, 1 , 2 , . . . ) , 

kde A je malé kladné číslo, predstavujúce prírastok času pri přechode riadenej 
sústavy zo stavu x ; i V do stavu x ; J V + 1 . Potom kritérium optimálnosti (3.6) prechádza 
do tvaru 

(3.10) D*N + Í = mmÍlxitN+lf (N = 0, 1, 2,...) 

a výraz (3.5) bude nasledovný 

(3.11) L(uN) = {|wiiiV| £AU \uN\ ú An+1;i = 1,2,..., n;N = 0 , 1 , 2 , . . . } . 

Za předpokladu, že uN je optimálna stratégia riadenej sústavy, vyhovujúca kritériu 
(3.10) a obmedzeniam (3.H) pre JV = 0, 1,2,..., potom jednotlivé body fázovej 
trajektorie, riadenej sústavy dostaneme následovně 

(3.12) x*N+1 = Hi<N(xUN, x 2 i J V , . . . , x „ i N ) + AbtulN + ACiuN 

( x * 0 = xii0;i = 1 , 2 , . . . , n;N = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 



472 Zostáva nám len nájsť stratégiu u*, (N = 0, 1, 2,...). Dosaďme výraz (3.7) do výrazu 
(3.10), dostáváme 

(3.13) DN+1 = min £ [HiM(Xl iN, x2,N, ..., x„tN) + AbiUiiN + A c , ^ ] 2 

UN i = l 

(N = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Nech z hradiska výpočtu minima funkcie DN+1 nám N = 0, 1, 2,..., představuje 
At-tú výpočtovú etapu. Potom z výrazu (3.13) je zřejmé, že vorba optimálnej strategie 
u*, na At-tej etapě závisí jediné od stavu sústavy na At-tej etapě a od ohraničení (3.11). 
Ďalej vidíme, že na At-tej etapě každý člen sumy vo výraze (3.13) závisí len od jednej 
premennej ui>N a od premennej uN. Princip dekompozície bude obdržený, ak výraz 
(3 .0) přepíšeme následovně 

(3.14) DN+1 = min {]£ min [HLN(xUN, x2>N, . . . , x„tN) + AbtuhN + AC;MÍV]2} 

(N = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Z výrazu (3.14) vidíme, že každý člen sumy má na At-tej etapě jedinú bezprostrednú 
premennú ulN, ktorú móžeme nazvať stratégiou i-tej podsústavy na prvej úrovni. 
Premenná uN v ř-tom člene sumy reprezentuje vnútornú koordináciu podsústav prvej 
úrovně a volí sa bezprostředné na druhej úrovni riadenia. 

Zaveďme si následovně označenie 

(3.15) DN+1(ui,N, uN) = [HiM(xliN, x2tN, ..., x„ji) + AbiUhN + ActuNY 

(i = 1,2, ...,n;N = 0,1,2,...). 

Potom výraz (3.14) móžeme napísať následovně 

(3.16) DN+1 = min { £ min DN+1(uiM, uN)} 

(N = 0, 1 ,2, . . . ) . 

Výpočet výrazu (3.16) prevádzame cyklicky na oboch úrovniach. Na prvej úrovni 
prevádzame výpočet výrazu 

(3.17) DN+1[uftN, u£l = min DN+1[Ui,N, < ] . 

(i = 1,2, . . . , n;M = 0,1,2, ...;N = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

kdeu° = 0, t/° = «*_ t ,u
0

N .+1 = 0 . 
Znamená to, že výraz (3.17) minimalizujeme pri určitej známej hodnotě koordi-

načnej premennej uN, ktorá má na M-tom cykle At-tej etapy hodnotu uN. Z výrazu 



(3.17) vidíme, že na M-tom cykle pre hodnotu koordinačnej premennej uN = uN 

optimálnou stratégiou TV-tej etapy, M-tého cyklu je stratégia ut N = wjfw(„jf), (i = 
= 1,2,...,«). Po výpočte strategie uftN na prvej úrovni prevádzame výpočet na 
druhej úrovni, aby sme získali ďalšiu koordináciu pre cyklus M + 1-ný na JV-tej 
etapě. Na druhej úrovni riešime úlohu 

(3.18) min DN + ,\ii^N, „f>i¥,..., < „ , u/V] (M = 0, 1, 2 , . . . ; N = 0, 1, 2, . . . ) , 

kde 

(3.19) DN+1[vZN, „ ,%, . . . , «*v, % ] = t DN+1[u^N, UN] . 
i=l 

Nech výraz (3.18) nadobúda minimálnej hodnoty v bode 

(3.20) «5f+1 = uT\ulN, u%,..., < „ ) (M = 0, 1, 2, ...;N = 0, 1, 2 , . . . ) . 

Hodnota premennej (3.20) na TV-tej etapě nám dává novů koordinačnú premennú 
cyklu M + 1-ho, ktorou koordinuje druhá úroveň prvú a na základe ktorej móžeme 
vypočítat' stratégiu líffy " z výrazu (3.17). Cyklický proces TV-tej etapy sa opakuje dovte-
dy, až pre niektoré M = M* platí 

(3.2.1) \u^-u^'1\^s1 (TV = 0,1,2, . . . ) , 

kde £j je malé kladné číslo. Potom platí 

(3.22a) uN
I = u„ (N = 0,1,2,. . .) 

(3.22b) -íí»--._*i» (i = 1,2, ..., « ; M = 0, 1,2, . . . ) , 

kde „f>JV je optimálna stratégia í-tej podsústavy TV-tej etapy a w* optimálna koordiná-
cia, dosiahnutá na konci pracovného cyklu At-tej etapy. Hodnoty (3.22) dosadíme do 
výrazu (3.12) a vypočítáme x * v + 1 (i = 1, 2,.. ., n) čím sa dostáváme na JV + 1-vú 
etapu. Tieto hodnoty x* — charakterizujúce stav sústavy naAt + 1 etapě dosadzujeme 
za premenné x ; (i = 1, 2, ..., n) do výrazu (3.15) v dósledku čoho dostáváme výraz 
Dl

N+2(ui>N+L, uN+l), (i = 1, 2, ..., «). Postup na TV + 1 etapě a ďalších opakujeme 
podobné, ako na TV-tej etapě. Výpočet končíme, ak na niektorej etapě N = N* platí 
D * , + 1 = 0. Potom platí x*N*+í = 0, (i = 1, 2,.. ., n). Pri přechode na N* + 1-vú 
etapu nám vydá druhá úroveň hodnotu koordinačnej premennej uN,+1 = 0. 
Pretože výraz (3.8) nadobúda v tomto případe nulovú hodnotu, potom aj jednotlivé 
strategie „* j iy«+1, ktoré by sme obdržali z výrazu (3.17), by boli nulové. Znamená to, 
že pre TV 2: At* + 1 zastupuj úci bod fázovej trajektorie riadenej sústavy má hodnotu 
x*N = 0 a premenné „*, = u*0 = 0. Procesy v sústave sa ustália. Praktický výpočet 
ukončíme, ak pre niektoré TV = TV* platí 

(3.23) D*t+Í š e2 , 

kde e2 je malé kladné číslo, volené z hladiska přesnosti výpočtov. 



4 7 4 Ako sme už spomenuli vyššie, jednou z výhod, ktorú nám poskytuje definícia 
úlohy riadenia, t.j. definícia 2, je jednoduchý výpočet strategií uiN (i = 1, 2,..., n; 
N = 0,1, 2,...) a koordinačných premenných uN (N = 0, 1, 2,...), ktoré obdržíme 
pomocou nasledovných algoritmov odvodených z výrazov (3.17) a (3.18). 

Na prvej úrovni dvojúrovňovej hierarchickej sústavy na M-tom cykle N-tej etapy 
výraz (3.17) nadobúda extrému pri hodnotách strategií 

Í
At ak uitN > At, 

uftN ak -At < uitN < A{, 
—A; ak uiN < —A ; 

(i = 1,2, ...,«; M = 0,1, 2,...; N = 0,1,2,...), 
kde 
(3.25) «ífw = - — [HiiN(xUN, x2rN, ..., x„,N) + ACiU^] 

Abt 

(i - 1,2, ..., n;M = 0, 1, 2, ... ;N = 0,1,2,...). 

Na druhej úrovni hodnoty koordinačných premenných (3.20) minimalizujúce výraz 
(3.18) na M + 1-vom cykle iV-tej etapy dostáváme z nasledovného algoritmu 

f An+1 ak < + 1 > A s + 1 , 
(3.26) u»+1-). u^1 ak -AH+1<uri<Au+ÍL, 

- A n + 1 ak 

(M = 0, 1,2, ...;JV = 0, 1,2,...), 
kde 

(3.27) ««+ 1 = - - J — { t ct[Ht,N(xUN, x2Jt,..., xniN) + AbiUy,N]} 

i = l 

(M = 0, 1, 2, ...;ІV = 0,1,2,...) 

a 

(3.28) «° = 0, M^ = U * _ 1 ; u°.+ 1 = 0 . 

Sled jednotlivých operácií je znázorněný v zjednodušenej blokovej schéme obr. 3. 
Algoritmy dvojúrovňového hierarchického riadenia boli ověřené na jednoduchej 

sústave, popísanej nasledovným systémom 

(3.29) -*& - Í aijXj(t) + btut(t) + ciU(t) , 
dř ; = i 

xx(0) = 1,2 ; x2(0) = 2 , 
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kde 

(3.30) au = 0,5, a12 = -1,0, bx = -0,9, c, = c2 = -0 ,5 

ai2 = 3,75, a22 = -3,5, b2 = -2,0, A = 0 ,1. 

Konstanty, ohraničujúce zdroje strategií u ; (i = 1, 2) a koordinačnej premennej u 
boli 

(3.31) A, = 1 (i = 1, 2, 3) . 



Dvojúrovňová bloková schéma hierarchického riadenia sústavy (3.29) je na obr. 4. 
Na obr. 5 sú vynesené časové závislosti výstupov riadenej sústavy (x*, x*) a výstupy 
neriadenej sústavy (xu x2), t.j. výstupy sústavy (3.29) pri bt = c ; = 0, (i = 1, 2). 
Na obr. 6 sú znázorněné časové závislosti optimálnych strategií u*, u* a koordinač-
nej premennej u*. 

4. ZÁVĚR 

V predkladanej práci snažili sme sa stručné charakterizovat' problematiku hierar
chického riadenia mnohoúrovňových sústav. Snažili sme sa objasnit' niektoré základné 
pojmy, ktorých teória rozsiahlych sústav používá. Samozřejmé teória rozsiahlych 
sústav nemá ešte doposial jednotnú koncepciu. V súčasnosti existujú dva základné 
směry v tejto teorii. Prvým z nich je metoda dekompozície používaná viac-menej 
u sústav, ktoré už existujú a v ktorých sa snažíme zaviesť hierarchické riadenie mno-
hoúrovňové, rozdělením globálnej úlohy na jednotlivé lokálně úlohy čo do rozměru 
menšie než póvodná úloha. Takýmto spósobom dostáváme hierarchickú mnoho-
úrovňovú strukturu riadenej sústavy, ktorá móže byť z hladiska výsledku jej čin
nosti buď ekvivalentným, alebo aproximovaným modelom póvodnej rozsiahlej 
sústavy. V prvom případe výsledky riadenia póvodnej sústavy a jej hierarchického 
modelu sú ekvivalentně. V druhom případe model hierarchickej mnohoúrovňovej 
sústavy len aproximuje činnost' a súčasne aj výsledok riadenia póvodnej rozsiahlej 
sústavy. V tomto případe přesnost' aproximácie bude závislá od určitého druhu adap-
tačnej schopnosti hierarchického modelu zabezpečit' maximálně výsledky aproxi
muj úce výsledok póvodnej sústavy. Druhým smerom v teorii rozsiahlych sústav je 
agregácia hierarchickej struktury. V skutočnosti ide tu o vytvorenie takej mnoho
úrovňovej hierarchickej struktury, ktorá by zodpovedala daným požiadavkám, 
kladeným na budúcu rozsiahlu sústavu. Podsústavy jednotlivých úrovní tu tvoria 
sústavy známej struktury a vlastnosti so známými lokálnymi cielmi. Táto koncepcia 
má zrejme velkú budúcnosť pri vytváraní váčších a velkých celkov riadenia. V práci 
sme Uviedli hierarchické riadenie určitého druhu dynamických sústav. Na základe 
definície ciela riadenia boli odvodené algoritmy výpočtu strategií podsústav a ko-
ordinačnej premennej, koordinujúcej činnost' podsústav prvej úrovně. Efektivita 
výpočtov v danom případe bude vzrastať ak vzrastie celkový počet strategií podsústav 
nižšej úrovně vzhladom k celkovému počtu koordinácií a zároveň keď vzrastie 
počet podsústav danej hierarchickej struktury. Je zřejmé, že nie je ťažké vytvoriť 
hierarchický model s podobnou strukturou s váčším počtom úrovní. Na základe 
principu dekompozície transformuje sa nám výpočet extrému póvodnej funkcie 
(funkcionálu) mnohých premenných na výpočet extrémov konečného počtu funkcií 
(funkcionálov) s počtom premenných omnoho menším, ako v případe póvodnej 
úlohy. Interpretácia riadených sústav typu (3.3) bola uvedená v prácach [6], [7]. 

(Došlo dna 14. jala 1969.) 
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S U M M A R Y  

Decomposition, Coordination and Agregation in the Hierarchic 
Control of Multi-Level Systems 

JÁN ULIČNÝ 

In the páper the author briefly outlines the problems of hierarchie control in multi
level systems. The model of a dynamic systém is introduced which, from the view-
point of hierarchie control, features as a multi-level systém. 
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