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Príspevok k určeniu konjugovaného gradientu 
v sústavách automatického riadenia 

PAVEL KNEPPO 

Předkládaná práca sa zaoberá príkladom použitia metody citlivosti pre výpočet zložiek 
konjugovaného gradientu optimalizačného kritéria. Porovnávajú sa výhody optimalizačného 
postupu získané „klasickou" gradientovou metodou a metodou konjugovaného gradientu. 

ÚVOD 

Velká výhoda použitia gradientových metod pre optimalizáciu riadených sústav spočívá 
v tom, že nie je potřebné podrobné poznat' matematický model danej sústavy, ale stačí poznat' 
len hodnoty zložiek gradientu v daných bodoch. Z toho plynie veiká časová úspora. 

Každá optimalizačná metoda je charakterizovaná potřebnou dobou výpočtu alebo pri iterač-
nom postupe, počtom iteračných krokov, potřebných na dosiahnutie optimálneho stavu. Vše
obecné je tento počet závislý od počiatočných podmienok a od volby kroku. 

Z hladiska riadenia reálných procesov sú výhodnejšie metody, ktoré dovolujú dosiahnutie 
optimálnej oblasti z daných počiatočných podmienok v čo možno najkratšom čase (s najmenším 
počtom krokov). 

M. R. Hestenes, E. Stiefel [1], R. Fletcher, C. M. Reeves [2], J. W. Daniel [3], L. S. Lasdon, 
S. K. Mitter, A. D. Waren [4] a další, popísali metodu konjugovaného gradientu ako metodu 
vhodnú pre riešenie lineárnych sústav a dokázali, že v niektorých prípadoch vedie k výsledkom 
rychlejšie než „klasická" gradientova metoda. 

V našom případe sa budeme zaoberať porovnáním obidvoch uvedených metod pri riešení 
úlohy optimalizácie sústavy druhého rádu. 

Předkládaná práca sa zaoberá príkladom použitia metody citlivosti pre výpočet zložiek 
konjugovaného gradientu optimalizačného kritéria. Porovnávajú sa výhody optimalizačného 
postupu získaného „klasickou" gradientovou metodou a metodou konjugovaného gradientu. 

1. VÝPOČET ZLOŽIEK VEKTORU grád/ METODOU CITLIVOSTI 

Nech je sústava S opísaná diferenciálnou rovnicou v nasledujúcom tvare: 

(1.1) /(*<", xW,..., x<k\..., x, x, qu ..., q„ ..., qn, t) = 0 , 



158 kde x w - /c-tá derivácia vstupného parametra, qt - i-tý parameter sústavy, . - čas, 
a ďalej o funkcii / sa předpokládá, že je to funkcia spojitá a diferencovatelná podlá 
parametrov x a qt (i = 1, 2,..., n). 

Derivováním diferenciálnej rovnice (1.1) podlá parametru o ř (ť = 1, 2,.. ., n), 
obdržíme systém lineárnych diferenciálnych rovnic v tvare : 

(i.2) J L #!»(,) + JjL- *r»(0 +... + ^ " ( O + ... + 

+«*,(,)+f,,(.)=-f 
3x dx ca, 

( i = l , 2 , . . . , n ) , 

ktorý nazýváme systémom rovnic citlivosti,afunkcie &\l)(t), $ (
( '

_ 1 ) ( í ) . •••> ***X0. ••• 
..., <->;(í), $ ř(í) nazýváme funkcie citlivosti alebo vplyvové koeficienty, ktoré vypočí
táme riešením diferenciálnych rovnic (1.1) a (1.2) [5], [6]. 

Použitie funkcii citlivosti pre (1.1), kde qt,q2,..., qn sú konštantné parametre, 
spočívá v najdení takých hodnot parametrov qt (i = 1, 2,. . . . n), ktoré minimalizujú 
daný funkcionál 

(1.3) í ( í l , g 2 , . . . , g , ) = r Q [ ^ 

..., x(a!, •.., o„), x(g l 5 . . . , g„), ř ] d ř , 

kde Q je podintegrálna funkcia daného funkcionálu, Tje doba procesu prebiehajúceho 
v riadenej sústave. 

Zložky vektoru grád / móžeme písať v tvare parciálnych derivácií ako 

Q . , s SÍ3 _ , ."1 . 

- Ht) + •_- ^ J d í 

(i = l , 2 , . . . , n ) , 

+ _Є 

kde <ř>;(í) = dxjdqt sú známe funkcie citlivosti. 

Ak například funkcionál (1.3) je tvaru 

(1.5) I = Q(e, t) d ř , 

kde podintegrálna funkcia Q móže byť napr. Q1 = |e|, Q2 = ez, ...,e je odchyfka 



ktorá podlá obr. 1 bude nasledujúceho tvaru 

(1-6) e(t) = x0(t) - x(t, qt) 

0 = 1,2). 

Ak teraz derivujeme vzťah (1.6) podlá parametru qt (i = 1, 2), obdržíme, že 

(1.7) _ _ = _ _ _ , 
dqi dqt 

kde pravá strana je opať funkcia citlivosti. 
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Obr. 1. 

«i" «i" «';'• €' _L 
blok vyhodnotenia kritéria 

1. metodou klasického gradientu 
2. metodou konjugovaného gradientu 

Převedením parciálnej derivácie vztahu (1.5) podlá parametru qt (i = 1, 2) obdrží
me hladané zložky grád I v nasledujúcom tvare 

(1.8) І-Г 
Hi Jo 

d_Qde_ 

de dqi 

0 = 1 , 2 ) . 

dř 

Zo vztahu (1.4) a (1.8) je vidieť, že vypočítat' zložky grád/, vedie teda k výpočtu 
funkcií citlivosti. Vhodná metoda, ktorá rieši tuto úlohu na analógovom počítači 
je metoda bodov citlivosti [5], [6], ktorá je použitá i v predkladanej práci. 

Ako příklad bola vyšetřovaná lineárna sústava S s prenosom tvaru 

(1.9) S(p) -
1 

a2P + ЯiP + a0 

pričom integrálně kritérium bolo v tvare integrálu z absolútnej hodnoty odchylky 
t.j. 

(1.10) -]>*• 8 = X 0 - X\ 



Podlá obr. 1, ktorý představuje blokové schéma úlohy značí: S — sústava, R — refe-
renčný model, MC — model citlivosti [5], [6], x — výstupná veličina zo sústavy, 
*o — výstupná veličina z referenčného modelu t.j. žiadaná veličina, y — vstupná 
veličina v tvare jednotkového skoku. 
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Obr. 2. 

Proces optimalizácie je uskutočňovaný změnou parametrov qu q2 pomocou 
modelu citlivosti MC, ktorý má v našom případe rovnakú strukturu ako samotná 
sústava S. Na obr. 2 v rovině parametrov qu q2 sú znázorněné trajektorie Al — A6 

z jednotlivých počiatočných podmienok pri pohybe do optima klasickou metodou 
gradientu. 

Přistupme ďalej k procesu optimalizácie použitím konjugovaného gradientu. 

2. METODA KONJUGOVANÉHO GRADIENTU 

Ide tu v podstatě o určitú modifikáciu, ktorá aby splnila svoj účel, musí viesť 
k progresívnejšiemu výpočtu než ako tomu je v případe klasickej metody gradientu. 

Ukažme si, že je možné zaviesť takúto úpravu. 



Všeobecný algoritmus pre výpočet konjugovaného gradientu v i + 1 kroku bude 161 
nasledovný [4] 

(2.1a) P o = - ř o . 

(2.1b) pi+1 = - g i + 1 + jSrf>,, 

kde q0 je počiatočná hodnota parametru, g 0 = g(q) pre q = <J0 a 

(2-2) Pi = gi+1qi+llg;gi, 

kde skalárny súčin g,gj je definovaný ako 

(2.3) gigj = ÍSik9jk-

Podlá algoritmu (2Aa,b) je vidieť, že nový směr f> ; + 1 nebude len záporné vzatý 
gradient — g ; + 1 , ale bude doplněný o hodnotu súčinu /?,/>,-, pričom ako vyplývá zo 
vztahu (2.2), /?, je funkciou aj predchádzajúceho kroku. Znamená to teda, že zobrazu-
júci bod pri prvom kroku pojde po rovnakej trajektorii pre obidva případy t.j. je 
splněný vzťah (2.1a) ale pri druhom kroku sa prejaví určitá „váha" súčinu /?;p;. 

Algoritmus (2.1a,b) vysvětluje obr. 3. Pohyb do optima v rovině parametrov qh q2 

metodou konjugovaného gradientu je znázorněný na obr. 4 trajektóriami A* — A*. 
Riešenie je prevádzané na rovnakom příklade (obr. 1) z rovnakých počiatočných 
podmienok. 
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Obr. 4. 
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3. POROVNANIE KLASICKEJ A KONJUGOVANEJ METODY 
GRADIENTU 

V tabulke 1 sú zhrnuté výsledky riešenia. V lavom štipci At — A6 označuje příslušné 
trajektorie podlá obr. 2, t.j. bez konjugovaného gradientu, A* - A* označuje tra
jektorie s konjugovaným gradientom. Pravý stípec číselné vyjadřuje o kolko % 
nastalo zlepšenie f = (iV — N*)JN, kde N je počet iterácií metodou klasického gra

dientu a N* je počet iterácií metodou konjugovaného gradientu, k je velkost' kroku, 
5 je konstanta. Ako ukázali merania pre náš konkrétný případ, vztah (2.1b) bolo 
potřebné doplnit' na tvar 

(3.1) f».+ i = - f i + i +&PiPi-

Vo výpočte sme sa obmedzili na ten případ, aby riešenie bolo ukončené za najmenší 
počet iteračných krokov a ďalej aby oscilácie okolo optima nepřekročili oblast' 
dovolených oscilácií 5% (na obr. 2, 4 — 7 označené krúžkom). Ako ukazujú merania 
na obr. 5, 6, 7, kde z náhodné zvolených počiatočných podmienok v rovině parametrov 
qu q2 bolo realizované riešenie pri róznych hodnotách 3, vidieť napr. na obr. 5 
trajektória „a", že pri hodnotě 5 = 0,6 a 8 = 0,8 riešenie bolo nevhodné pre velké 
oscilácie okolo optima. 

Optimálna hodnota, ktorá ešte vyhovuje zadaným podmienkám je <5 = 0,5, viz. 
obr. 8, kde je grafická závislost' počtu iteračných krokov N na hodnotě 8. 

Ako je vidieť z tabulky 1, použitím konjugovanej metody gradientu v porovnaní 
s klasickou metodou čo do počtu iteračných krokov docielime v niektorých prípa-
doch viac ako 50% zlepšenie. Priemerná hodnota zlepšenia č, činí 47,7%. 



Trajektória Počet iterácií k S Í=(N-N*)/N[%] 
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ZÁVĚR 

V citovanej literatuře bola otázka porovnania metody klasického a konjugovaného 
gradientu rozpracovaná podrobné a boli jasné ukázané výhody najma jej časovej 
úspornosti. Předkládaná práca si kladla za ciel prispieť praktickým príkladom k to
muto porovnán iu. Na rozdiel od citovaných práč boli k výpočtu použité vlastnosti 
funkcií citlivosti. Z praktického hladiska je zlepšenie použitím konjugovanej metody 
gradientu významnejšie, než potřeba nových obvodových prvkov v riadiacej sústave. 

(Došlo dňa 12. mája 1968.) 

LITERATURA 

[1] M. R. Hestenes, E. Stiefel: Methods of conjugate gradients for solving linear systems. J. 
Research NBS 49 (1952), 409. 

[2] R. Fletcher, C. M. Reeves: Function minimization by conjugate gradients. British Computer 
J. (July 1964), 149-154. 

[3] J. W. Daniel: Convergence of the conjugate gradient method with computationally convenient 
modifications. Numerische Mathematik 10 (1967), 125 — 131. 

[4] L. S. Lasdon, S. K. Mitter, A. D. Waren: The conjugate gradient method for optimal control 
problems. IEEE Trans, on Automatic Control AC-12 (1967), 2, 132-138. 



[5] S. Bingulac, P. Kokotovic: Automatic optimization of linear feedback control systems on 
an analog computer. Proceedings of the International Assoc. for Analog Computation VII 
(Jan. 1965,, 1. (Brussels). 

[6] P. Kneppo: Použitie teorie citlivosti v systémoch automatického riadenia. Strojnicky časopis 
XVIII, (1967), 5. 

SUMMARY  

A Contribution to the Determination of Conjugated Gradient 
in Automatic Control Systems 

PAVEL KNEPPO 

The submitted paper deals with an example of the application of the sensitivity 

method for the computation of the conjugated gradient components of the optimiza

tion criterion. The advantages of the optimizing procedure achieved by the "classic" 

gradient method and that of the conjugated gradient are compared. 

Ing. Pavel Kneppo, Cstav technickej kybernetiky SA V, Diibravskd cesta, Bratislava. 


