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Metoda dynamického programovania
v dynamickej optimalizacii stistav s minimalnou
dobou riadenia

JAN ULieNy

Autor v &ldnku uvadza algoritmus odvodeny na zédklade metddy dynamického programovania
pre realizaciu vypoltu optimdlnej funkcie riadenia na samoc¢innom &islicovom pocitacom stroji
u sastav s minimalnou dobou riadenia. Na konkrétnej sustave riadenia poukazuje sa moZnost
pouZitia tzv. postupnej minimalizacie vo funkciondlnych rovniciach metddy dynamického progra-
movania.

1. UVOD

Ak v procese realizdcie optimdlneho riadenia uvaZujeme aj &as ako nezdvisle
premennd a procesy prebiehajlice v riadenej sistave optimalizujeme v kazdom &aso-
vom okamZiku, hovorime o dynamickej optimalizdcii vyrobného procesu. Pojem
optimalizdcie v riadeni znamend v podstate variaény problém spocivajici v ndjdeni
extrému ur€itého funkciondlu popisujiceho udel riadenia. Tomuto funkciondlu
z hladiska optimalizdcie zvykneme hovorit kritérium optimdlnosti riadeného procesu,
alebo riadenej sustavy. V mnohych déleZitych pripadoch teérie optimélnych riade-
nych procesov nevystatime s klasickymi metodami variaéného poétu. V pripade, Ze
dovolend oblast riadenia, tj. oblast v ktorej sa mdZe funkcia riadenia nachddzat je
uzatvorenou oblasfou, alebo ak naviac funkcia riadenia optimalizujiica procesy
vriadenej ststave je nespojitou funkciou dasu, musime v teérii optimalnych riadenych
procesov pouZit niektoru z metdd neklasického variaéného poctu. V tomto ¢Eldnku
sa budeme zaoberat jednou z takychto metdd tj. metddou dynamického programo-
vania, Tato metddu budeme skiimat z hladiska pouZitia v optimalizdcii sustav
s minimdlnou dobou riadenia, tj. sistav, ktoré potrebuju k prechodu z jedného svojho
stavu do druhého minimdlnej doby.
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2. IMPLICITNE VYJADRENE KRITERIUM OPTIMALNOSTI
V METODE DYNAMICK EHO PROGRAMOVANIA

UvaZujme len také sistavy riadenia v ktorych zmeny stavu v nejaky asovy okamzik
zgvisia len od stavu v ktorom sa slistava riadenia nachddza a nezdvisia od jej pred-
chddzajicich stavov. Potom sustavu riadenia mdZeme popisat s pomocou systému
(obecne nelinedrnych) diferencidlnych rovnic vo vektorovom tvare

W = e, () = x0),

kde x je n-rozmerny vektor popisujici stav sistavy v n-rozmernom priestore X, a u
je r-rozmerny vektor riadenia. Kritérium optimdlnosti riadenej sustavy (1) moéZeme
matematicky vyjadrif rovnicou

2 0(x, u) = j " 6[x(), w(o)] dt

Potom tulohu optimalizdcie riadeného procesu v sustave (1) méZeme sformulovat
nasledovne:
Spomedzi vietkych pripustnych riadeni z dovolenej oblasti L(u) tj.

(3) ue L{u)

treba ndjst takt funkciu riadenia u = u(1), ktord by ndm zastupujici bod po fizovej
trajektérii riadene;j sistavy (1) v priestore X, prevddzala z podiatognej polohy siistavy
x(0) do polohy x(T) a aby funkciondl (2) nadobtdal najmensich moZnych hodndt [3].
V pripade, Ze doba t = T'v hornej medzi funkciondlu (2) nie je predom uréend a na-
viac ak podintegrdlna funkcia G[x(1), u(t)] sa rovnd identicky jednitke na celom
intervale 0 < t < T hovorime, Ze ide o implicitne vyjadrené kritérium optimdlnosti
v metdde dynamického programovania. Ak Ziadame za tohoto predpokladu, aby
funkciondl (2) nabodiibal najmensich moZnych hodndt na intervale 0 < t < T
pri podmienke (3), hovorime v stvislosti s rovnicou (1) o siistavach s minimdlnou
dobou riadenia. Potom predosld Gloha optimalizdcic riadeného procesu znie:

Ndjst spomedzi vetkych pripustnych riadeni z dovolenej oblasti (3) taki funkciu
riadenia, ktord by ndm zastupujici bod po fdzovej trajektorii riadenej sustavy (1)
v priestore X, previedla z podiatoného stavu sistavy x(0) do stavu kone&ného
x(T) za najkratiiu moZnt dobu ¢ = ¢*.

Bez toho aby sme ilohu obmedzili na vieobecnosti, méZeme uvazovat, Ze konetny
stav suistavy je v pociatku stiradnicového systému priestoru X, tj. x(T) = 0.



3. FUNCIONALNE ROVNICE METODY DYNAMICKEHO
PROGRAMOVANIA

Prevedme si spojity model ststavy riadenia na diskrétny a uvaZujme miesto
diferencidluej rovnice (1) diferendnt rovnicu

“ Xyp1 = Xy + Af(xy,uy), N=0,1,2,..,M~1,
xo = x(0),
kde
(5) 4 =M,
pri¢om
(6) * = min Q(x, u) = min T[x(0), u(t)] = t*(x(O))’
ueL(u) weL(u) lu=u*

&o vyplyva z rovnice (2). Minimdlna doba prechodu ststavy z poliatoéného stavu
x(0) do pociatku stradnicového systému priestoru X, je zdvisld jedine na po&iatoénom
stave ststavy tj. na polohe bodu x(0) v priestre X, ak bereme do tvahy, Ze na ststavu
riadenia pdsobi optimélna funkcia riadenia u = u*(t) z dovolenej oblasti (3).

Pre jednoduchost uvaZujme, Ze dovolend oblast riadenia (3) m4 tvar
™M wls1, (=12..,7.

Vyraz (7) ndm predstavuje kocku v r-rozmernom priestore riadenia. V§imnime si,
7e¢ dovolend oblast riadenia (7) je uzatvorenou oblasfou tzn., Ze funkcia riadenia sa
mdze nachddzaf nie len vo vnutri tejto oblasti, ale aj na jej hranici (v tomto pripade
na nicktorej z jej hrdn). UZ z tohoto jednoduchého pripadu dovolenej oblasti (7)
vidime, Ze extremdla u = u*(r) nemdZe prechddzat do oblasti ,,nasytenia®, tj. mimo
oblast (7) o vyluduje moZnosti pouzitia klasického variadného podtu. Na zdklade
principu optimélnosti [1] mbZeme zostavit pre sustavu riadenia popisand systémom
(1), alebo (4) funkciondlnu rovnicu tvaru

(8) F{x]=1+minF[x + Af(x,0)], (i=12..,71),

lui)

kde funkcia F[ x| ndm uréuje minimdlny poSet stavov, cez ktory musi sistava riadenia
popisand systémom (4) prejst z podiatoéného stavu x, = x(0) do stavu koneéného
x,r = x(T) = 0, tj. do po&iatku stradnicového systému priestoru X,. Rovnicu (8)
zatial nevieme riesif v uzatvorenom tvare. Aby sme mohli zistif minimdlny podet
stavov F[x] potrebny k prechodu ststavy z polohy pogiatognej do polohy konecnej
a tym aj optimdlnu funkciu riadenia u = u*(f) zameiime si na$u pdvodna \lohu
optimalizdcie na tilohu nasledujaceho znenia:
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Ziadajme, aby optimdlna funkcia riadenia z dovolenej oblasti (7) minimalizovala
na konci procesu riadenia kvadrdt vzdialenosti zastupujiceho bodu na fdzovej
trajektorii riadenej ststavy od pociatku stradnicového systému priestoru X,.

Potom funkciondlne rovnice zostavené na zdklade principu optimdlnosti a sformu-
lovanej tlohy ddvajuce rekurentny vzfah pre urdenie minimdlneho poétu stavov
prechodu ststavy riadenia do pociatku siradnicového systému maju tvar

9 Dy[x] min }E x7, (i=12..7),

jurlg1 j=1
kde n je rdd riadenej sustavy, a

(10) Dy[x] = min Dy_y[x + 4f(x,w)], (i=1,2,...,r; N=12,..,M).
{ui|=1

Vypoctet optimdlnej funkcie riadenia prevddzajicej zastupujici bod do pociatku
stradnicového systému priestoru X, s pomocou metody dynamického programovania
sa prevddza v dvoch Castiach [17, [5]. Vprvej Casti prevddzame vjpocet postupnosti
funkcif Dy[x], N = 0,1, 2, ..., M do tej doby aZ pre nicktoré N = M nenadobudne
funkcia Dy[x(0)] nulovej hodnoty, alebo hodnoty z praktického hladiska velmi
malej napr.

e D [x(O)] < ¢,

kde ¢ je mald kladnd kontanta. Potom M[x(0)] uddvajice celkovy podet etdp N
po uplynuti ktorych nadobuda platnost vyraz (11) ndm uréuje minimdlny podet
stavov prechodu riadenej sastavy do pociatku stradnicového systému priestoru X,.
Z rovnice (5) plati potom, Ze minimédlna doba prechodu je rovnd

(12) r*(x(0)) = 4 M[x(0)],
kde 4 je parameter z rovnice (4), ktory volime z hladiska presnosti, ktori poZadujeme
od vysledkov [1].

V druhej Casti vypoétu prevddzame vypolet optimadlnej trajektorie riadenej
sustavy a zdroveil po&itame vyslednt optimélnu funkciu riadenia z diel&ich optimél-

nych funkcii riadenia, ktoré sme dostali na jednotlivych etapdch pri vypocte postup-
nosti funkcii Dy[x] pre konkrétnu hodnotu vektoru x [2], [5].

4. RIESENIE FUNKCIONALNYCH ROVNIC (9), (10) METODOU
PRIAMEJ MINIMALIZACIE FUNKCIE D,[x]

Riegenie funkciondlnych rovnic (9), (10) obycajne prevddzame metédou priamej
minimalizdcie funkcie Dy[x], N =0,1,2,..., M spoivajicej na nasledovnom
principe [2]:



Predpokladajme, Ze sistava riadenia je n-tého rddu a premenné popisujuce stav
sustavy v priestore X, tj. (x;, x,, ..., x,) nech si z urditej predom vydelenej oblasti,
ktord nds pri vypodte najviac zaujima. Napr. nech premenné (x;, x, ..., x,) st
z oblasti uréenej vyrazom
(13) aG;£x;5b (J=12,...,n).

J J

Delme interval kazdej premennej x;, (j=1,2,...,n) na (m — 1) podintervalov,
kde m je &islo volené z hladiska presnosti vypo&tu. Potom z deliacich bodov inter-
valov (13) kaZdej premennej mdzeme vytvorit celkom

(14) Ki=m"

n-tic urdenych bodmi n-rozmernej siete zostrojenej z premennych x; (j = 1, 2, ..., n).
Nech tieto n-tice tvoria usporiadant mnoZinu {K,}. V kaidej jednotlivej n-tici
z mnoziny {K,} pogitame na kazdej etape N =0, 1, 2, ..., M funkciu Dy[x], v ktorej
za argument x dosadime prédve zvolenu n-ticu. Minimalizdciu funkcie D,[x] (teraz
uZ ako premennej u € L(u)) prevddzame nasledovnym sposobom:

Delme zlozky funkcie riadenia z intervalov

(15) -1

IA

w21 (i=12,..,71)

tieZ na (m — 1) podintervalov a vytvorme z premennych u, (i = 1,2,...,r) siet
v r-rozmernom priestore riadenia. Celkovy podet n-tic vytvorenych bodmi tejto
siete bude

(16) K,=m".

Nech tieto n-tice tvoria urditd usporiadant mnoZinu {K,}. Zvolme si na urditej
etape N jednu n-ticu z mnoZiny {K,} a dosadme ju ako argument za x do funkcie
Dy_ rovnice (10). Za premennti u v tejto funkcii dosadzujme postupne vietky
n-tice z mnoZiny {K,} v urditom zvolenom poradi priom funkciu Dy - { porovndvame
za kazdym s funkciou, v ktorej bola dosadend predchddzajiica n-tica z mnoZiny {K,}.
T4 najmensia hodnota Dy_, sa rovnd hodnote funkcie D‘\v[x] pri zvolenej n-tici
z mnoZiny {K,}. Potom funkcia Dy[x] je absolitnym minimom pre zvoleny argu-
ment x pri funkeii riadenia u = uy(x) z dovolenej oblasti riadenia (7). Funkcie
uy(x) su diel¢imi optimdlnymi funkciami riadenia na prvej Casti vypoctu pre ten,
ktory argument x (n-ticu z mnoZiny {K,}). Podobnym postupom vypodtu, ktory
sme opisali vypotitame funkcie Dy[x] a uy(x) pre kaida n-ticu z mnoZiny {K,}
a pre kazdt etapu N = 0, 1,2, ..., M podla rekurentnych vztahov (9), (10), [2], [5]-
Opisanou metddou priameho vyhladdvania minima funkcie Dy[x] sme cheeli
poukdzaf na to, aké mnoZstvo vypoctov treba previest pri realizdcii vypoctu funkcie
Dy[x] a funkcie uy[x] na prvej €asti vypoctu. Vidime, ?e pri vyhladdvani minima
funkcie Dy[x] (pri jednej n-tici z mnoZiny {K,}) prevddzame na samoginnom &isli-
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covom poditadi K, zloZitych vypodtov a porovnani (dosadenie n-tice z mnoziny {K,}
za argument x do funkcie Dy_4; vypodet funkcie Dy_; za pomoci interpoldcie, alebo
extrapoldcie zo zndmych hodndt Dy_,; zapamitanie vypo&itanych hodnét). Ked
tento podet vypodtov ndsobime podtom n-tic z mnoZziny {K,} a &islom etdp (N = M)
dostdvame celkové Cislo sloZitych vypodtov, ktoré je nutné previest na prvej asti
vypoctu metdédou dynamického programovania tj.

a7 R = K,\K,M = Mm"m" = Mm"*" .

V pripade, Ze n = r, Co odpovedd sistave n-tého rddu s n-rozmernym vektorom
riadenia dostdvame

(18) R =Mm™.

Pre stistavy riadenia vy$§ich rddov za dne§ného stavu &islicovej techniky je vypocet
metoédou dynamického programovania opisanym spdsobom priameho vyhladdvania
minima funkcie Dy[x], ako je to vidiet z rovnice (18), naprosto nemyslitelny. Treba
poznamenat, ¥¢ samotny vypo&et funkciondlnych rovnic (9), (10) kladie velké ndroky
na objem pamiti pocitata. Na kaZdej etape mdme zapamitané hodnoty funkcii
Dy[x] a Dy_,[x] a funkeie u(x), (¢ = 0,1, ..., N). Potom na etape N = M médme
v pamiti po&itata hodnoty funkcii Dy[x], Dy - [x] a vietky hodnoty uy(x),
(N =0,1,2,..., M). (Funkcie uy(x) su potrebné pre vypocet optimdlnej trajektdrie
a vyslednej optimdlnej funkcie riadenia na druhej Casti vypod&tu.) Objem pamiti
pocitaca nutny k prevedeniu vypoétu je potom dany vyrazom

(19) O =2m"+ Mrm".
Za predpokladu, Ze n = r plati
(20) 0=02+nM)ym".

Z vyrazu (20) vyplyva, Ze realizdcia vypottu na samodinnom &islicovom poéitadi
nemozZe byt uskutoénend pri ststavich vyssich radov ani nie tak z dovodov dizky
doby vypodtu, ale hlavne z tych pricin, Ze ndm nevystadi objem pamiti po&itaca.
Druhd ast vypodétu v metéde dynamického programovania nekladie velké ndroky
na dizku doby realizdcie vypo&tu na samo&innom pocitai. V porovnani s dizkou
doby realizdcie vypoétu na prvej Casti je uplne zanedbatelnd a trvd rddove sekundy.

5. RIESENIE FUNKCIONALNYCH ROVNIC (9), (10) METODOU
POSTUPNEJ MINIMALIZACIE FUNKCIE Dy[x]

Dobu realizdcie vypodtu funkcii Dy[x], (N =0,1,2,..., M) na prvej Zasti je
mozné za urditych okolnosti skritif. Predpokladajme, Ze funkcia Dy[x], (N =
0,1,2,..., M), ktort na kaZdej etape riadeného procesu minimalizujeme vzhladom



na premennid ¥ = (uy, u,, ..., u,) z dovolenej oblasti (7) je v tejto oblasti spojitou 299
funkciou premennej u a naviac, Ze v tejto uzatvorenej oblasti, md kaZdd funkcia
DN[X], (N=0,1,2, ..., M) jediné minimum. Potom namiesto priamej metédy vy-
hladdvania minima funkcie D[ x] méZeme pouZit napr. gradientnej iteradnej metédy
vypodtu optimdlnej funkcie riadenia, ktord po dosadeni do rovnic (9), (10) minimali-
zuje funkciu Dy[x]. Tento postup vypodtu minima funkcie Dy[x] v metéde dyna-
mického programovania (z hladiska postupu pri vypoéte) budeme nazyvat metédou
postupnej minimalizdcie funkcie Dy[ x]. Pripady, kedy moZeme volif miesto priamej
metédy metddu postupnej minimalizdcie funkcie Dy[x] je nutné skimat zvldst
v kazdom konkrétnom pripade tloh tedrie optimdlnych riadenych procesov. Aby
sme tito metddu lepsie vysvetlili a poukdzali na jej prednosti v metéde dynamického
programovania budeme uvaZovat konkrétnu linedrnu sistavu s minimdinou dobou
riadenia popisani systémom rovnic

dx
—= =X, + byu,,
dt 2 11%1
d
(2] bz —2%y — 3x;3 + byt
dt
kde byy = 0,1; by, = —0,2. Po&iatoéné podmienky systému (21) nech sa x,(0) =
= x,(0) = 0,3.
Rovnica (10) nadobiida tvar
(22) DN[xla xz] =
min Dy_ JH,(xy, x,) + 0,01u,(x,, x,), Hy(xy, X2) — 0,02u,(xy, x5)] »
jurlst
l::lél
N=12..,M,
kde
(232) Hy(xg, %) = x; + 0,1x,,
(23b) Hy(xy, X5) = 0,7x, — 0,2x, ,

za predpokladu, Ze A z rovnice (12) sa rovnd 4 = 0,1.

V préci [5] je dokdzané, Ze funkcia Dy[x] na kaZdej etape mnohoetapového pro-
cesu riadenia N = 0, 1, 2, ..., M, je spojitou funkciou parametru u = (u;, uy) pre
kaZdu hodnotu x z oblasti (13) a naviac, Ze kaZdd funkcia Dy[x], (N = 0, 1, 2, ..., M)
md na uzatvorenej oblasti (7) jediné minimum. Na zdklade tejto skutognosti méZeme
v rovnici (22) pouzit metédy postupnej minimalizdcie, ktord v krdtkosti opiSeme [5].

Pre pevnu dvojicu &sel (x4, x,) z usporiadanej mnoZiny {K,} obecne na N-tej
etape riadeného procesu zistime v nejakom potiatoénom bode funkcie u = (uy, u,)
(oznadme si zloky tejto funkcie riadenia v nultom bode ako u{?(x,, x,), (x4, X,))
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hodnotu funkcie Dy_,[x,, x,]. PretoZe funkcia Dy_, je vzhladom na (x4, x,)
konstantnd, budeme jej zdvislost od premennej u pisat nasledovne

(29) D¢ = D;JO—)1[“(10)(-’¢1: x2), l’(ZO)(xl, x2)]

kde D, znamend nulté pribliZenie k minimu funkcie Dy[x,, x,]. Na nultej iterdci
D), si uréime gradient funkce Dy_, a po zvoleni kroku 4, kde 7 je dostatoéne malé
kladné &islo poopravime v argumente funkcie DY”; hodnotu u® na hodnotu u'V,
Po vypoditani funkcie Dy_, v bode u'") dostdvame dalsiu hodnotu D{?,. Takymto
spdsobom by sme postupovali aZ do vtedy, kym by funkcia Dy, nenadobudia pre
zvolent dvojicu (xy, x,) minimdlnych hodnét. Tato minimdlna hodnota Dy_, sa
potom rovnd funkeii Dy[x4, X,] z rovnice (22). Samozrejme, ked hovorime o ,,vy-
poéte* funkcie Dy_, v argumente u = (u,, u,) treba pod tym rozumiet urdovanie
hodnoty Dy_, za pomoci interpoldcie, alebo extrapoldcie z hodnét funkcie
Dy_,[x1, x,] uschovanych v pamiti na predchddzejicej etape.

Zlozky gradientu funkcie Dy_; obecne na J-tom iteraénom kroku funkcie Dy_
urujeme zo vzfahu

OGNy (x4, x,), ux(xy, x5)] . ADS*)

25 G = = s (i=1,2),
@) A dulxy, x;) Au; ( )
kde

(26) AD{") = D{") — D2, (i=1,2)

je prirastkom funkcie Dy_, pri pevnej dvojici (x;, x,) na J-tom kroku. Pre funkeiu
D{“2, (i = 1, 2) plati

(27a) DY) = DY )W) + Auy, ul"),
(27b) DY ) = DY) w”, uf + Aus).
Hodnota funkcie DY, je uréend vyrazom

(28) DYy = DF2 (" (x4, x2), u§(xy, x,))

Funkciu riadenia na prvej Casti vypodtu potom urujeme ako postupnost funkcii
podla vzfahu

(29) WD =) =GP, (=127 =0,1,2,..).

Z vyrazu (29) vidime, Ze pri zvolenej n-tici (x,, X;) z usporiadanej mnoZziny {K,}
nemusime pri minimalizdcii funkcie Dy_,[x;, x,] kontrélovat a poitat tito funkciu
pre kaZdt n-ticu (u,, u,) z usporiadanej mnoZiny {K,}, ale sta¢i tato funkciu pogitat
len v n-ticiach (u,, u,), ktoré s v procese minimalizdcie urované rovnicou (29).
Tymto sa ziska velkd uspora Sasu pri realizdcii vypostu funkcii Dy[x] na samodin-



nom &islicovom pocitacom stroji. Je ddlezité pripomenit, Ze rovnice (25) aZz (28)
sa pocitaji tak, Ze za pomoci interpoldcie a extrapoldcie uréujeme v nich funkcie
Dy_; z hodnét, ktoré boli na zdklade funkciondlnych rovnic (9). (10) vypogitané
a uloZené na predchddzajiicej etape v pamiti pocitaca. Podrobnejii popis vypoltu
a volby kroku 4 ako aj pogiatoénych podmienok u$® na kazdejetape N = 0, 1,2, ...,
M a pre kaZzdi novi n-ticu z mnoZziny {K,} je uvedeny v prdci [5].

Uvedenym spésobom na prvej asti vypoétu metddou dynamického programovania
dostdvame ako vysledok funkcie

(30) unx, %), ((=1,2; N=0,1,2,...,M).

Je to td funkcia, ktoru sme dostali z rovnice (29) a ktord ddva pravej strane rov-
nice (22) minimdlnu hodnotu na N-tej etape pri zvolenej dvojici (x4, x,).

V druhej &asti vypoétu metddou dynamického programovania uréujeme opti-
miélnu fézovu trajektoriu riadenej sustavy (lepsie povedané len jej diskrétne hodnoty)
a vyslednl optimdlnu funkciu riadenia z hodnét funkcie riadenia (30), ktord bola
ziskand na prvej Casti vypoltu. Vyslednd optimdlna funkcia riadenia sa uréuje
(spitnym postupom vzhladom na poradie etdp v prvej Casti vypo&tu [4]) zo vztahu

(31) Ui‘n(xl.m xl,n) = ui,M—n(xl,m x'.‘,,n) s (i =4L2n=01..., M- 1) .

X1, a2
0.3 x(0)

V(1) X2 = fly)

x(f)

(N
—— -~
[¢] 037 2 i Obr. 1. Optimalna
sl fazova trajektéria a
Casové priebehy ria-
denej sustavy (21).

Potom optimdlna trajektdria uréend za pomoci rovnice (31) a podiatoénych pod-
mienok

(32) X10 = X0 =03
bude dand vyrazom

(333) Xip+1 = H1(’¢1,m xZ,n) + 070lU1,n(x1,n! xl,n) s (” =0,1,..,.M— 1) B
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302 (33D) Xyuig = Ho(X1m X2,0) — 0,020 (%1 X2,), (n=0,1,...,M — 1),

kde funkcie H, a H, sii urfené vzahmi (23) pre ta ktorti dvojicu (Xy ,, X3 4)-
Rovnicou (31) je uréend optimdlna funkcia riadenia, ktord prevddza ststavu riade-
nia (21) (alebo presnejiie povedané — jej diskrétny model dany rovnicami (33))

|

Uy
1=
a) z B
0 1
——
1[s]
-1
Uz 4
I
+1
. . b) I S [
Obr. 2. ZloZky op- 0 1 -
timalnej funkcie ria- . 1s]
denia riadene]j siista-
vy (21). -1
X)L X2
0.3 x(0)
x2 = f{x))
X
Obr. 3. Fazov4 traje- Y
- < . 0 6 7
ktéria a  Zasové
priebehy neriadenej 1(s]

sustavy (21).

z potiatotného stavu (32) cez minimdlny podet stavov do podiatku siradnicového
systému priestoru X, za najkratSiu moZni dobu ¢* urent rovnicou (12). Optimélna
fazovd trajektdria x, = f(x,) a Zasové priebehy veliin x; = x,(f) a x, = x,(t),
ktoré dostaneme z rovnic (33) st zndzornené na obr. 1.

Zlozky optimdlnej funkcie riadenia dané rovnicou (31) po rozvinuti v &ase tj.
U, = U{{) st zndzornené na obr. 2. Z obr. 2 vidime, Ze zlozky optimdlnej funkcie



riadenia sa nachddzajo v kaZdom &asovom okamZiku z intervalu 0 < ¢t < t* na
hranici dovolenej oblasti riadenia (7).

Pre porovnanic je na obr. 3 vynesend fazovd trajektéria neriadenej sustavy (21)
a Sasové pribehy velitin x; = x,(f), x, = x,(¢). (Pri neriadenej ststave st koeficienty
by = by; = 0.) Doba, za ktorl procesy v neriadenej ststave konverguji k nule,
je rovnd t = 7sec. Minimdlna doba riadenia v riadenej sistave je t* = 1,64 sec.

6. ZAVER

Doposial nebola ndjdend univerzdlna metdda na ricSenie Gloh tedrie optimdlnych
riadenych procesov, ktord by v kaZzdom konkrétnom pripade ddvala z praktického
hladiska redlne vychodisko. Algoritmus, ktory ndm ddva metéda dynamického pro-
gramovania pre realizdciu vypodtu optimdlnej funkcie riadenia na samodinnom
&islicovom pocitacom stroji plati aj pre nelinedrne ststavy s minimdlnou dobou
riadenia. Treba poznamenaf, Ze je to jedind doposial zndma metdda, ktord ddva
vypoctovy algoritmus pre &islicovy poditac v pripade nelinedrnych sistav s minimal-
nou dobou riadenia. Vyhoda pouZitia postupnej minimalizdcie funkcie Dy[x]
oproti priamej minimalizdcii funkciondlnych rovnic (9), (10) sa javi v podstatnom
zniZeni dizky doby realizdcie vypottu na samoginnom &islicovom poéitacom stroji.
V dalfom &ldnku dokdzeme, Ze v pripade linedarnych ststav s minimdlnou dobou
riadenia stadi potitat funkcie Dy[x] len na polovici celej mnoZiny {K,} &m sa
samozrejme udetri polovica potrebného objemu potitada pre vypotet a dizka doby
realizdcie vypoctu sa skrdti na polovicu.

(Doslo dila 27. jina 1966.)
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SUMMARY

Dynamic Programming Method in the Dynamic Optimization
of Systems with Minimum Control Time

JAN ULIENY

The dynamic programming method essentially exploiting the optimality principle
formulated by Bellman, may be applied in the dynamic optimization of systems with
minimum control time. In addition to the advantages offered by this method it is
essential to note that systems of higher orders are either unsolvable by this method
using up-to-date digital techniques or the computation on the digital computer
involves an uneconomically long time. The author of the article refers to the possibility
of utilizing the so called sequential minimization in functional equations of this
method of dynamic programming whereby the time span for carrying out the com-
putation of the optimal control function considerably diminues.
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